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Vorwort  znr  ersten  Abtheilnng. 


Die  Vorträge  über  die  Geometrie  der  Lage,  welche 
ich  hiermit  der  OeflFentlichkeit  übergebe,  sind  in  den 
letzten  zwei  Jahren  allmälig  niedergeschrieben  worden; 
zu  ihrer  Herausgabe  wurde  ich  durch  ein  BedUrfniss 
veranlasst,  welches  seit  längerer  Zeit  am  hiesigen  Poly- 
technikum, und  vielleicht  schon  in  weiteren  Kreisen  sich 
fühlbar  macht.  Nämlich  die  wichtigen  Constructions- 
Methoden,  mit  denen  Herr  Professor  Culmann  die  In- 
genieur-Wissenschaften bereichert  hat,  und  welche  in 
seinem  Werke  „die  graphische  Statik"  veröflFentlicht  sind, 
gründen  sich  zum  grossen  Theile  auf  die  neuere  Geome- 
trie, und  die  Kenntniss  der  letzteren  ist  daher  den  In- 
genieurschülern  unserer  Anstalt  unentbehrlich  geworden. 
Durch  vorliegende  Arbeit  nun  versuche  ich  dem  Mangel 
eines  Lehrbuches  abzuhelfen,  welches  den  Studirenden 
in  gedrängter  Kürze  den  erforderlichen  Stoff  darbie- 
tet, und  mich  bei  meinem  mündlichen  Unterricht  unter- 
stützt. 

Selbstverständlich  musste  ich  mich  der  von  Herrn 
Culmann  adoptirten  Terminologie  bedienen,  und  sogar 
bis  zu  einem  gewissen  Grade  dem  Lehrgange  desjenigen 
gehaltvollen  Werkes  folgen,  welchem  dieselbe  entnommen 
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ist,  nämlich  der  „Geometrie  der  liage"  des  Herrn  Pro- 
fessor von  Staudt.  üebrigens  sind  die  neuen  Benennun- 
gen, welche  Herr  von  Staudt  den  älteren  Steiner'schen 
hinzugefügt  hat,  so  glücklich  gewählt,  dass  ich  nur  in 
einzelnen  Fällen  einen  anderen  Ausdruck  vorgezogen 
hätte;  z.  B.  dem  Namen  „gerades  Gebilde"  den  von 
Herrn  Paulus  eingeführten  Namen  „Punktreihe".  Und 
die  Art,  wie  Herr  von  Staudt,  im  Gegensatz  zu  allen 
übrigen  Autoren  der  neueren  Geometrie,  diese  Wissen- 
schaft begründet,  scheint  mir  so  bedeutende  Vortheile 
zu  gewähren,  dass  ich  auch  ohne  anderweitige  Veran- 
lassung sie  jeder  andern  vorziehen  würde.  Es  sei  mir 
gestattet,  diese  meine  Ansicht  durch  wenige  Worte  zu 
motiviren. 

Dem  Ingenieur  wie  dem  Mechaniker  und  Architekten 
kommt  bei  dem  Entwerfen  seiner  Bauwerke  die  Fähig- 
keit wesentlich  zu  statten,  sich  dieselben  zum  Voraus 
räumlich  vorzustellen.  Soll  z.  B.  eine  Brücke  über  den 
Strom  gespannt  werden,  so  muss  zunächst  unter  den 
verschiedenen  Constructionsarten  diejenige  gewählt  wer- 
den, welche  den  gegebenen  Verhältnissen  am  besten 
entspricht.  Der  Ingenieur  vergleicht  zu  dem  Ende  den 
langgestreckten  Blechbalken  mit  dem  kühn  geschwungenen 
Bogen  oder  der  frei  schwebenden  Kettenbrücke,  sucht 
sich  vorzustellen,  wie  die  Lasten  sich  hierhin  und  dort- 
hin bewegen  und  wie  sie  auf  die  Glieder  des  mäch- 
tigen Bauwerks  sich  vertheilen.  Wieder  und  immer 
wieder  prüft  und  vergleicht  er,  denkt  sich  mehr  und 
mehr  in  alle  Einzelnheiten  hinein,  bis  der  ganze  Bau 
in.  klaren  Zügen  fertig  vor  seinem  geistigen  Auge  steht 
Und  jetzt  begiimt  der  zweite  Theil  der  schöpferischen 
Arbeit:  das  Project  wii-d  dem  Papiere  anvertraut,  die 
sämmtlichen  Details  nach  Form  und  Stärke  genau  be- 
stimmt.    Aber  auch  jetzt  noch  muss  der  Ingenieur  und 
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Jetler,  der  sich  mit  seinen  Ideen  vertraut  machen  will, 
fortwährend  die  Vorstellungskraft  anspannen,  um  Das- 
jenige wirklich  zu  schauen,  was  durch  die  Linien  einer 
dem  Laien  unverständlichen  Zeichimng  dargestellt  werden 
soll.  —  Wie  der  Techniker,  so  muss  auch  der  Mathe- 
matiker und  überhaupt  Jeder,  der  sich  mit  den  Natur- 
wissenschaften beschäftigt ,  das  Vorstellungsvennögen 
vielfach  in  Anspruch  nehmen;  bald  soll  er  coöiplicirte 
Apparate  aus  einer  dürftigen  Skizze  begreifen,  bald  weit- 
läufige Näturprocesse  oder  verwickelte  Bewegungen  nach 
einer  blossen  Beschreibung  sich  deutlich  machen. 

Eine  Hauptaufgabe  des  geometrischen  Unterrichts 
scheint  mir  nun  die  zu  sein,  das  Vorstellungsvermögen 
des  Lernenden  zu  üben  und  auszubilden;  und  ich  glaube, 
dass  diese  Aufgabe  am  besten  auf  dem  Wege  gelöst 
wird,  den  Herr  von  Staudt  eingeschlagen  hat.  f> 
schliesst  nämlich  alle  mehr  oder  minder  complicirten 
Rechnungen  aus,  welche  die  Vorstellungskraft  nicht  be- 
anspruchen,  zu  deren  Verständniss  vielmehr  eine  gewisse 
mechanische  Fertigkeit  erforderlich  ist,  die  mit  der  Geo- 
metrie an  sich  wenig  zu  schaffen  hat.  J3afUr  aber  ge- 
langt Herr  von  Staudt  durch  directe  Anschauung  zur 
Erkenntniss  der  geometrischen  Wahrheiten,  auf  welche 
er  die  Geometrie  der  Lage  gründet.  Es  lässt  sich  nicht 
leugnen,  dass  diese  Methode,  wie  jede  andere,  ihre  eigen- 
thUmlichen  Schwierigkeiten  bietet;  und  das  Staudt- 
sche  Werk,  welches  offenbar  nicht  für  Anfänger  ge- 
schrieben ist,  besitzt  ausserdem  noch  mehrere,  an  sich 
rühmenswerthe  Eigenschaften,  welche  das  Studium  des- 
selben wesentlich  erschweren.  Es  zeichnet  sich  nament- 
lich aus  durch  eine  merkwürdige  Knappheit  des  Aus- 
drucks und  eine  sehr  gedrängte,  beinahe  wortkarge  Dar- 
stellung; nur  das  Noth wendige  wird  gesagt,  selten  ein 
erläuterndes  Wort  hinzugefügt,  und  dem  Leser  bleibt  es 
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Überlassen,  zu  den  in  ihrer  ganzen  Allgemeinheit  aufge- 
stellten Sätzen  sich  leicliter  fassliche  Beispiele  selbst  zu 
bilden.  Der  Stoif  ist  sehr  schön  und  systematisch  ge- 
ordnet; z.  \i.  die  Lehren  von  der  Projectivität,  von  der 
coUinearen  und  recijiroken  V'^erwandtschaft,  von  den  in- 
volutorischen  Gebilden  werden  vollständig  abgehandelt, 
ehe  zur  Theorie  der  Kegelschnitte  und  der  Flächen 
zweiter  Ordnung  geschritten  wird,  und  Herr  v.  Stau  dt 
erlangt  so  den  Vortheil,  die  Eigenschaften  der  Gebilde 
zweiter  Ordnung  mit  einem  Schlage  beweisen  zu  können, 
während  freilich  andererseits  die  Darstellung  so  abstract  wird, 
dass  die  Kräfte  eines  Antangers  bei  ihrem  Studium  ge- 
wöhnlich schnell  erlahmen.  Diese  Eigenschaften,  welche 
der  wohlverdienten  Verbreitung  und  allgemeinen  Aner- 
kennung des  Stau  dt 'sehen  Werkes  leider  sehr  hinder- 
lich gewesen  zu  sein  scheinen,  stempeln  dasselbe  zu 
einem  vorzüglichen  Handbuch  der  neueren  Geometrie, 
auf  welches  man  sich,  ähnlich  wie  in  der  Geometrie  der 
Alten  auf  den  Euklid,  sehr  bequem  beziehen  kann;  in 
meinen  tiir  Anfänger  geschriebenen  Vorträgen  musste 
ich  sie  vermeiden,  um  nicht  unverständlich  zu  werden. 

Eine  andere,  dem  Lehrgange  selbst  eigenthümliche 
Schwierigkeit  habe  ich  absichtlich  nicht  vermieden,  weil 
sie  von  Jedem  früher  oder  später  überwunden  werden 
muss,  welcher  die  Eigenschaften  räumlicher  Gebilde  be- 
greifen will.  Ich  meine  die  schon  erwähnte  Schwierig- 
keit, solche  Gebilde  sich  räumlich  vorzustellen,  eine 
Schwierigkeit,  mit  welcher  der  Anfänger  auch  bei  dem 
Studium  der  darstellenden  (Jecmietrie  und  der  analytischen 
Geometrie  des  Raumes  zu  käm])fen  hat.  und  deren  Ueber- 
windung  ich,  wie  oben  bemerkt,  für  eine  Haui)taufgal)e 
des  geometrischen  Unterrichts  halte.  Um  dem  Leser  die 
Erreichung  dieses  Zieles  zu  erleichtern,  habe  ich  meinen 
Vorträgen  Figurentafeln  hinzugefiigt.     Herr  von  Staudt 
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hat  dieses  Hülfsmittel  nicht  benutzt,  indem  er  wohl  von 
ähnlichen  Ansichten  geleitet  sein  mag,  wie  die  von 
Steiner  gelegentlich  ausgesprochene :  „dass  stereome- 
trische Betrachtungen  nur  daini  richtig  aufgefasst  seien, 
wenn  sie  rein,  ohne  alle  Versinnlichungsmittcl,  nur  durch 
die  innere  Vorstellungskraft  angeschaut  werden".  Allein 
durch  Verschmähung  dieser  Versinnlichungsmittcl,  die  bei 
planimetrischen  Betrachtungen  auch  nicht  so  leicht  zu 
einer  unrichtigen  Auffassung  verleiten,  würde  ich  den 
Studirenden  das  Verständniss  meiner  Vorträge  unnöthig 
erschwert  haben. 

Indem  der  von  Herrn  von  Stau  dt  zuerst  einge- 
schlagene Lehrgang  die  Rechnungen  ausschliesst  und 
aUe  auf  Maass Verhältnissen  beruhenden  Eigenschaften  der 
geometrischen  Gebilde  gesondert  untersucht,  bietet  er 
noch  einen  Vortheil,  den  ich  selir  hoch  anschlagen 
möchte.  Er  bringt  nämlich  das  wichtige,  so  ungemein 
fruchtbare  Gesetz  der  Dualität  oder  Reciprocität ,  von 
welchem  die  ganze  Geometrie  der  Lage  beherrscht  wird, 
in  seiner  vollen  Reinheit  und  in  seinem  ganzen  Umfange 
zur  schönsten  Geltung.  Kein  anderer  Lehrgang,  der  das 
Maass  zu  Hülfe  nimmt,  kann  sich  dieses  Vorzuges  rüh- 
men, und  zwar  einfach  deshalb,  weil  iil  der  Geometrie 
des  Maasses  jenes  Gesetz  nicht  allgemein  gültig  ist.  An- 
erkanntermaassen  aber  bietet  die  Geometrie  Nichts,  was 
für  den  Anfänger  so  anregend  wäre,  ihn  so  zum  Selbst- 
schaffen anspornte,  wie  das  Gesetz  der  Reciprocität;  und 
je  früher  er  damit  bekannt  gemacht  wird,  desto  besser. 
Dass  dieses  Gesetz  besonders  in  der  Geometrie  des 
Raumes  so  klar  hervortritt,  war  für  mich  ein  maassge- 
bender  Grund  dafür,  die  stereometrischen  Betrachtungen 
von  den  planimetrischen  nicht  zu  trennen.  —  Die  metri- 
schen Relationen,  namentlich  diejenigen  der  Kegelschnitte, 
habe  ich  übrigens  durchaus  nicht  vernachlässigt,  sondern 
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in  weiterem  Umfange,  als  dieses  von  Steiner  und  Herrn 
von  Staudt  geschieht,  liberall  dort  entwickelt,  wo  sie 
sich  als  besondere  Fälle  der  allgemeinen  Sätze  von  selbst 
darboten. 

Zu  den  Kegelschnitten  und  den  'übrigen  Gebilden 
zweiter  Ordnung,  von  denen  diese  erste  Abtheilung  meiner 
Vorträge  vornehmlich  handelt,  gelange  ich  auf  einem  an- 
deren Wege  als  Steiner  und  Herr  von  Staudt,  welcher 
letztere  die  Theorie  jener  Gebilde  auf  die  Lehre  von  der 
CoUineation  und  der  Reciprocität  gründet.  Ich  hoffe  da- 
durch, dass  ich  die  Gebilde  zweiter  Ordnung  gleich  bei 
der  Untersuchung  der  projectivischen  einförmigen  Grund- 
gebilde einführe,  das  Verständniss  der  projectiWschen  Ver- 
wandtschaft erleichtert  zu  haben;  zugleich  gewinne  ich 
dadurch  den  Vortheil,  den  Anfänger  auf  das  schwierigere 
Studium  der  CoUineation  und  der  Reciprocität  allmälig 
vorbereiten  zu  können,  Steiner  hat  in  seinem  höchst 
anregenden,  bahnbrechenden  Werke  „Systematische  Ent- 
wickelung  etc."  die  Hülfsmittel  geschaffen,  deren  ich 
mich  vom  fünften  bis  zum  zehnten  Vortrage  vorzugs- 
weise bediene;  doch  musste  ich  aus  schon  berührten 
Gründen  darauf  verzichten,  gleich  Steiner  die  Kegel- 
schnitte mittelst  des  Kreises  zu  definiren. 

Die  zweite  und  letzte  Abtheilung  dieser  Vorträge 
wird  hoffentlich  noch  in  diesem  Jahre  erscheinen;  die- 
selbe wird  namentlich  die  Lehre  von  der  collinearen  und 
der  reciproken  Verwandtschaft,  sowie  die  Theorie  der 
Flächen  zweiter  Ordnung  enthalten.  Ich  beabsichtige,  der- 
selben eine  kleine  Sammlung  von  Constructions-Aufgaben 
beizugeben,  damit  durch  deren  Auflösung  der  Leser  sich 
einige  Uebung  in  der  Anwendung  der  vorgetragenen 
Lehren  erwerben  könne.  Solche  Uebungen  scheinen  mir 
in  der  neueren  Geometrie  nicht  minder  nothwendig  zu 
sein,  als  in  der  Geometrie  der  Alten,  und  ich  habe  stets 
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meinen  Zuhörern  neben  dem  mündlichen  Unterricht  auch 
Anleitung  gegeben  zur  Ausfilhrung  derartiger  Construc- 
tionen. 

Die  Pflicht  der  Dankbarkeit  veranlasst  mich,  hier 
diejenigen  Originalwerke  zu  nennen,  deren  Kenntniss  mir 
bei  der  Ausarbeitung  meiner  Vorträge  von  Nutzen  ge- 
wesen ist,  und  es  würde  mir  eine  besondere  Genug- 
thuung  gewähren,  wenn  mein  Buch  zum  Studium  die- 
ser Werke  auch  seinerseits  anregte.  Es  sind  die  fol- 
genden : 

von  Staudt,  Geometrie  der  Lage.    Nürnberg  1847. 

von  Staudt,  Beiträge  zur  Geometrie  der  Lage.  Nürnberg 
1856  bis  1860. 

Steiner,  Systematische  Entwickehmg  der  Abhängigkeit  geo- 
metrischer Gestalten  von  einander.    Berlin  1832. 

Moebius,  Der  barycentrische  Calcul.    Leipzig  1827. 

Poncelet,  Traite  des  Proprietes  projectives  des  Figures. 
Paris  1822  und  1805. 

Chasles,  Traite  des  Sections  coniques.    Paris  18G5. 

Sejdewitz,  Abhandlungen  in  Grunert's  Archiv  für  Ma- 
thematik und  Physik.    Bd.  1  bis  17. 

Das  Hauptwerk  des  Herrn  Chasles,  „Traite  de 
Geometrie  superieure,  Paris  1852",  ist  ohne  besonderen 
ICinflüss  auf  meine  Vorträge  geblieben,  da  es  freilich  den 
ffleichen  Stoff  aber  in  durchaus  anderer  Weise  behandelt 
Dasselbe  gilt  von  den  einschlagenden  analytisch  -  geome- 
trischen Arbeiten  der  Herren  Plücker,  Hesse,  Salmon, 
Cremona  u.  A.,  deren  Studium  übrigens  durch  die  Kennt- 
niss der  Geometrie  der  Lage  in  vieler  Hinsicht  erleich- 
tert wird.  Das  treffliche  Werk  von  Moebius  beruht 
freilich  auch  auf  ganz  anderen  Methoden;  dennoch  aber 
musste  ich  desselben  dankend  erwähnen,  weil  ich  ihm 
für  vielfache  Anregung  mich  verpflichtet  fühle. 
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Dem  Herrn  Verleger  spreche  ich  zum  Schlüsse 
meinen  Dank  aus  für  die  Bereitwilligkeit,  mit  welcher 
er  allen  meinen  Wünschen  in  Bezug  auf  die  Ausstattung 
meines  Buches  entgegengekommen  ist. 

Zürich,  den  S.März  1866. 

Der  Verfasser. 
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Von  den  zahlreichen  Aenderungen  und  Erweiterungen 
dieser  neuen  Auflage,  welche  die  erste  um  ihre  halbe 
Bogenzahl  an  Umfang  UbertriflFt,  hebe  ich  die  folgenden 
besonders  hervor. 

Der  von  Stau  dt 'sehe  Beweis  des  Fundamental- 
satzes der  Geometrie  der  Lage  (Seite  45)  wurde  mit 
Rücksicht  auf  die  berechtigten  Einwendungen,  welche 
Herr  F.  Klein  gegen  ihn  erhoben  hat,  durch  einen  von 
Herrn  Thomae  herrührenden  Beweis  ersetzt.  Um  den 
Zusammenhang  mit  der  analytischen  Geometrie  herzustellen, 
wurden  in  dem  Abschnitte  über  die  Durchmesser  und 
Axen  der  Curven  zweiter  Ordnung  auch  die  Gleichungen 
dieser  Curven  abgeleitet.  In  den  Vortrag  über  die  Auf- 
gaben zweiten  Grades  habe  ich  die  Anfangsgründe  der 
geometrischen  Theorie  des  Imaginären  eingeflochten.  Ein 
besonderer  Vortrag  über  die  Hauptaxen,  Focalaxen  und 
cyclischen  Ebenen  der  Kegelflächen  zweiter  Ordnung 
wurde  dem  Buche  einverleibt. 

Die  bedeutendste  Aenderung  aber  ist  die  Hinzufügung 
einer  Sammlung  von  213  Aufgaben  und  Lehrsätzen.  Ein 
Theil  dieser  Sammlung  findet  sich  schon  im  Anhange 
der  zweiten  Abtheilung,  ist  aber  nunmehr  durch  zahl- 
reiche neue  Aufgaben  und  nützliche  Sätze  bedeutend  ver- 
grösser t  worden.  Die  eilf  Abschnitte  dieses  Theiles  ent- 
sprechen, mit  Ausnahme  der  beiden  über  das  Princip  der 


XIV  Vorwort  zur  zweiten  Auflage  der  ersten  Abtheilung. 

reciprokeii  Radien  und  über  die  geradlinigen  Flächen 
dritter  Ordnung,  den  mit  ihnen  gleichnamigen  Vorträgen, 
und  ihre  Aufgaben  und  verhältnissmässig  leicht  zu  be- 
weisenden Sätze  sind  hauptsächlich  zur  Uebung  für 
Studirende  bestimmt.  Jedem  Anfänger  ratlie  ich  dringend, 
die  Constructions- Aufgaben  wirklich  auszuführen,  weil 
das  Verständniss  der  Geometrie  der  Lage  durch  das 
Zeichnen  wesentlich  gefördert  wird. 

Die  letzten  vier  Abschnitte  der  „Aufgaben  und  Lehr- 
sätze" enthalten  neue  Untersuchungen,  welche  der  ersten 
Auflage  fremd  geblieben  und  in  mehreren  wesentlichen 
Punkten  hier  meines  Wissens  zuerst  mit  den  Hülfsmitteln 
der  synthetischen  Geometrie  durchgeführt  sind.  Damit 
diese  Untersuchungen  über  Polvierecke  und  Polvierseite 
und  über  lineare  Systeme  und  Gewebe  von  Kegelschnitten 
nicht  zu  umfangreich  würden,  habe  ich  für  sie  eine  mög- 
lichst knappe  Form  der  Darstellung  gewählt.  Dadurch 
und  durch  Einführung  einiger  einfacher  Begriffe  ist  es 
mir  gelungen,  die  wichtigen  Theorien  der  Büschel,  Schaaren, 
Netze  und  Schaar schaaren  von  Kegelschnitten  in  einem 
neuen  Zusammenhange  auf  dem  engen  Räume  von  sieben- 
zehn Seiten  darzustellen.  Durch  den  Satz  des  Herrn 
Stephen  Smith,  dessen  synthetischer  Beweis  mir  erst 
nach  manchen  vergeblichen  Versuchen  gelang,  und  durch 
das  Gesetz  der  Reciprocität  gestalten  sich  diese  Theorien 
merkwürdig  einfach  und  übersichtlich. 

Strassburg  i.  E.,  den  30.  November  1876. 

Der  Verfasser. 
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Die  Mehrzahl  von  Ihnen,  meine  Herren,  wird  bis  jetzt  von 
der  Geometrie  der  Lage  kaum  mehr  als  den  Namen  gehört  haben. 
Denn  leider  ist  die  Kenntniss  dieser  bedeutsamen,  durch  Fülle 
des  Inhalts,  Schönheit  der  Form  und  Einfachheit  der  Entwicke- 
lungen  ausgezeichneten  Schöpfung  der  neuesten  Zeit  noch  sehr 
wenig  verbreitet;  und  obgleich  die  neuere  Geometrie  zu  den 
anregendsten  Zweigen  der  mathematischen  Wissenschaften  zu 
rechnen  ist,  und  viele  schöne  Anwendungen  auf  die  technischen 
und  die  Naturwissenschaften  zulässt,  so  ist  es  ihr  doch  noch  nicht 
gelungen,  in  den  Schulen  allgemein  Eingang  zu  finden.  Vielleicht 
ist  es  deshalb  nicht  ohne  Nutzen,  wenn  ich  meinen  Vorträgen 
einige  Worte  über  die  Stellung  voranschicke,  welche  die  Geometrie 
der  Lage  den  sonstigen  Zweigen  der  Geometrie  gegenüber  ein- 
nimmt, und  wenn  ich  Ihnen  hernach  einige  Sätze  und  Aufgaben 
aus  der  Geometrie  der  Lage  nenne,  welche  geeignet  sind,  Ihnen 
diese  Wissenschaft  zu  kennzeichnen. 

Von  der  Geometrie  der  Alten  und  der  analytischen  Geometrie 
unterscheidet  sich  die  reine  Geometrie  der  Lage  w^esentlich  da- 
durch, dass  sie  von  dem  BegriflF  des  Maasses  keinen  Gebrauch 
macht.  Im  Gegensatz  zu  ihr  wird  daher  die  ältere  Geometrie 
auch  wohl  „Geometrie  des  Maasses*^  genannt.  In  der  reinen  Geo- 
metrie der  Lage  ist  z.  B.  von  Halbirungen  geradliniger  Strecken, 
von  rechten  Winkeln  und  Perpendikeln,  von  Verhältnissen  und 
Proportionen,  von  Inhaltsberechnungen  nicht  die  Rede;  eben  so 
wenig  von  trigonometrischen  Zahlen,  öder  gar  von  analytischen 
Gleichungen  krummer  Linien.  Denn  alle  diese  Gegenstände  der 
älteren  Geometrie  setzen  Messungen  voraus.  Nur  am  Schlüsse 
jedes  grösseren  Abschnittes  denke  ich  als  Anhang  einige  An- 
wendungen der  Geometrie  der  Lage  auf  die  Geometrie  des  Maasses 
zu  geben,  in  denen  ich  die  Planimetrie,  sowie  gelegentlich  einmal 
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den  Begriff  des  Sinus  als  bekannt  voraussetzen  werde.  Mit  gleich- 
schenkligen und  gleichseitigen  Dreiecken  werden  wir  uns  so  wenig 
beschäftigen,  wie  mit  rechtwinkligen;  und  auch  das  Rechteck, 
die  regelmässigen  Polygone  und  der  Kreis  bleiben  von  unserer 
Untersuchung,  abgesehen  vom  Anhange,  ausgeschlossen.  Nur  an- 
hangsweise werden  wir  vom  Mittelpunkt,  von  den  Axen  und  Brenn- 
punkten der  sogenannten  Curven  IL  Ordnung  oder  Kegelschnitte 
reden,  dagegen  aber  viel  allgemeinere  und  wichtigere  Eigenschaften 
dieser  Linien  kennen  lernen,  als  diejenigen,  auf  welche  die  meisten 
Lehrbücher  der  analytischen  Geometrie  sich  beschränken.  Wir 
werden  uns  sogar  einen  neuen  Weg  zu  den  Kegelschnitten  bahnen 
müssen,  weil  wir  der  Hülfe  des  Kreiskegels,  mittelst  dessen  die 
Alten,  oder  der  Gleichungen,  durch  welche  die  Jünger  des  Des- 
cartes  sie  definiren,  in  der  Geometrie  der  Lage  entbehren.  Dass 
in  meinen  Vorträgen  keine  Rechnungen  vorkommen  werden,  brauche 
ich  nach  dem  schon  Gesagten  wohl  kaum  zu  erwähnen;  nur  in 
den  Anwendungen  auf  die  Geometrie  des  Maasses  werden  wir  bis- 
weilen vom  Gleichheitszeichen  Gebrauch  machen. 

Von  den  geometrischen  Kenntnissen,  welche  in  den  Schulen 
gelehrt  werden,  benutze  ich  deshalb  nur  sehr  wenige.  Dagegen 
würde  Ihnen  eine  gewisse  Uebung  in  der  Fähigkeit,  sich  geo- 
metrische Gebilde  auch  ohne  bildliche  Darstellung  zur  Anschauung 
zu  bringen,  von  grossem  Nutzen  sein.  Denn  es  ist  mir  nicht 
wohl  möglich,  jeden  Satz,  namentlich  wenn  ein  solcher  sich  auf 
Gebilde  im  Räume  bezieht,  durch  eine  Skizze  zu  erläutern;  ich 
muss  Ihrer  Vorstellungskraft  manchmal  Etwas  zumuthen.  Da 
diese  auch  in  der  darstellenden  oder  descriptiven  Geometrie  viel- 
fach in  Anspruch  genommen  wird,  so  wird  Ihnen  die  Kenntniss 
der  letzteren  sehr  zu  Statten  kommen;  wie  auch  umgekehrt  die 
Geometrie  der  Lage  ein  vorzügliches  Vorstudium  bildet  für 
die  darstellende  Geometrie.  Ueberhaupt  ist  von  allen  übrigen 
Zweigen  der  Geometrie  die  darstellende  am  meisten  geeignet, 
das  Studium  der  Geometrie  der  Lage  zu  erleichtern,  schon  weil 
sie  der  letzteren  sehr  nahe  verwandt  ist.  Denn  auch  in  der 
darstellenden  Geometrie  kommen  weniger  Grössenbeziehungen  in 
Betracht,  als  vielmehr  die  Lage  der  Gebilde  theils  zu  einander, 
theils  zu  den  Projectionsebenen,  wobei  denn  freilich  die  Be- 
nutzung des  Kreises  und  des  rechten  Winkels  nicht  verschmäht 
wird.  Vor  Allem  werden  Sie  finden,  dass  die  Perspective  oder 
die   centrale  Projection   auch   in   der   Geometrie   der   Lage    eine 
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grosse  Rolle  spielt,  und  dass  viele  in  letzterer  benutzte  Ausdrücke 
von  jener  herrühren. 

Zu  der  analytischen  Geometrie  steht  die  neuere  Geometrie 
in  einem  gewissen  Gegensatze  schon  durch  ihre  Methode,  welche 
die  aus  der  Geometrie  der  Alten  Ihnen  bekannte  synthetische  ist. 
Wir  werden  von  einer  kleinen  Zahl  von  ;,Grundgebilden*^  aus- 
gehen; die  einfachen  Beziehungen,  welche  zwischen  diesen  sich 
aufstellen  lassen,  führen  uns  dann  zu  den  sogenannten  Gebilden 
zweiter  Ordnung,  zu  denen  auch  die  Kegelschnitte  gehören,  und 
lassen  zugleich  die  Haupteigenschaften  dieser  Gebilde  leicht  er- 
kennen. Von  den  Gebilden  zweiter  Ordnung  können  wir  sodann 
in  derselben  Weise  zu  immer  neuen  Gebilden  fortschreiten.  Auf 
die  Analysis,  dieses  mächtige  Werkzeug  der  modernen  Mathematik, 
müssen  wir  bei  unseren  Untersuchungen  schon  deshalb  verzichten, 
weil  wir  das  Maass  nicht  benutzen;  denn  um  mit  räumlichen 
Gebilden  rechnen  zu  können,  müssen  wir  sie  zuerst  durch  Zahlen 
ausdrücken,  d.  h.  ausmessen.  Die  neuere  Geometrie  wird  wegen 
der  in  ihr  angewendeten  Methode  vielfach  im  Gegensatz  zu  der 
analytischen  mit  dem  Namen  ^synthetische  Geometrie^  bezeichnet 

Eben  weil  wir  in  der  reinen  Geometrie  der  Lage  von  Maass- 
verhältnissen absehen,  sind  ihre  Sätze  und  Aufgaben  sehr  all- 
gemein und  umfassend.  Z.  B.  gerade  die  wichtigsten  von  den- 
jenigen Eigenschaften  der  Kegelschnitte,  welche  in  den  Lehr- 
büchern der  analytischen  Geometrie  bewiesen  werden,  sind  ganz 
specielle  Fälle  von  Sätzen,  welche  wir  später  kennen  lernen 
werden.  Einige  Beispiele  mögen  dazu  dienen,  Ihnen  auch  in 
dieser  Hinsicht  den  Stoff  näher  zu  charakterisiren,  mit  welchem 
wir  uns  in  diesen  Vorträgen  beschäftigen  werden. 

Bei  dem  Entwerfen  von  Bauwerken  und  überhaupt  bei  dem 
Zeichnen  ist  nicht  selten  die  Aufgabe  zu  lösen:  ^Durch  den  un- 
zugänglichen Schnittpunkt  von  zwei  (convergirenden)  Geraden 
eine  dritte  Gerade  zu  ziehen.^  Die  Geometrie  des  Maasses  liefert 
uns  beliebig  viele  Punkte  einer  solchen  dritten  Geraden  z.  B.  mit 
Hülfe  des  Satzes,  dass  auf  parallelen  Geraden  durch  irgend  drei 
Transversalen,  die  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  proportionale 
Abschnitte  gebildet  werden.  Die  Geometrie  der  Lage  giebt  uns 
eine  einfachere  Lösung  an  die  Hand.  Wir  nehmen  nämlich 
ausserhalb  der  beiden  gegebenen  Geraden  a  und  h  (Fig.  1)  irgend 
einen  Punkt  P  an,  und  legen  durch  diesen  beliebig  viele  Trans- 
versalen.   Suchen  wir  dann  in  jedem  Viereck,  welches  irgend  zwei 
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dieser  Transversalen  mit  n  und  b  bilden,  den  Schnittpunkt  der 
Diagonalen,  so  liegen  alle  diese  Schnittpunkte  auf  einer  Geraden, 
welche  durch  den  Schnittpunkt  von  a  und  h  hindurchgeht.*)  Der 
Beweis  folgt  mit  Leichtigkeit  aus  dem  wichtigen  Satz  über  die 
harmonische  Theilung  am  Viereck,  welcher  folgendermaassen  aus- 
gesprochen werden  kann.  Nimmt  man  (Fig.  2)  auf  einer  Geraden 
drei  Punkte  -4,  B,  C  an,  und  construirt  irgend  ein  Viereck 
so,  dass  zwei  Gegenseiten  durch  4,  eine  Diagonale  durch  B  und 
die  beiden  anderen  Gegenseiten  durch  C  gehen,  so  trifft  die 
zweite  Diagonale  jene  Gerade  ABC  in  einem  ganz  bestimmten 
vierten  Punkte  D,  Sie  können  durch  Construction  verschiedener, 
den  ersten  Bedingungen  genügender  Vierecke  leicht  eine  Bestä- 
tigung dafür  erhalten,  dass  wirklich  alle  zweiten  Diagonalen  der- 
selben durch  jenen  vierten  Punkt  D  gehen.  Die  Punkte  A^B^CjD 
werden  vier  harmonische  Punkte  genannt,  so  dass  D  von  B  har- 
monisch getrennt  ist  durch  die  Punkte  A  und  C  In  der  Feld- 
messkunst kann  jener  Satz  unter  Umständen  dazu  benutzt  werden, 
eine  gerade  Linie  über  ein  Hindernisse  z.  B.  einen  Wald,  hinaus 
zu  verlängern  durch  Umgehung  desselben. 

Von  Sätzen  über  das  Dreieck  will  ich  nur  den  folgenden 
nennen:  Liegen  zwei  Dreiecke  A  BC  und  A^B^Ci  so,  dass  (Fig.  3) 
die  Verbindungslinien  AÄi,  5ß,  und  CCi  gleichnamiger  Eck- 
punkte sich  in  einem  und  demselben  Punkte  S  schneiden,  so  be- 
gegnen sich  die  gleichnamigen  Seiten  AB  und  -4j2^,,  BC  und 
5|C|,  CA  und  C,i4i  in  drei  Punkten  C2-42^^2t  welche  auf  einer 
Geraden  n  liegen ;  und  umgekehrt.  Die  den  Satz  erläuternde  Figur 
verdient  Beachtung  als  Repräsentant  einer  Gattung  von  merk- 
würdigen, durch  eine  gewisse  Regelmässigkeit  ausgezeichneten 
Configurationen.  Sie  besteht  aus  10  Punkten  und  10  Geraden; 
auf  jeder  der  letzteren  liegen  drei  von  den  10  Punkten,  und  durch 
jeden  von  diesen  gehen  drei  von  den  10  Geraden. 

Eine  andere  Reihe  von  Sätzen  knüpft  sich  an  die  Curven 
zweiter  Ordnimg  oder  Kegelschnitte.  Aus  der  analytischen  Geo- 
metrie ist  Ihnen  bekannt,  und  es  wird  Ihnen  später  wiederum  be- 


*)  Anfängern  empfehle  ich  sehr,  zu  diesem  Satze  und  namentlich  zu  spa- 
teren minder  einfachen  Sätzen  die  Figur  nach  den  Angahen  dos  Textes  selbst 
zu  zeichnen,  ohne  die  von  mir  gezeichnete  vorher  anzusehen.  Eine  allmählig 
entstehende  Figur  ist  weit  leichter  aufzufassen,  und  erläutert  auch  meistens 
den  darzustellenden  Satz  weit  besser,  als  eine  mit  allen  Hülfslinien  fertig  ge- 
zeichnete. 
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wiesen  werden,  dass  eine  Curve  IL  Ordnung  durch  fünf  Punkte 
oder  fünf  Tangenten  völlig  bestimmt  ist.  Aber  Sie  kennen  auch 
die  Weitläufigkeit,  welche  die  wirkliche  Berechnung  und  Con- 
struction  eines  so  bestimmten  Kegelschnittes  bietet  Die  Geo- 
metrie der  Lage  beweist  nun  zwei  sehr  wichtige  Sätze  über  die 
Curven  IL  Ordnung,  die  es  uns  ermöglichen,  zu  fünf  gegebenen 
Punkten  oder  Tangenten  einer  solchen  Curve  beliebig  viele  neue 
Punkte  resp.  Tangenten  mit  Leichtigkeit  zu  construiren  und  so 
die  Curve  selbst  schnell  zu  zeichnen.  Wer  von  Ihnen  diese  Sätze 
bereits  kennt,  wird  zugleich  wissen,  Wie  viele  Hülfsmittel  ihr  Be- 
weis in  der  analytischen  Geometrie  fordert.  Der  erste,  von 
Pascal  zuerst  aufgestellte  Satz  sagt  aus,  dass  die  drei  Paar  Gegen- 
seiten jedes  einer  Curve  IL  Ordnung  eingeschriebenen  Sechsecks 
sich  in  drei  Punkten  schneiden,  welche  auf  einer  Geraden  liegen; 
der  zweite,  von  Brianchon  herrührende  giebt  an,  dass  von 
einem  umschriebenen  Sechseck  die  drei  Hauptdiagonalen,  durch 
welche  je  zwei  gegenüberliegende  Eckpunkte  verbunden  werden, 
sich  in  einem  und  demselben  Punkte  schneiden.  Beide  Sätze 
lassen  sich  leicht  am  Kreise  prüfen.  Sie  bemerken,  dass  in  den- 
selben von  Grössenverhältnissen  des  Kegelschnittes,  dass  von 
seinem  Mittelpunkte,  seinen  Axen  und  Brennpunkten  nicht  die 
Rede  ist.  Eben  darum  aber  sind  diese  Sätze  von  der  grössten 
Allgemeinheit  und  Bedeutung,  so  dass  die  ganze  Theorie  der 
Kegelschnitte  auf  sie  gegründet  werden  kann.  Namentlich  lässt 
sich  das  wichtige  Problem  der  Tangentenziehung  an  einem  ge- 
gebenen Pimkt  mittelst  des  PascaT sehen  Satzes  lösen,  selbst 
wenn  der  Kegelschnitt  nur  durch  fünf  Punkte  gegeben  ist,  ohne 
vollständig  gezeichnet  vorzuliegen. 

Das  Problem  der  Tangentenziehung  an  Curven  IL  Ordnung 
kann  in  vielen  Fällen  mit  Hülfe  eines  Satzes  gelöst  werden, 
welcher  eine  der  wichtigsten  Eigenschaften  der  Kegelschnitte 
aussagt,  dennoch  aber  in  den  Lehrbüchern  der  analytischen  Geo- 
metrie häufig  sich  nicht  findet,  weil  sein  analytischer  Beweis 
ziemlich  verwickelt  und  wenig  geeignet  ist,  jene  Eigenschaft  in 
das  rechte  Licht  zu  setzen.  Nämlich  wenn  durch  einen  Punkt  A 
(Fig.  4),  welcher  in  der  Pibene  einer  Curve  IL  Ordnung,  jedoch  nicht 
auf  der  Curve  liegt,  Secanten  an  diese  gezogen  werden,  so  bestim- 
men beliebige  zwei  solche  Secanten  vier  Punkte,  wie  K^  L,  3f,  N 
auf  der  Curve.  Je  zwei  von  den  Secanten  verschiedene  Verbin- 
dungslinien dieser  vier  Punkte,   etwa  LAI  und  NK  oder  KM  und 
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LN^  schneiden  sich  dann  in  einem  Punkte  einer  bestimmten  Ge- 
raden a,  welche  die  Polare  des  gegebenen  Punktes  A  genannt 
wird.  Liegt  der  Punkt  A  ausserhalb  der  Curve,  so  schneidet 
seine  Polare  a  die  letztere  in  den  Berührungspunkten  der  beiden 
Tangenten,  welche  von  A  an  die  Curve  gelegt  werden  können;  liegt 
A  innerhalb  der  Curve,  so  wird  diese  von  a  nicht  geschnitten. 
Sie  können  diesen  Satz  benutzen,  um  durch  einen  gegebenen 
Punkt  mit  alleiniger  Anwendung  des  Lineales  Tangenten  an  einen 
Kegelschnitt  zu  ziehen.  Auf  jeder  durch  A  gelegten  Secante 
liegen  noch  vier  benierkenswferthe  Punkte:  nämlich  A  selbst,  so- 
dann der  erste  Schnittpunkt  B  mit  der  Curve,  hierauf  folgt  der 
Schnittpunkt  C  mit  der  Polare  a  von  A  und  endlich  der  zweite 
Schnittpunkt  D  mit  der  Curve.  Diese  vier  Punkte  A,  B^  C^  D 
sind  vier  harmonische  Punkte,  und  die  Polare  a  enthält  also  jeden 
Punkt,  welcher  durch  zwei  Curvenpunkte  harmonisch  von  A  ge- 
trennt ist.  Die  wichtigen  Sätze  über  Mittelpunkt  und  conjugirte 
Durchmesser  von  Kegelschnitten  sind  ganz  specielle  Fälle  von 
den  eben  genannten  Sätzen.  Diese  letzteren  lassen  sich  mit 
Leichtigkeit  ausdehnen  auf  die  Flächen  zweiter  Ordnung,  weil 
diese  mit  einer  sie  schneidenden  Ebene  im  Allgemeinen  eine  Curve 
IL  Ordnung  gemein  haben. 

Aus  diesen  wenigen  Beispielen,  die  ich  noch  beliebig  ver- 
mehren könnte,  werden  Sie  schon  erkannt  haben,  mit  welchen 
ganz  anderen,  aber  gewiss  nicht  weniger  wichtigen  Sätzen  die 
Geometrie  der  Lage  sich  beschäftigt,  als  z.  B.  die  analytische 
Geometrie.  Ich  erinnere  Sie  noch  daran,  dass  die  letztere  be- 
sonders durch  die  Winkel,  welche  die  Tangenten  der  Kegelschnitte 
mit  den  Brennstrahlen  bilden,  oder  durch  die  Abschnitte,  welche 
sie  auf  den  Axen  hervorrufen,  die  Lage  der  Tangenten  zu  be- 
stimmen sucht,  also  Alles  auf  Maassverhältnisse  zurückführt.  Na- 
türlich rede  ich  .hier  nur  von  den  Elementen  der  analytischen 
Geometrie,  auf  welche  die  meisten  Lehrbücher  sich  beschränken, 
nicht  aber  von  den  höchst  fruchtbaren  neueren  Methoden,  deren 
Dasein  vor  Allen  dem  scharfsinnigen  Plücker  zu  danken  ist 
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Das  Projicireu  aus  Ponkten  nnd  Geraden;  das  Schneiden 
durch  Ebenen  und  Gerade.    Die  sechs  Grundgebilde 

der  neueren  Geometrie. 


Oie  wissen,  dass  die  vielen  Begriffe,  welche  in  der  Geometrie 
der  Alten,  der  Trigonometrie  und  der  analytischen  Geometrie  auf- 
gestellt werden,  zum  grössten  Theil  auf  das  Maass  sich  gründen 
und  somit  in  der  reinen  Geometrie  der  Lage  nicht  Anwendung 
finden  können.  Es  wird  Sie  deshalb  nicht  überraschen,  dass  die 
neuere  Geometrie  für  ihre  Zwecke  gleichfalls  eine  beträchtliche 
Anzahl  eigenthümlicher  Begriffe  aufgestellt  hat,  mit  denen  ich 
Sie  in  diesem  und  den  nächsten  Vorträgen  bekannt  zu  machen 
denke,  und  die  wir  fortwährend  anwenden  müssen. 

Der  Punkt,  die  Gerade  und  die  £bene  sind  die  einfachen 
jyElemente*  der  neueren  Geometrie.  Ich  werde  in  der  Regel  die 
Punkte  durch  grosse  lateinische  Buchstaben  bezeichnen,  gerade 
Linien  durch  kleine  lateinische,  und  Ebenen  durch  griechische 
Buchstaben.  Die  Geraden,  welche  wir  häufig  auch  ^^Strahlen^ 
nennen  werden,  und  die  Ebenen  betrachten  wir  immer  als  all- 
seitig unbegrenzt,  wo  nicht  ausdrücklich  das  Gegentheil  ange- 
geben wird.  Wir  können  diese  Elemente  mit  einander  zu  zu- 
sammengesetzten Gebilden  verbinden,  indem  wir  eines  derselben 
als  „Träger^  eines  Complexes  der  anderen  ansehen.  Wir  gelangen 
so  zu  den  sogenannten  Grundgebilden  der  neueren  Geometrie. 
Bevor  ich  Ihnen  diese  erkläre,  schicke  ich  folgende  vorbereitende 
Betrachtung  voraus. 

W^enn  Sie  einen  Gegenstand,  etwa  ein  Gebäude,  anschauen, 
80  wirft  jeder  (sichtbare)  Punkt  desselben  einen  Strahl  in  Ihr 
Auge,  welcher  der  „Schein*'  oder  auch  der  „ProjectionsstrahP 
jenes  Punktes  genannt  wird.     Der  Schein  des  ganzen  Gebäudes 
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ist  also  aus  vielen  Strahlen  zusammengesetzt,  von  denen  jeder 
einen  oder  mehrere  Punkte  vom  Auge  aus  „projicirt''.  Liegt 
eine  Anzahl  von  Punkten  in  einer  nicht  durch  das  Auge  gehenden 
Geraden,  so  liegen  alle  ihre  Projectionsstrahlen  in  derjenigen 
Ebene,  welche  vom  Auge  aus  durch  diese  Gerade  gelegt,  werden 
kann;  oder  jede  solche  Gerade  wird  aus  dem  Auge  durch  eine 
Ebene  projicirt,  welche  auch  der  ^Schein^  oder  die  ;,projicirende 
Ebene^  jener  Geraden  genannt  wird.  Ebenso  wird  im  Allge- 
meinen eine  Curve  durch  eine  conische  Fläche  projicirt  Den 
Schein  des  Gebäudes  können  wir  nun  durch  eine  Ebene  auf- 
fangen oder  „schneiden^,  indem  wir  jeden  Projectionssti'ahl  in 
einem  Punkte  und  jede  projicirende  Ebene  in  einer  Geraden 
schneiden.  Wir  erhalten  dann  in  der  Ebene  als  ^Schnitt^  oder 
„Spur"  jenes  Scheines  ein  persijectivisches  Bild,  eine  ^Projection" 
des  Gebäudes,  und  diese  Projection  sendet  offenbar  ganz  denselben 
Schein  in  das  Auge,  wie  das  Gebäude  selbst,  und  ist  deshalb 
auch  sehr  geeignet,  uns  eine  Vorstellung  von  letzterem  zu  ver- 
schaffen. Sie  sehen  solche  perspectivische  ebene  Bilder  von 
räumlichen  Gegenständen  täglich  in  den  Schaufenstern  der  Pho- 
tographen. 

Den  Meisten  von  Ihnen  wird  diese  Art  des  Projicirens 
imter  dem  Namen  ^Centralprojection*^  wohl  längst  bekannt  sein. 
Auf  sie  gründet  sich  die  Lehre  von  der  Perspective;  und  alle 
anderen  Arten  des  Projicirens,  die  in  der  darstellenden  Geometrie 
üblich  sind,  lassen  sich  als  besondere  Fälle  dieser  einen  Art  auf- 
fassen. Damit  z.  B.,  wie  in  der  orthogonalen  Projection,  die 
Projectionsstrahlen  parallel  seien,  brauchen  wir  uns  nur  das  Auge 
in  unendliche  Entfernung  gerückt  zu  denken.  Auch  die  Schatten, 
welche  Gegenstände  auf  Ebenen  werfen,  wenn  sie  aus  einem  end- 
lichen oder  unendlich  fernen  Punkt  beleuchtet  werden,  sind  offen- 
bar Nichts  weiter,  als  Projectionen  jener  Gegenstände,  indem  nur 
an  die  Stelle  des  Auges  der  leuchtende  Punkt  getreten  ist. 

Wir  wollen  nun,  abgesehen  von  allen  optischen  Beziehungen, 
die  soeben  benutzten  Ausdrücke  ;,Schein,  Strahl,  projiciren, 
schneiden"  u.  s.  w.  auch  ferner  anwenden,  indem  wir  statt  des 
Auges  einen  beliebigen  Punkt  S  und  statt  des  bestimmten  Gegen- 
standes oder  Gebäudes  ein  beliebiges  System  Q  von  Punkten  und 
Geraden  im  Räume  annehmen.  Dieses  System  Q  wird  also  aus  S 
durch  ein  System  von  Strahlen  und  Ebenen  projicirt,  nämlich 
jeder  Punkt  durch  einen  Strahl  und  jede  nicht  durch  Ä  gehende 
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Gerade  durch  eine  Ebene.  Der  Punkt  S  ist  dann  als  ^Träger^ 
aller  dieser  Strahlen  und  Ebenen  anzusehen,  welche  zusammen 
den  ^Schein^  des  Systems  Q  bilden.  Nehmen  wir  im  Raum  ein 
beliebiges  System  -  von  Ebenen  und  Geraden  an,  so  wird  jede 
neue  Ebene  e  dasselbe  in  einem  System  von  Geraden  und  Punkten 
,schneiden^,  nämlich  im  Allgemeinen  jede  Ebene  in  einer  Ge- 
raden, und  jede  Gerade  in  einem  Punkte.  Die  Ebene  e  erscheint 
dann  als  ^Träger"  aller  dieser  Geraden  und  Punkte,  welche  zu- 
sammen den  „Schnitt^  (die  ;,Spur^)  des  Systems  2  ausmachen. 

Wir  können  auch  aus  Geraden  projiciren,  und  durch  Gerade 
Schnitte  hervorrufen.  Jeder  ausserhalb  einer  Geraden  g  gelegene 
Punkt  bestimmt  nämlich  mit  g  eine  Ebene,  oder  wird  aus  g  durch 
eine  Ebene  ^projicirt^  und  ebenso  wird  jede  Ebene,  die  nicht 
durch  g  geht,  von  dieser  Geraden  in  einem  Punkte  „geschnitten*^. 
Die  Gerade  erscheint  hiernach  bald  als  Träger  von  Ebenen,  welche 
in  ihr  sich  schneiden,  bald  als  Träger  von  Punkten,  welche  auf 
ihr  liegen. 

Durch  solche  Betrachtungen  gelangen  wir  zu  den  folgenden 
sogenannten  Grundgebilden,  die  in  der  neueren  Geometrie  eine 
wichtige  Stelle  einnehmen. 

Die  Gesammtheit  aller  in  einer  Geraden  liegenden  Punkte  wird 
eine  ^Punktreihe"  (auch  wohl  ein  ;,gerades  Gebilde*')  genannt; 
die  einzelnen  Punkte  der  Geraden  heissen  ^ Elemente^  der  Punkte 
reihe.  Diese  Punkte  denken  wir  uns  starr  mit  einander  verbunden, 
so  dass  ihre  gegenseitige  Lage  auch  dann  noch  unverändert  bleibt, 
wenn  die  Gerade,  ihr  Träger,  verschoben  wird.  Ein  von  zwei 
Punkten  begrenzter  Theil  einer  Punktreihe  heisst  eine  ^Strecke^. 

Die  Gesammtheit  aller  durch  einen  Punkt  gehenden  und  in 
einer  und  derselben  Ebene  liegenden  Strahlen  soll  ein  ^Strahlen- 
büschel''  heissen.  Der  gemeinschaftliche  Schnittpunkt  der  Strahlen 
heisst  der  ^Mittelpunkt^  des  Büschels;  die  einzelnen,  nach  beiden 
Seiten  unbegrenzten  Strahlen  sind  die  ;,  Elemente '^  desselben. 
Auch  hier  denken  wir  uns  diese  Elemente  starr  mit  einander  ver- 
bunden. Als  ,Träger^  des  Strahlenbüschels  kann  nach  Belieben 
der  Mittelpunkt  oder  auch  die  Ebene  betrachtet  werden,  in  wel- 
cher die  Strahlen  liegen.  Ein  von  zwei  Strahlen  als  ^^Schenkehi*' 
begrenzter  Theil  eines  Strahlenbüschels  heisst  ein  ;, vollkommener 
ebener  Winkel*'.  Derselbe  besteht  aus  zwei  ^einfachen*'  ebenen 
Winkeln,  die  Scheitelwinkel  zu  einander  sind.  Werden  in  einem 
beliebigen  Strahlenbüschel  ä  (Fig.  5)  irgend  vier  Strahlen  a,  6,  c,  d 
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angeuommen,  so  sind  unter  diesen  zwei  Paar  getrennte  Strahlen. 
Nämlich  a  und  c  sind  durch  b  und  d  von  einander  getrennt,  so 
dass  man  in  dem  Büschel  von  a  nicht  auf  c  übergehen  kann, 
ohne  entweder  6  oder  d  zu  überschreiten. 

Die  Gesammtheit  aller  durch  eine  Gerade  gehenden,  allseitig 
unbegrenzten  Ebenen  wollen  wir  einen  ^  Ebenenbüschel  ^  nennen, 
und  die  Gerade  soll  die  ^Axe"  desselben  heissen.  Die  ^Elemente*' 
des  Büschels,  d.  h.  seine  Ebenen,  denken  wir  uns,  wie  bei  dem 
geraden  Gebilde  die  Punkte,  starr  mit  einander  verbunden  in  un- 
veränderlicher gegenseitiger  Lage.  Ein  von  zwei  Ebenen  als 
^Schenkeln^  begrenzter  Theil  eines  Ebenenbüschels  heisst  ein 
„vollkommener  Flächenwinkel ^,  und  besteht  aus  zwei  „einfachen*' 
Flächenwinkeln,  die  zu  einander  Scheitelwinkel  sind.  Unter  vier 
Ebenen  eines  Büschels  sind  wieder  zwei  Paar  getrennte. 

Manchmal,  wenn  keine  Zweideutigkeit  möglich  ist,  werde  ich 
ein  Gebilde,  welches  nur  aus  einzelnen  Punkten  und  Strecken 
einer  Geraden  besteht,  eine  Punktreihe  nennen.  Ebenso  soll  ein 
Gebilde  in  einem  Büschel,  welches  nur  aus  einzelnen  Elementen 
und  Winkeln  des  Büschels  besteht,  manchmal  selbst  ein  Büschel 
genannt  werden.  Dabei  bitte  ich  Sie,  sich  stets  zu  erinnern,  dass 
wir,  abweichend  von  den  gewöhnlichen  Erklärungen,  den  Winkel 
als  Theil  eines  Büschels  defiiürt  haben. 

Die  Punktreihe,  der  Strahlenbüschel  und  der  Ebe- 
nenbüschel sollen  die  einförmigen  Grundgebilde  oder 
die  Grundgebilde  der  ersten  Stufe  heissen.  Die  Ele- 
mente eines  einförmigen  Grundgcbildes,  z.  B.  die  Ebenen  eines 
Ebenenbüschels,  haben  Sie  sich  als  etwas  Einfaches  vorzustellen, 
indem  Sie  absehen  von  den  Gebilden  (Figuren  u.  dergl.),  deren 
Träger  jene  Elemente  sein  können.  Bei  dem  Sti*ahlenbüschel  wird 
diese  Vorstellung  dadurch  erleichtert,  dass  wir  die  Geraden,  deren 
Gesammtheit  den  Büschel  ausmacht,  eben  mit  dem  Namen  „Strah- 
len^ bezeichnen.  Denn  unter  einem  Strahl  wird  gewöhnlich  eine 
Gerade  an  und  für  sich  verstanden,  abgesehen  von  den  in  ihr  ge- 
legenen Punkten  und  durch  sie  gehenden  Ebenen.  Leider  fehlt 
uns  für  die  Ebene  eine  entsprechende  zweite  Bezeichimng. 

Von  den  Grundg<»bilden  der  (M'sten  Stufe  können  wir  uns 
auch  eines  mittelst  jedes  anderen  erzeugt  denken.  So  wird  eine 
Punktreihe  AB  CD  (Fig.  6)  aus  jedem  ausserhalb  gelegenen 
Punkte  5  durch  einen  Strahlenbüschel  ab  cd  prqjicirt,  v(m  welchem 
die  Punktreihe  ABCD  ein  Schnitt  ist.     Ebenso  wird  die  Punkt- 


Die  sechs  Grundgebilde.  11 

reihe  ADCB  durch  den  Büschel  adch  projicirt.  Ein  Ebenen- 
büschel apyS  "fiivA  von  jeder  nicht  durch  seine  Axe  gehenden 
Ebene  in  einem  Strahlenbüschel  ah  cd  geschnitten,  dessen  Mittelr 
punkt  auf  der  Axe  liegt;  jeder  Strahlenbüschel  wird  aus  einem 
nicht  in  seiner  Ebene  gelegenen  Punkte  durch  einen  Ebenenbüschel 
projicirt  Endlich  wird  jeder  Ebenenbüschel  von  einer  Geraden, 
die  mit  seiner  Axe  nicht  in  einer  Ebene  liegt,  in  einer  Punktreihe 
geschnitten,  nämlich  jede  Ebene  des  Büschels  in  einem  Punkte 
der  Punktreihe;  und  jede  Punktreihe  wird  aus  einer  Axe,  die 
mit  ihr  nicht  in  einer  Ebene  liegt,  durch  einen  Ebenenbüschel 
projicirt.  Schon  durch  diese  Beziehungen  ist  es  gerechtfertigt, 
wenn  wir  die  Punktreihe,  den  Strahlen-  und  den  Ebeneubüschel  als 
Grundgebilde  der  gleichen,  nämlich  der  ersten  Stufe  bezeichnen. 
Denn  wir  dürfen  uns  hiemach  vorstellen,  dass  eine  Punktreihe 
ebenso  viele  Punkte  enthält,  wie  ein  Büschel  Strahlen  oder  Ebenen. 
Grundgebilde  der  zweiten  Stufe  haben  wir  zwei: 
nämlich  das  ebene  System  und  den  Strahlenbündel. 
Die  Gesammtheit  aller  Punkte  und  Strahlen,  die  in  einer  Ebene 
enthalten  sind,  nennen  wir  ein  ^ebenes  System^;  die  Ebene 
ist  der  ^Träger^  desselben.  Im  ebenen  System  sind  hiemach 
nicht  nur  Punkte  und  Strahlen,  sondern  auch  unendlich  viele 
Punktreihen  und  Strahlenbüschel  als  Elemente  enüialten;  denn 
alle  in  einer  Geraden  des  Systems  liegenden  Punkte  bilden  zu- 
sammen eine  Punktreihe,  und  alle  durch  einen  Punkt  gehenden 
Strahlen  des  Systems  einen  Strahlenbüschel.  Mit  Recht  bezeichnen 
wir  daher  das  ebene  System  als  ein  Grundgebilde  von  höherer 
Stufe  als  die  einförmigen  Grundgebilde.  —  Ferner  nennen  wir 
die  Gesammtheit  aller  Strahlen  und  Ebenen,  die  durch  einen 
Punkt  im  Räume  als  Mittelpunkt  denkbar  sind,  einen  ^Strahlen- 
bündel^.  In  demselben  sind  nicht  nur  Strahlen  und  Ebenen, 
sondern  auch  unendlich  viele  Strahlenbüschel  und  Ebenenbüschel 
als  Elemente  enthalten.  Denn  alle  Ebenen  des  Bündels,  welche 
sich  in  einer  und  derselben  Axe  schneiden,  bilden  einen  Ebenen- 
büschel; und  ebenso  bilden  alle  Strahlen  desselben,  welche  in 
einer  und  derselben  Ebene  liegen,  einen  Strahlenbüschel.  Der 
Strahlenbündel  ist  also  wirklich  ein  Grundgebilde  von  höherer 
Stufe,  als  die  einförmigen  Grundgebilde.  Der  Name  ;,Bündel^, 
welcher  eine  Vielheit  höherer  Art  bezeichnen  soll  als  „BüscheP, 
ist  von  V.  Stand t  gewiss  sehr  passend  gewählt;  doch  können 
wir  das   vorliegende   Grundgebilde   mit  demselben  Rechte  einen 
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„EbeneubündeP  wie  einen  „StrahlenbündeP  nennen,  weil  es  Ebenen 
sowohl  wie  Strahlen  als  Elemente  enthält. 

Es  bedarf  wohl  kaum  der  Erwähnung,  dass  wir  uns  auch  im 
ebenen  System  und  im  Strahlenbündel  die  Elemente,  aus  welchen 
sie  bestehen,  als  starr  mit  einander  verbunden  denken,  so  dass 
z.  B.  im  Strahlenbündel  die  gegenseitige  Lage  der  darin  enthal- 
tenen Stralilen,  Ebenen  und  Büschel  sich  nicht  ändert,  wenn  der 
Mittelpunkt,  welcher  der  Träger  des  Bündels  ist,  bewegt  wird. 

Wir  dürfen  uns  vorstellen,  dass  ein  Strahlenbündel  ebenso 
viele  Strahlen  und  Ebenen  enthält,  wie  ein  ebenes  System  Punkte 
und  Strahlen,  und  sind  deshalb  durchaus  berechtigt,  beide  Grund- 
gebilde als  zu  derselben,  zweiten  Stufe  gehörig  zu  betrachten. 
Denn  wir  können  uns  den  Strahlenbündel  mittelst  des  ebenen 
Systems  erzeugt  denken,  und  umgekehrt.  Projiciren  wir  nämlich 
ein  ebenes  System  i  aus  einem  nicht  in  ihm  gelegenen  Punkte  S, 
so  dass  jeder  Punkt  P  von  ü  durch  einen  Strahl  SP  von  S  pro- 
jicirt  wird  und  jeder  Strahl  von  2  durch  eine  Ebene  von  S,  so 
erhalten  wir  einen  Strahlenbündel  /S,  welcher  ein  ^Schein*'  des 
ebenen  Systems  ü  genannt  wird,  und  von  welchem  das  ebene 
System  ein  „Schnitt**  ist.  Um  Ihrer  Vorstellung  zu  Hülfe  zu 
kommen,  will  ich  annehmen,  ü  sei  eine  (»bene,  in  bunten  Farben 
prangende,  unbegrenzte  Landschaft,  die»,  sich  zu  Iliren  Füssen 
ausbreiten  möge,  und  der  ausserhalb  gelegene  Punkt  iS  sei  Ihr 
Auge.  Jeder  Punkt  der  Landschaft  sendet  dann  einen  Lichtstrahl 
in  ihr  Auge,  jede  Gerade  der  Landschaft  eine  Lichtebene.  Und 
stellen  Sie  sich  diese  Strahlen  und  Ebenen  als  allseitig  unbegrenzt 
vor,  so  erhalten  Sie  als  Scliein  der  ganzen  Landschaft  offenbar 
einen  Strahlenbündel.  Wir  können  weiter  schliessen :  Jede  Punkt- 
reihe des  ebenen  Systc»ms  wird  aus  S  durch  einen  Strahlen- 
büschel projicirt,  jeder  Strahlenbüschel  durch  einen  Ebenen- 
büschel, jede  Curve  durch  eine  conische  Hache  des  Bündels;  oder 
mit  anderen  Worten :  Der  ScIiein  einer  Punktreihe,  eines  Strahlen- 
büschels oder  einer  Curve  des  ebenen  Systems  ist  resp.  ein 
Strahlenbüschel,  ein  Ebenenbüschel  oder  eine  conischc  Fläche  des 
Strahlenbündels.  Eb(*nso  wird  jede  Strecke  durch  einen  ebenen 
Winkel  projicirt,  jeder  ebene  Winkel  durch  einen  Hächenwiukel 
u.  s.  w.  Bcti'achten  wir  unigt»kehrt  den  Strahlenbündel  als  das 
Ursprüngliche,  denken  wir  uns  etwa  seinen  Mitt<*lpunkt  als 
leuchtenden  Punkt,  d«»r  nach  allen  Seiten  hin  farbige  Strahlen 
entsendet,   so  kann  das  ebene   System  als  Schnitt  desselben  an- 
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gesehen  werden.  Dann  wird  jeder  Strahl  des  Bündels  in  einem 
Punkte  des  ebenen  Systems  geschnitten,  jede  Ebene  in  einer 
Geraden,  jeder  Strahlenbüschel  in  einer  Punktreihe  und  jeder 
Ebenenbüschel  in  einem  Strahlenbüschel. 

Endlich  besteht  auch  noch  ein  Grundgebilde  der  dritten 
Stufe,  nämlich  das  räumliche  System,  oder  der  unbegrenzte 
Raum  mit  allen  in  ihm  enthaltenen  Punkten,  Geraden  und  Ebenen. 
Das  räumliche  System  enthält  auch  unendlich  viele  Grundgebilde 
der  ersten  und  zweiten  Stufe  als  Elemente;  denn  jede  Ebene 
desselben  ist  der  Träger  eines  ebenen  Systems,  jeder  Punkt  der 
Mittelpunkt  eines  Strahlenbündels,  jede  Gerade  der  Träger  einer 
Punktreihe  und  die  Axe  eines  Ebenenbüschels. 

Jedem  der  sechs  Grundgebilde,  die  ich  Ihnen  soeben  erklärt 
habe,  entspricht  nun  eine  besondere  Geometrie.  Sie  werden  mir 
gewiss  gern  zugestehen,  dass  es  ebenso  gut  eine  Geometrie  des 
Strahlenbündels  geben  muss,  wie  eine  Geometrie  des  ebenen  Sy- 
stems. Denn  zu  jedem  ebenen  geometrischen  Gebilde  können 
wir  ja  ein  Gebilde  im  Strahlenbündel  construiren,  indem  wir  das 
ebene  System  aus  einem  ausserhalb  gelegenen  Punkte  projiciren. 
Und  die  Sätze,  welche  sich  von  dem  ebenen  Gebilde  aufstellen 
lassen,  können  dann  in  irgend  einer  Weise  auf  den  Schein  des- 
selben im  Strahlenbündel  übertragen  werden.  Wir  werden  Ge- 
legenheit haben,  von  dieser  Methode  häufigen  Gebrauch  zu 
machen.  —  Schwieriger  ist  es  schon  einzusehen,  dass  es  auch 
eine  Geometrie  der  einförmigen  Grundgebilde,  z.  B.  des  geraden 
Gebildes  oder  der  Punkte  einer  Geraden,  geben  müsse.  Aber  ich 
brauche  Sie  nur  an  den  in  der  Einleitung  angeführten  Satz  von 
den  vier  harmonischen  Punkten  zu  erinnern,  um  Sie  auch  hiervon 
zu  überzeugen.  Wie  ich  Ihnen  dort  als  Thatsache  anführte,  ist 
durch  drei  Punkte  einer  Geraden  die  Lage  des  vierten  harmonischen 
Punktes  zum  Voraus  bestimmt.  Femer  nenne  ich  Ihnen  den 
Satz,  dass  unter  vier  Strahlen  eines  Strahlenbüschels  sich  zwei 
Paar  getrennte  Strahlen  befinden,  um  zu  beweisen,  dass  allerdings 
von  einer  Geometrie  der  einförmigen  Grundgebilde  geredet  werden 
kann,  auch  ohne  dass  wir  das  Maass  zu  Hülfe  nehmen. 

Die  bisherigen  Auseinandersetzungen  machen  es  mir  nun 
schon  möglich,  Ihnen  in  kurzen  Worten  den  Hauptinhalt  der 
Geometrie  der  Lage  anzudeuten.  Dieselbe  handelt  nämlich  von 
den  sechs  Grundgebilden  und  ihren  Beziehungen  zu  einander. 
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Unendlich  ferne  Elemente.    Das  Beziehen  der  Ornnd- 

gebilde  anf  einander. 

In  der  Geometrie  der  Alten  werden  zwei  gerade  Linien  pa- 
rallel genannt,  wenn  sie  in  derselben  Ebene  liegen  und  keinen 
Punkt  mit  einander  gemein  haben.  Ebenso  heissen  zwei  Ebenen, 
oder  eine  Ebene  und  eine  Gerade  parallel,  wenn  kein  Punkt  der 
einen  zugleich  in  der  anderen  liegt.  Die  neuere  Geometrie  fasst 
den  Parallelismus  anders  auf,  und  es  soll  meine  nächste  Aufgabe 
sein,  Sie  mit  dieser  abweichenden  Auffassung,  welche  v.  St  au  dt 
die  perspectivische  genannt  hat,  vertraut  zu  machen.  Wir  werden 
geradesweges  auf  dieselbe  geführt,  wenn  wir  die  Grundgebilde  aus 
einander  ableiten,  indem  wir  das  eine  als  Schnitt  oder  Schein 
des  anderen  uns  vorstellen. 

Wenn  eine  Gerade  u  (Fig.  6)  mit  einem  Strahlenbüschel  -S 
in  einer  Ebene  liegt,  ohne  durch  den  Mittelpunkt  desselben  zu 
gehen,   so  schneidet  sie  ihn  in  einer  Punktreihe;   nämlich  jeder 

Strahl  a,  6,  r, von  S  wird  in  einem  Punkte  il,  ß,  C,  .  .  .  .  von  w 

geschnitten.  Beschreibt  ein  Strahl  durch  Drehung  um  S  in  irgend 
einem  Sinne  ab  c  den  Büschel  S,  so  beschreibt  gleichzeitig  seine 
Spur  auf  der  Geraden  n  im  Sinne  ABC  die  Punktreihe  w, 
indem  dieser  Schnittpunkt  zuerst  von  A  aus  über  B  sich  immer 
weiter  bis  ins  Unendliche  entfernt,  und  hernach  von  der  entgegen- 
gesetzten Seite  her  wieder  aus  unendlicher  Entfernung  zu  seiner 
Anfangslage  zurückkehrt.  Nach  der  Auffassung  der  Alten  schneidet 
der  sich  drehende  Strahl  in  der  einen  besonderen  Lage  p  die 
Gerade  u  nicht  mehr,  in  welcher  er  zu  v  parallel  ist,  so  dass  wir 
dieser  Ausnahme  wegen  nicht  allgemein  den  Satz  aufstellen  dürfen, 
dass  jede  Gerade,  die  mit  u  in  einer  Ebene  liegt,  auch  mit  u 
einen  Punkt  gemein  hat.  In  der  neueren  Geometrie  beseitigt  man 
diese  Ausnahme,  indem  man  auch  zwei  parallelen  Linien  einen 
gemeinschaftlichen  Punkt  zuschreibt,  nämlich  einen  ;,unendlich 
fernen^  Punkt. 

Nach  der  perspectivischen  Ansicht  hat  übrigens  jede  Gerade 
u  nur  einen  einzigen   unendlich  fernen  Punkt,   weil  nach  einem 
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Axiome  Euklid's  durch  einen  ausserhalb  gegebenen  Punkt  S  nur 
ein  einziger  Parallelstrahl  p  zu  u  gezogen  werden  kann,  und  weil 
diesem  Parallelstrahl  mehr  als  ein  mit  n  gemeinschaftlicher  Punkt 
nicht  wohl  zuzuschreiben  ist,  da  auch  jeder  andere  Strahl  des 
Büschels  S  nur  einen  Punkt  mit  u  gemein  hat.  Diese  Auf- 
fassung bietet  der  älteren  Ansicht  gegenüber  den  Vortheil,  dass 
jetzt  viele  Sätze  ganz  allgemein  ausgesprochen  werden  können, 
bei  denen  sonst  immer  Ausnahmen  anzuführen  waren,  und  dass 
manche  scheinbar  verschiedenen  Sätze  sich  jetzt  in  einer  einzigen 
Aussage  zusammenfassen  lassen.  Uebrigens  werden  Sie  sich  wohl 
schon  in  der  analytischen  Geometrie  mit  dieser  Ansicht  befreundet 
haben;  auch  dort  pflegt  man  zwei  in  einer  Ebene  gelegene  Gerade 
parallel  zu  nennen,  wenn  die  Coordinaten  ihres  Schnittpunktes 
unendlich  gross  sind,  der  letztere  also  in  unendlicher  Ent- 
fernung liegt. 

Zu  dem  unendlich  fernen  Punkte  einer  Geraden  gelangen  wir, 
indem  wir  entweder  nach  der  einen  oder  nach  der  andern  Seite 
hin  uns  einen  Punkt  immer  weiter  auf  der  Geraden  fortbewegt 
denken.  Der  unendlich  ferne  Punkt  liegt  also  nach  beiden  Seiten 
hin  auf  der  Geraden,  oder  sowohl  nach  der  einen  als  auch  nach 
der  anderen  Seite  hin;  und  die  Gerade  erscheint  als  geschlossene 
Linie,  deren  beide  Seiten  durch  den  unendlich  fernen  Punkt  zu- 
sammenhängen. Zu  diesem  Schluss  werden  wir  gezwungen,  so- 
bald wir  die  vorhin  begründete  Auffassung  zulassen,  dass  jede 
Gerade  einen,  und  nur  einen  unendlich  fernen  Punkt  besitze. 
Wir  werden  später  sehen,  dass  in  derselben  Weise  die  beiden 
Zweige  einer  H3rperbel  als  im  Unendlichen  zusammenhängend  zu 
betrachten  sind.  Auf  ganz  ähnliche  Vorstellungen  führt  die  Ana- 
lysis,  indem  sie  an  häufigen  Beispielen  zeigt,  dass  man  nicht  nur 
durch  Null,  sondern  auch  durch  das  unendliche  vom  Positiven 
zum  Negativen  übergehen  kann. 

Weil  wir  somit  in  einer  Geraden  von  einem  Punkte  zu  einem 
anderen  gelangen  können,  indem  wir  den  unendlich  fernen  Punkt 
überschreiten,  so  gilt  jetzt  der  Satz:  Unter  vier  Punkten 
einer  Punktreihe  sind  nur  zwei  Paar  getrennte,  ebenso 
wie  es  unter  vier  Elementen  eines  Büschels  nur  zwei  Paar  ge- 
trennte giebt.  Und  wie  ein  Büschel  durch  zwei  seiner  Elemente 
in  zwei  vollkommene  Winkel  (Nebenwinkel)  getheilt  wird,  so  wird 
ein  gerades  Gebilde  durch  zwei  seiner  Punkte  in  zwei  Strecken 
getheilt,    von  denen  jede    die   ^^Ergänzung^   der   anderen  heisst. 
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Eine  dieser  beiden  Strecken  entliält  den  unendlich  fernen  Punkt 
der  Geraden,  falls  nicht  dieser  selbst  einen  der  Grenzpunkte  der 
Strecken  bildet. 

Um  den  unendlich  fernen  Punkt  einer  Geraden  von  ihren  in 
der  Endlichkeit  gelegenen  Punkten  zu  unterscheiden,  nennt  man 
den  ersteren  wohl  einen  ^ uneigentlichen ^,  und  die  letzteren  ^eigent- 
liche^ Punkte.  Ebenso  dürfte  die  Ihnen  soeben  vorgetragene 
neuere  Auffassung  des  Parallelismus  als  eine  uneigentliche  zu 
bezeichnen  sein.  Die  sämmtlichen  Parallelen,  welche  sich  in  einer 
Ebene  nach  irgend  einer  Richtung  ziehen  lassen,  haben  nur  einen 
unendlich  fernen  oder  uneigentlichen  Punkt  mit  einander  gemein, 
nämlich  denjenigen,  welchen  irgend  eine  von  ihnen  mit  allen 
übrigen  gemein  hat.  Diese  Parallelen  können  daher  auch  als 
ein  Strahlenbüschel  aufgefasst  werden,  dessen  Mittelpunkt  ein 
unendlich  ferner  Punkt  der  Ebene  ist,  und  den  wir  künftig  einen 
Parallelstrahlenbüschel  nennen  wollen,  wenn  eine  Unterscheidung 
von  anderen  Strahlenbüscheln  wünschenswerth  ist.  Ebenso  ist 
unter  einem  Parallelstrahlenbündel  die  Gesammtheit  aller  im 
Räume  möglichen  parallelen  Strahlen  von  bestimmter  Richtung 
nebst  allen  durch  sie  gehenden  Ebenen  zu  verstehen.  —  Ich  mache 
Sie  noch  darauf  aufmerksam,  dass  die  Aussagen:  „Parallele  Gerade 
haben  gleiche  Richtung^  und  „sie  enthalten  denselben  unendlich 
fernen  Punkt^  ganz  das  Nämliche  bedeuten.  Durch  jede  Richtung 
wird  ein  unendlich  femer  Punkt  bestimmt,  und  umgekehrt  durch 
jeden  uneigentlichen  Punkt  im  Räume  eine  Richtung;  wie  denn 
auch  durch  jede  eigentliche  Gerade  eine  Richtung  und  ein  un- 
endlich femer  Punkt  bestimmt  wird,  nämlich  der  auf  ihr  enthaltene. 

Von  allen  unendlich  femen  Punkten  einer  Ebene  wird  an- 
genommen, dass  sie  in  einer  unendlich  fernen  oder  „uneigentlichen*^ 
Linie  liegen.  Diese  Linie  muss  als  eine  gerade  angesehen  werden, 
weil  sie  von  jeder  eigentlichen  Geraden  der  Ebene  in  nur  einem 
Punkte,  dem  unendlich  fernen  Punkte  der  Geraden,  geschnitten  wird ; 
denn  krumme  Linien  können  mit  einer  Geraden  mehr  als  einen  Punkt 
gemein  haben.  Ein  anderer  Grund  für  diese  Ansicht  ist  der  Um- 
stand, dass  nach  der  perspectivischen  Auffassung  zwei  parallele 
Ebenen  ihre  sämmtlichen  unendlich  fernen  Punkte  mit  einander 
gemein  haben  müssen.  Werden  sie  nämlich  von  irgend  einer  dritten 
Ebene  in  zwei  eigentlichen  Geraden  geschnitten,  so  können  diese 
sich  in  keinem  eigentlichen  Punkte  schneiden;  sie  sind  also,  da 
sie   in   einer   Ebene   liegen,    parallel   und   haben   folglich    einen 
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unendlich  fernen  Punkt  beider  Ebenen  mit  einander  gemein.  Auf 
diese  Art  wird  bewiesen,  dass  jeder  unendlich  ferne  Punkt  der 
einen  Ebene  auch  in  der  anderen  liegt.  Weil  aber  überhaupt  je 
zwei  sich  schneidende  Ebenen  immer  nur  eine  einzige  Gerade  mit 
einander  gemein  haben,  so  schreibt  man  auch  zwei  parallelen 
Ebenen  nur  eine  einzige  gemeinschaftliche  Gerade  zu. 

Wie  von  parallelen  Geraden  gesagt  wird,  sie  haben  dieselbe 
Kichtung,  so  sagt  man  auch  wohl  von  parallelen  Ebenen,  sie 
haben  dieselbe  Stellung;  gleichwie  also  in  jeder  Richtung  ein 
unendlich  femer  Punkt  liegt,  so  liegt  in  jeder  Stellung  eine 
unendlich  ferne  Gerade.  Weil  sämmtliche  parallele  Ebenen, 
die  im  Räume  in  irgend  einer  Stellung  denkbar  sind,  durch 
eine  und  dieselbe  unendlich  ferne  Gerade  gehen,  nämlich  durch 
diejenige,  in  welcher  irgend  eine  dieser  Ebenen  von  allen  übri- 
gen geschnitten  wird,  so  können  parallele  Ebenen  auch  als  ein 
Ebenenbüschel  aufgefasst  werden,  dessen  Axe  eine  unendlich 
ferne  Gerade  ist,  und  welcher  ein  Parallel -Ebenenbüschel  genannt 
werden  soll. 

Von  allen  unendlich  fernen  Punkten  und  Linien  im  Raum 
wird  angenommen,  dass  sie  in  einer  unendlich  fernen  oder  un- 
eigentlichen Fläche  liegen,  welche  als  eine  Ebene  betrachtet 
werden  muss,  weil  sie  von  jeder  eigentlichen  Geraden  in  nur 
einem  Punkte  und  von  jeder  eigentlichen  Ebene  in  einer  Ge- 
raden gescimitten  wird.  Diese  unendlich  ferne  oder  ^uneigent- 
liche"  Ebene  ist  allen  Parallelstrahlenbündeln  und  allen  Parallel- 
ebenenbüscheln  gemeinschaftlich,  weil  sie  durch  die  Mittelpunkte 
der  ersteren  und  die  Axen  der  letzteren  geht.  Ebenso  ist  in 
jeder  Ebene  die  unendlich  ferne  Gerade  ein  gemeinschaftlicher 
Strahl  aller  in  dieser  Ebene  gelegenen  Parallelstrahlenbüschel, 
weil  sie  durch  die  Mittelpunkte  derselben  geht.  Der  unendlich 
fernen  Geraden  einer  Ebene  kann  deshalb  keine  bestimmte 
Richtung  beigelegt  werden,  sondern  sie  enthält  die  Richtung  (den 
unendlich  fernen  Punkt)  jeder  Geraden  der  Ebene. 

Auf  die  unendlich  fernen  oder  uneigentlichen  Elemente  wird 
noch  einiges  Licht  geworfen  durch  die  Beziehungen,  welche  sich 
zwischen  den  Grundgebilden  aufstellen  lassen.  Zwei  Gebilde  heissen 
nämlich  auf  einander  ^bezogen'',  wenn  jedem  Element  des  einen 
ein  Element  des  anderen  zugewiesen  ist,  und  zwar  so,  dass  jeder 
stetigen  Aufeinanderfolge  von  Elementen  des  einen  eine  stetige  Auf- 
einanderfolge von  Elementen  des  anderen  entspricht.    Zwei  solche 
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zu  einander  gehörige  Elemente  heisson  „einander  entsprechende" 
oder  „homologe"  Elemente,  Wenn  zwei  Grundgebilde  auf 
ein  drittes  bezogen  sind,  so  sind  sie  auch  auf  ein- 
ander bezogen.  Denn  jedem  Elemente  des  dritten  entspricht 
je  ein  Element  der  beiden  anderen  Gnindgebilde,  und  diese  beiden 
Elemente  sind  dadurch  auch  einander  zugewiesen. 

Am  einfachsten  und  anschaulichsten  bezieht  man  zwei  un- 
gleichartige Grundgehilde  dadurch  auf  einander,  dass  man 
das  eine  als  Schnitt  oder  Schein  des  anderen  auffasst.  Liegt 
z.  B.  (Fig.  6)  ein  Strahlenbüschel  6'  mit  einur  nicht  durch  seinen 
Mittelpunkt  gehenden  Punktreibe  ti  in  einer  Ebene,  so  können 
Sie  jedem  Strahle  des  Büschels  den  auf  ihm  gelegenen  Punkt  der 
Punktreihe  zuweisen.  Dem  Parallclstrahl  p  von  S  entspricht  dann 
der  unendlich  ferne  Punkt  von  ».  Wird  ein  ebenes  System  2  als 
Schnitt  eines  Strahlenbündels  S  betrachtet,  dessen  Mittelpunkt 
ausserhalb  2  liegt,  so  sind  S  und  S  in  der  Art  aufeinander  be- 
zogen, dass  jedem  Punkte  von  2  der  durch  ihn  hindurchgehende 
Strahl  von  S  entspricht,  und  jeder  Geraden  von  1  die  durch  sie 
gehende  Ebene  von  S.  Der  zu  2  parallelen  Ebene  von  5  ent- 
spricht daher  die  unendlich  ferne  Gerade  von  2;  und  jedem  in 
dieser  Ebene  gelegenen  Strahl  von  S  ist  sein  in  2  liegender  un- 
endlich femer  Punkt  zugewiesen.  Jedem  Ebenenbüschel  von  S 
entspricht  der  Strahlenbüschel,  in  welchem  er  von  2  geschnitten 
wird;  letzterer  ist  dann  ein  ParaUelstrableubüscbel ,  wenn  die 
Axe  des  Ebcnenbüschels  zu  2  parallel  läuft.  Ist  S  ein  Parallel- 
strahlenbündel,  dessen  Mittelpunkt  also  unendlich  fem  liegt,  so 
entspricht  jedem  eigentlichen  Punkte  von  2  ein  eigentlicher  Strahl 
von  S,  und  jedem  nn  ei  gentlichen  Element  ein  uneigentliches  Ele- 
ment. Ist  2  die  unendtich  ferne  Ebene  und  6'  ein  eigentlicher 
Punkt,  so  entspricht  jedem  Strahl  von  S  sein  unendlich  ferner 
Punkt,  jeder  Ebene  ihre  unendlich  ferne  Gerade,  jedem  Strahlen- 
büschel eine  unendlich  ferne  Punktreihe,  und  jedem  Ebenenbüschel 
ein  unendlich  femer  Strahlenbüsrhel. 

Zwei  gleichartige  Grundgebilde  können  am  einfachsten 
dadurch  auf  einan<ler  bezogen  wenlen,  dass  man  sie  als  Schnitte 
oder  Scheine  eine»  und  di-^si'll)ci[  ih'illcn  (iritinlfjcliihles  hetracb^'t. 
So  entsprechen  einaiidir  in  /\ni  Stmliitubiisilicbi  "der  Punkt- 
reihen, welche  Schnitte  cinoti  und  dessi'lbeii  Ebemiiliii 
je  zwei  solche  Strahlen  Tcsp.  Punkte,  welche  in  dcrM'lbfJi  Ebn 
des   Ebenenbüschcls    1  ii  "^vn.     Anderseits 
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büschel  S  und  S^  (Fig.  7)  auch  so  auf  einander  mit  Leichtigkeit 
bezogen  werden,  dass  sie  Scheine  einer  und  derselben  Punktreilie 
u   sind;   so   dass  je  zwei   solche  Strahlen  a  und  a,,  b  und  6|,  c 

und  r,, einander  entsprechen,  welche  durch  denselben  Punkt 

der  Punktreihe  gehen.  Werden  zwei  in  derselben  Ebene  liegende 
Punktreihen  n  und  «|  (Eig.  8)  als  Schnitte  eines  Strahlenbüschels 
S  betrachtet,  so  ist  beachtenswerth,  dass  dem  unendlich  fernen 
Punkte  P  oder  Q,  des  einen  im  Allgemeinen  ein  eigentlicher  Punkt 
P,  resp.  Q  des  anderen  entspricht. 

Zwei  ebene  Systeme  sind  auf  einander  bezogen,  wenn  sie 
Schnitte  eines  und  desselben  Strahlenbündels  sind.  Eine  ausge- 
dehnte ebene  Landschaft  z.  B.  und  das  perspectivische  Bild  der- 
selben, welches  Sie  erhalten,  wenn  Sie  den  durch  Ihr  Auge 
gehenden  Schein  der  Landschaft  durch  irgend  eine  Ebene,  eine 
verticale  etwa,  schneiden,  sind  so  auf  einander  bezogen,  dass  je 
zwei  Punkte  der  Landschaft  und  des  Bildes  einander  entsprechen, 
wenn  sie  auf  demselben  Strahl  des  durch  Ihr  Auge  gehenden 
Bündels  liegen,  also  sich  mit  Ihrem  Auge  in  einer  Geraden  be- 
finden. Jeder  Geraden  der  Landschaft  entspricht  eine  Gerade 
des  Bildes,  und  beide  Geraden  liegen  mit  dem  Auge  in  einer 
Ebene.  Der  unendlich  fernen  Geraden  der  Landschaft  (dem 
Horizont)  entspricht  im  Allgemeinen  eine  eigentliche  Gerade  des 
Bildes,  und  hierin  liegt  wieder  ein  Grund,  die  unendlich  ferne 
Linie  einer  Ebene  als  eine  gerade  Linie  aufzufassen.  Von  zwei 
in  der  angegebenen  Weise  auf  einander  bezogenen  ebenen  Sy- 
stemen sagt  man  wohl  auch,  das  eine  sei  eine  ^^Projection"  des 
anderen,  und  der  Mittelpunkt  des  Strahlenbündels,  welcher  von 
beiden  Systemen  zugleich  ein  Schein  ist,  heisst  dann  das  „Pro- 
jections-Centrum^.  Liegt  dieser  Mittelpunkt  unendlich  fem,  ist 
also  der  Strahlenbündel  ein  Parallelstrahlenbündel,  so  geht  diese 
Art  der  Projection  über  in  die  gewöhnliche  Parallelprojection  der 
darstellenden  Geometrie. 

Zwei  Strahlenbündel  können  dadurch  auf  einander  bezogen 
werden,  dass  man  sie  als  Scheine  eines  und  desselben  ebenen 
Systems  auffasst.  Jeder  Strahl  des  einen  Bündels  schneidet  dann 
den  entsprechenden  Strahl  des  anderen  in  einem  Punkte  des 
ebenen  Systems;  ebenso  haben  je  zwei  homologe  Ebenen  der 
Bündel  eine  Gerade  des  Systems  zur  Schnittlinie.  Die  Scheine 
einer  und  derselben  ebenen  Landschaft  aus  zwei  verschiedenen 
Punkten  sind  solche  Bündel. 
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Die  nähere  Erörterung  dieses  Beziehens  von  zwei  Grundge- 
bilden aufeinander  muss  ich  vorläufig  Ihrer  eigenen  Forschung 
überlassen;  ich  bemerke  nur  noch,  dass  die  (jrundgebilde  noch 
in  viel  mannigfaltigerer  Weise  auf  einander  bezogen  werden 
können.  So  z.  B.  können  zwei  ebene  Systeme  auch  dadurch  auf 
einander  bezogen  werden,  dass  man  sie  auf  ein  und  dasselbe 
dritte  System  bezieht.  Um  bei  einem  wiederholt  gebrauchten 
Beispiele  zu  bleiben,  so  mögen  Sie  sich  aus  zwei  verschiedenen 
Projectionscentren  perspectivische  Bilder  von  einer  Landschaft 
construirt  denken.  Zwei  solche  Bilder  oder  ebene  Systeme  werden 
dann  auch  auf  einander  bezogen  sein,  weil  jedes  auf  die  Land- 
schaft bezogen  ist;  und  zwar  entsprechen  zwei  Punkte  derselben 
einander,  wenn  beide  von  demselben  Punkte  der  Landschaft  die 
Projectionen  sind.  Einer  Geraden  des  einen  Bildes  wird  dann 
stets  wieder  eine  Gerade  des  zweiten  entsprechen.  Solche  ebene 
Systeme  haben  aber  im  Allgemeinen  nicht  mehr  die  besondere 
Lage  gegen  einander,  welche  vorhin  erörtert  wurde,  dass  nämlich 
je  zwei  einander  entsprechende  Gerade  in  einer  Ebene  liegen, 
und  die  Verbindungslinien  von  je  zwei  entsprechenden  Punkten 
sich  alle  in  einem  bestimmten  Punkte  schneiden.  Wir  werden 
die  Beziehungen  von  zwei  solchen  ebenen  Systemen  zu  einander 
später  noch  genauer  zu  untersuchen  haben.  Uebrigens  können 
zwei  Systeme  auch  so  auf  einander  bezogen  werden,  dass  jeder 
Geraden  des  einen  eine  Curve  im  anderen  entspricht,  oder  so, 
dass  jedem  Punkt  des  einen  Systems  eine  Gerade  des  anderen 
und  umgekehrt  jeder  Geraden  des  ersteren  ein  Punkt  des  letz- 
teren entspricht.  Vor  der  Hand  überlasse  ich  es  Ihrer  Einbil- 
dungskraft, sich  hier  die  mannigfaltigsten  Beziehungen  der  Grund- 
gebilde unter  einander  auszudenken. 
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Dritter  Vortrag. 

Das  Gesetz  der  Reciprocität  oder  Dnalität    Einfache 
nnd  vollständige  /^ecke,  nseite,  /£  kante  n.  s.  w. 


Bevor  ich  Ihnen  die  Beziehungen  weiter  entwickele,  welche 
sich  zwischen  den  Grundgebilden  der  neueren  Geometrie  auf- 
stellen lassen,  muss  ich  Sie  auf  ein  geometrisches  Gesetz  auf- 
merksam machen,  welches  in  meinen  Vorträgen  eine  wichtige 
Stelle  einnehmen  wird.  Denn  dasselbe  erleichtert  das  Studium 
der  Geometrie  der  Lage  ausserordentlich  dadurch,  dass  es  den 
umfangreichen  StofiF  derselben  in  zwei  grosse  Gruppen  theilt,  und 
diese  einander  gegenüberstellt,  so  dass  von  diesen  Gruppen  die 
eine  sich  sofort  aus  der  anderen  ergiebt.  Dieses  Gesetz  heisst 
das  Gesetz  der  Reciprocität  oder  Dualität.  Obwohl  dasselbe  in 
der  Geometrie  des  ^aasses  nicht  recht  zur  Geltung  gebracht 
werden  kann,  so  sind  Ilmen  doch  schon  manche  Sätze. bekannt, 
die  geradezu  darauf  hinweisen,  und  an  die  ich  Sie  nur  zu  er- 
innern brauche,  um  Ihnen  dieses  Gesetz  zum  Bewusstsein  zu 
bringen.  Im  Raiime  nämlich  stehen  der  Punkt  und  die  Ebene 
einander  als  ^^reciproke  Begriffe^  gegenüber,  so  dass  jeder  Satz 
der  Geometrie  der  Lage  seine  Ergänzung  in  einem  anderen  findet, 
den  man  aus  dem  ersteren  ableitet,  indem  man  die  Ausdrücke 
Punkt  und  Ebene  und  daher  auch  Punktreihe  und  Ebenenbüschel, 
Strecke  und  Flächenwinkel  u.  s.  w.  mit  einander  vertauscht. 
Gewöhnlich  werden  zwei  solche  „reciproke^  Sätze  wie  die  beiden 
Seiten  eines  Satzes  neben  einander  gestellt,  z.  B. : 


Zwei  Punkte  A  und  B  bestim- 
men eine  Gerade  ÄB^  nämlich 
ihre  Verbindungslinie. 

Eine  Gerade  a  und  ein  nicht 
auf  derselben  liegender  Punkt  B 


Zwei  Ebenen  a  und  ß  bestim- 
men eine  Gerade  aß,  nämlich 
ihre  Schnittlinie. 

Eine  Gerade  a  und  eine  nicht 
durch  dieselbe  gehende  Ebene  8 
bestimmem  einen  Punkt  aß,  wel- 


bestimmen  eine  Ebene  aß,  welche 

durch  beide  hindurchgeht.  eher  auf  beiden  liegt 

Drei  Punkte  A,  B,  C,  die  nicht  Drei  Ebenen  a,  ß,  7,  die  nicht 

in    einer    Geraden    liegen,    be-  i  durch   eine   Gerade   gehen,   be- 
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stimmen  eine  Ebene  A  B  C  (die 
Verbindungsebene). 


stimmen  einen  Punkt  aß 7  (den 
Schnittpunkt). 

Zwei  Gerade  a  und  6,  die  in 
einer  Ebene  liegen,  haben  einen 
Punkt  ab  gemein. 


Zwei  Gerade  a  und  6,  die  einen 
Punkt  gemein  haben,  liegen  in 
einer  Ebene  ab, 

Sie  werden,  beiläufig  gesagt,  schon  bei  diesen  wenigen  Sätzen 
bemerken,  wie  zweckmässig  die  Einführung  der  unendlich  fernen 
oder  uneigentlichen  Elemente  in  die  Geometrie  ist.  Ohne  sie 
hätten  wir  alle  diese  Sätze  nicht  allgemein  aussprechen  können, 
sondern  noch  specielle  Fälle  derselben  als  Ausnahmen  besonders 
hervorheben  müssen.  Der  erste  Satz  rechts  z.  B.  würde  gelautet 
haben:  „Zwei  Ebenen  a  und  ß  bestimmen  entweder  eine  Gerade 
aß,  oder  sie  sind  parallel";  während  nach  der  neueren  Auffas- 
sungsweise auch  im  letzteren  Falle  eine  Gerade  bestimmt  wird, 
nämlich  die  unendlich  ferne  Gerade  der  Ebenen.  Ebenso  hätten 
wir  .bei  dem  ersten  Satz  links  mehrere  Fälle  unterscheiden  müssen, 
jenachdem  beide  gegebene  Punkte  A  und  B  eigentliche  Punkte 
sind  oder  nicht.  Wir  hätten  ihn  demnach  so  aussprechen  müssen: 
„Durch  zwei  (eigentliche)  Punkte,  oder  durch  einen  Punkt  und 
eine  Richtung  ist  eine  Gerade  bestimmt^;  wilhrend  nach  der  per- 
spectivischen  Ansicht  der  letztere  Fall  dem  ersteren  einfach  da- 
durch untergeordnet  ist,  dass  unter  den  gegebenen  Punkten  auch 
unendlich  ferne  zugelassen  werden.  Aehnliche  Bemerkungen  werden 
Sie  selbst  leicht  an  jeden  der  übrigen  Sätze  knüpfen  können. 

Diese  Sätze  führen  zu  folgenden  Aufgaben  (ersten  Grades), 
die  wir  künftig  als  immer  ausführbar  betrachten  werden: 

Durch  zwei  Punkte  eine  Ge-  !       Die  Schnittlinie  von  zwei  Ebe- 


rade  zu  legen. 

Durch  eine  Gerade  und  einen 
ausserhalb  gegebenen  Punkt  eine 
Ebene  zu  legen. 

Durch  drei  Punkte  eine  Ebene 
zu  legen. 

Durch  zwei  sich  schneidende 
Gerade  eine  Ebene  zu  legen. 


neu  zu  finden. 

Von  einer  Geraden  und  einer 
Ebene,  welche  nicht  durch  die 
Geradehindurchgeht,  den  Schnitt- 
punkt zu  finden. 

Von  drei  Ebenen  den  Schnitt- 
punkt zu  finden. 

Von  zwei  in  einer  Ebene  ge- 
legenen Geraden  den  Schnitt- 
punkt zu  finden. 

Zur  Uebung   will    ich   noch    einige   oft   benutzte;   Doppelsätze 
anführen.     Ich  rathe  Ihnen   sehr  den  Versuch   an,   zu  der  einen 
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Hälfte  jedes  dieser  Doppelsätze  die  andere  reciproke  Hälfte  selbst 
abzuleiten. 


Sind  vier  Punkte  A^  B,  C,  D 
gegeben  und  schneiden  sich  die 
Verbindungslinien  AB  und  CD^ 
so  liegen  die  Punkte  in  einer 
und  derselben  Ebene,  so  dass  auch 


ACxm^B  D,  sowie  AD  und  B  C 
sich  schneiden  müssen. 


Sind  vier  Ebenen  a,  ß,  y,  8  ge- 
geben und  schneiden  sich  die 
Schnittlinien  a  ß  und  7  8,  so  ge- 
hen die  Ebenen  durch  einen  und 
denselben  Punkt,   so  dass  auch 


aY   und  ßo,   sowie  «8  und  ßy 
sicli  schneiden  müssen. 

Wenn  von   beliebig  vielen   Geraden  je  zwei   sich   schneiden, 

aber  nicht  alle 


durch    einen    Punkt   gehen,    so 
liegen  alle  in  einer  Ebene. 


in  einer  Ebene  liegen,  so  gehen 
alle  durch  einen  Punkt. 


Häufig  steht  ein  Satz  sich  selbst  reciprok  gegenüber,  wenn 
Punkt  und  Ebene  in  symmetrischer  Weise  in  ihm  vorkommen; 
z.  B.  die  Aufgabe :  In  einer  Ebene  durch  einen  in  ihr  gegebenen 
Punkt  eine  Gerade  zu  ziehen,  welche  eine  ausserhalb  beider  ge- 
gebene Gerade  schneidet.  Hier  stehen  zwei  Auflösungen  einander 
reciprok  gegenüber: 


Entweder  verbinde  man  den 
Schnittpunkt  der  Geraden  und 
der  Ebene  mit  dem  gegebenen 
Punkt ; 


oder  man  lege  durch  die  Gerade 
und  den  gegebenen  Punkt  eine 
Ebene  und  suche  deren  Schnitte 
linie  mit  der  gegebenen  Ebene. 


Auf  diese  Aufgabe  lassen   sich  die  folgenden  leicht  zurück- 
fühi-en: 


Durch  einen  gegebenen  Punkt 
eine  Gerade  zu  ziehen,  welche 
zwei  gegebene  Gerade,  die  mit 
dem  Punkt  nicht  in  einer  und  der- 
selben Ebene  liegen,  schneidet. 
Man  lege  nämlich  durch  den 
gegebenen  Punkt  und  eine  der 
gegebenen  Geraden  eine  Ebene, 


In  einer  gegebenen  Ebene  eine 
Gerade  zu  ziehen,  welche  zwei 
gegebene  Gerade,  die  mit  der 
Ebene  nicht  einen  und  den- 
selben Punkt  gemein  haben, 
schneidet.  Man  bestimme  den 
Schnittpunkt  der  gegebenen 
Ebene  mit  einer  der  gegebenen 


Geraden, 

so  ist  die  Aufgabe  auf  die  vorhergehende  zurückgeführt. 

Die  Aufgabe:  ^Eiue  Gerade  zu  ziehen,  welche  drei  gegebene 
schneidet^,  steht  wieder  sich  selbst  gegenüber.  Entweder  kann 
man  in  der  einen  Geraden  einen  Punkt  annehmen,  oder  durch 
dieselbe   eine   Ebene  legen,   und   sodann   nach   den  Angaben  der 
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vorhergehenden  Doppelaufgabe  eine  Gerade  suchen,  welche  durch 
diesen  Punkt  geht,  oder  aber  in  dieser  Ebene  liegt,  und  die 
beiden  anderen  gegebenen  Geraden  schneidet. 

Auch  die  Grundgebilde  können  einander  als  reciproke  Ge- 
bilde gegenübergestellt  werden,  z.  B.  das  ebene  System  und  der 
Strahlenbündel  schon  deshalb,  weil  ilire  Träger,  nämlich  die 
Ebene  und  der  Punkt,  einander  reciprok  sind.  Es  stehen  sodann 
einander  gegenüber: 


im  ebenen  System: 
der  Punkt;  die  Punktreihe;  der 
Strahl  als  Verbindungslinie  von 
Punkten ;    der    Strahlenbüschel 


u.  s.  w. , 


und  im  Stralüenbündel : 
die  Ebene;   der  Ebenenbüschel; 
der  Strahl   als  Schnittlinie   von 
Ebenen ;     der     Sti-ahlenbüschel 
u.  s.  w. 


Ihnen  wird  hier  wie  bei  manchen  früheren  Sätzen  die-  Be- 
merkung sich  aufdrängen,  dass  im  Räume  die  Gerade  (oder  der 
Strahl)  sich  selbst  gegenübersteht.  Wirklich  nimmt  dieselbe  eine 
Zwischenstellung  ein  zwischen  den  reciproken  Elementen  Punkt 
und  Ebene.  Als  Beispiel  eines  Doppelsatzes,  in  welchem  das 
ebene  System  und  der  Strahlenbündel  als  reciproke  Gebilde  ein- 
ander gegenüberstehen,  diene  der  folgende: 


Werden  zwei  ebene  Systeme 
dadurch  auf  einander  bezogen, 
dass  man  sie  als  Schnitte  eines 
und  desselben  Sti*ahlenbündels 
betrachtet,  so  liegen  je  zwei  ein- 
ander entsprechende  Elemente 
(Punkte  oder  Gerade)  der  Sy- 
steme auf  einem  und  dem- 
selben Element  (Strahl  oder 
Ebene)  des  Strahlenbündels.  Die 
Schnittlinie  der  beiden  Ebenen 
fällt  mit  ihrer  entsprechenden 
Geraden  zusammen  oder  ent- 
spricht sich  selbst:  dasselbe  gilt 
von  jedem  in  dieser  Geraden 
befindlichen  Punkte.  Die  beiden 
ebenen  Systeme  haben  also  ein 
gerades  Gebilde  „entsprechend 
gemein". 


Werden  zwei  Strahlenbündel 
dadurch  auf  einander  bezogen, 
dass  man  sie  als  Scheine  eines 
und  desselben  ebenen  Systems 
betrachtet,  so  gehen  je  zwei  ein- 
ander entsprechende  Elemente 
(Strahlen  oder  Ebenen)  der  Bün- 
del durch  ein  und  dasselbe  Ele- 
ment (Punkt  oder  Gerade)  des 
ebenen  Systems.  Der  gemein- 
schaftliche Strahl  der  Bündel, 
welcher  ihre  Mittelpunkte  ver- 
bindet, fällt  mit  seinem  ent- 
sprechenden zusammen  oder  ent- 
spricht sich  selbst;  dasselbe  gilt 
von  jeder  durch  diesen  Strahl 
gehenden  Ebene.  Die  beiden 
Strahlenbündel  haben  also  einen 

I  Ebenenbüschel       ^entsprechend 

I  gemein*'. 
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Wenn  nämlich  zwei  Gebilde  auf  einander  bezogen  sind  und 
ein  Element  des  einen  mit  dem  ihm  entsprechenden  Elemente  des 
anderen  zusammenfällt,  d.  h.  identisch  ist,  so  sagt  man,  „die 
beiden  Gebilde  haben  dieses  Element  entsprechend  gemein^. 

Wie  im  Räume  der  Punkt  und  die  Ebene,  so  stehen  einander 
in  der  Ebene  der  Pimkt  und  die  Gerade,  daher  auch  die  Punkt- 
reihe und  der  Strahlenbüschel,  die  Strecke  und  der  Winkel  etc. 
als  reciproke  BegriflFe  gegenüber;  ebenso  im  Strahlenbündel  der 
Strahl  und  die  Ebene,  der  Strahlenbüschel  und  der  Ebenen- 
büschel etc.    Z.  B. : 


«i)  Je  zwei  Punkte  einer  Ebene 
bestimmen  eine  Gerade. 

«3)  Je  zwei  Strahlen  eines  Bün- 
dels bestimmen  eine  Ebene. 


«2)  Je  zwei  Gerade  einer  Ebene 
bestimmen  einen  Punkt. 

«4)  Je  zwei  Ebenen  eines  Bün- 
dels bestimmen  einen  Strahl. 


Eine  ebene  Curve  kann  aufgefasst  werden: 


ß,)  als  Inbegriff  aller  auf  ihr 
liegenden  Punkte; 


ß^)  als  Inbegriff  aller  sie  ein- 
hüllenden Geraden  (Tangenten) 
(Fig.  9). 

Und  zwar  werden  Sie  finden,  dass  iu  der  neueren  Geometrie  die 
letztere  Auffassung  ebenso  häufig  in  Anwendung  gebracht  wird, 
wie  die  erstere.  Ebenso  kann  eine  conische  Fläche  (im  Strahlen- 
bündel) aufgefasst  werden: 


^3)  als  Inbegriff  aller  in  ihr 
liegenden  Strahlen; 


ß4)  als  Inbegriff  aller  sie  ein- 
hüllenden Ebenen  (Berührungs- 
ebenen). 

Von  vier  solchen  zusammengehörigen  Sätzen  können  immer 
die  beiden  auf  den  Strahlenbündel  bezüglichen  dadurch  aus  den 
beiden  übrigen,  welche  in  die  Geometrie  der  Ebene  gehören,  ab- 
geleitet werden,  dass  man  das  ebene  System  aus  irgend  einem 
Mittelpunkte  durch  einen  Strahlenbündel  projicirt.  In  der  Regel 
werde  ich  deshalb  künftig  nur  die  ersten  beiden  anführen,  und 
es  Ihnen  überlassen,  die  übrigen  selbst  aufzusuchen.  Im  Räume, 
wo  Punkt  und  Ebene  einander  reciprok  sind,  stehen  der  erste 
und  letzte  (wie  ai  und  04),  sowie  der  zweite  und  dritte  (wie  a2 
und  03)  von  je  vier  solchen  Sätzen  einander  als  reciproke  Sätze 
gegenüber. 

Das  Gesetz  der  Reciprocität  wird  Ihnen  im  Laufe  unserer 
Untersuchungen  noch  immer  klarer  und  geläufiger  werden;  doch 
kann  ich  erst  nach  einer  Reihe  von  Entwickelungen  über  die  ein- 
förmigen Grundgebilde  Ihnen  den  Beweis  führen,   dass  es  in  der 
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Geometrie  der  Lage  aUgemeine  Geltung  hat,  oder  dass  wirklich 
jedem  Satze  derselben  ein  reciproker  Satz  entspricht.  Bis  dahin 
werde  ich  meine  Vorträge  so  einrichten,  dass  reciproke  Sätze  ein- 
ander gehörig  gegenübergestellt  werden,  und  ihren  Beweis  werde  ich 
so  führen,  dass  der  Dualismus  deutlich  hervortritt.  Doch  ist  zu 
dem  Ende  nothwendig,  dass  ich  Ihnen  noch  einige  reciproke  Begriffe 
vorher  entwickele,  und  namentlich  auch  einige  derjenigen  geo- 
metrischen Begriffe  modificire,  die  Sie  aus  der  Geometrie  des 
Maasses  mit  herübergebracht  haben  in  die  neuere  Geometrie. 

Ich  meine  hier  besonders  den  Begriff  des  /lecks.  In  der 
neueren  Geometrie  verstehen  wir  unter  einem  ^einfachen  ebenen 
weck"  in  der  Regel  nicht  ein  Stück  der  Ebene,  welches  von  n 
sich  schneidenden  Geraden  allseitig  begrenzt  \vird,  sondern  ein 
System  von  nPunkteu  einer  Ebene  und  den  itGeraden 
oder  Seiten,  deren  jede  zwei  aufeinanderfolgende 
Punkte  (Eckpunkte)  verbindet.  Die  letzteren  denken  wir 
uns  dabei  in  bestimmter  Reihenfolge,  und  nehmen  an,  dass  keine 
drei  aufeinanderfolgende  derselben  in  gerader  Linie  liegen. 

Das  einfache  neck  kann  auch  ^einfaches  /«seit*^  genannt  werden; 
nämlich  ein  einfaches  nseit  ist  ein  ebenes  System  von  n  Geraden 
(Seiten)  und  den  »Punkten,  in  denen  je  zwei  aufeinanderfolgende 
sich  schneiden,  neck  und  nseit  sind  reciproke  Begriffe;  den  Ver- 
bindungslinien von  je  zwei  nicht  aufeinanderfolgenden  Eckpunkten 
(d.  h.  den  Diagonalen)  eines  einfachen  n  ecks  stehen  im  einfachen 
nseit  die  Schnittpunkte  von  je  zwei  nicht  aufeinanderfolgenden 
Seiten  gegenüber.  In  der  Geometrie  der  Alten,  wo  unter  einem 
neck  ein  Stück  der  Ebene  verstanden  wird,  schliesst  man  ver- 
schlungene necke,  wie  das  Fünfeck  ABCDE  (Fig.  10)  oder  das 
Sechseck  ABCDEF  (Fig.  11)  in  der  Regel  aus.  Die  necke  und 
n  Seite  der  neueren  Geometrie  geben  zu  einer  solchen  Unterschei- 
dung um  so  weniger  Anlass,  als  man  sich  ihre  Seiten  als  unbe- 
grenzt vorzustellen  hat.  Dagegen  kann  man  auch  hier  von  den 
2n  Elementen  (Eckpunkten  und  Seiten)  eines  einfachen  necks 
oder  nseits  je  zwei  solche  ^einander  gegenüberliegend  •*  nennen, 
welche  in  dem  einen  wie  im  anderen  Sinne  durch  die  halbe  An- 
zahl der  übrigen  Elemente  von  einander  getrennt  sind,  also  all- 
gemein das  w**  und  das  n  -f-  m^  der  aufeinanderfolgenden  Elemente. 
So  z.  B.  liegen  im  Fünfeck  ABCDE  (Fig.  10)  je  ein  Eckpunkt 
und  eine  Seite  einander  gegenüber,  nämlich  A  und  CD^  B  und  DE, 
CmhA  EA  u.  s.  w.;  im  Sechseck  oder  Sechsseit  A  BCDEF{Vig.  1 1) 


Einfache  und  vollständige  n  ecke,  n  seile  u.  s.  w. 
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liegen  dagegen  je  zwei  Eckpunkte  und  je  zwei  Seiten  einander 
gegenüber,  nämlich  A  und  D^  AB  und  DE^  B  und  JE,  B  C und  E F 
u.  s.  w. 

Ausser  den  einfachen  kennt  die  neuere  Geometrie  auch  noch 
„vollständige  necke  und  nseite^,  und  gerade  an  diesen  Gebilden 
lässt  sich  wiederum  das  Keciprocitätsgesetz  deutlich  erkennen. 
Wir  nennen  nämlich: 


Vollständiges  ebenes 
neck:  ein  System  von  n  Punkten 
der  Ebene  mit  ihren  sämmtlichen 
Verbindungslinien  (Seiten),  oder, 
was  dasselbe  ist,  ein  einfaches 
H  eck  mit  seinen  sämmtlichen 
Diagonalen. 


Vollständiges  ebenes 
nseit:  ein  System  von  n Geraden 
der  Ebene  mit  ihren  sämmtlichen 
Schnittpunkten  (Eckpunkten), 
oder,  was  dasselbe  ist,  ein  ein- 
faches n  seit  mit  den  sämmtlichen 
Schnittpunkten  seiner  Seiten. 


Hierbei  wird  angenommen,  dass  im  «  eck  keine  drei  Eckpunkte 
auf  einer  Geraden  liegen  und  im  «seit  keine  drei  Seiten  durch 
einen  Punkt  gehen. 


In  jedem  Eckpunkte  schneiden 
sich  n — 1  Seiten  des  vollständigen 
necks;  dieselben  gehen  durch 
die    übrigen    ?i — 1    Eckpunkte. 

Somit   ist    ^     ~  ^    die    Anzahl 

aller    Seiten    des    vollständigen 
n  ecks. 


Auf  jeder  Seite  liegen  n  —  1 
Eckpunkte  des  vollständigen 
nseits;  durch  dieselben  gehen 
die  übrigen  n  —  1  Seiten.     So- 


mit ist 


n(n-l) 
2 


die  Anzahl  aller 


Eckpunkte      des      vollständigen 
n  seits. 

Sie  erkennen  leicht,  dass  im  vollständigen  neck  und  nseit 
mehrere  einfache  n  ecke  und  n  seite  enthalten  sind,  sobald  n  >  3 
ist.    Z.  B. : 


Ein  vollständiges  Viereck 
ABCD{Fig,  12)  hat  sechs  Seiten. 
Je  zwei  dieser  Seiten,  welche  nicht 
durch  einen  und  denselben  Eck- 
punkt gehen,  wie  A  B  und  C/), 
oder  A  C  und  BD^  oder  endlich 
ii  D  und  B  C,  sollen  „Gegen- 
seiten^ des  Vierecks  heissen,  so- 
dass drei  Paar  Gegenseiten  vor- 
handen sind.  Auch  enthält  das 
vollständige  Viereck  drei  ein- 
fache Vierecke  AB  CD,  ACDB 


Ein  vollständiges  Vierseit  ahcd 
(Fig.  13)  hat  sechs  Eckpunkte, 
Je  zwei  derselben,  welche  nicht 

auf  einer   und    derselben   Seite 

•  •  • 

liegen,  wie  ab  und  cd,   oder  ac 
•  •  • 

und  6d,  oder  endlich  ad  und  6c, 
sollen  ;,Gegenpunkte^  des  Vier- 
seits  heissen,  sodass  drei  Paar  Ge- 
genpunkte vorhanden  sind.  Auch 
enthält  das  vollständige  Vierseit 
drei  einfache  Vierseite ai  cd,  a  cd  5 
und  ad6c,  deren  Eckpunkte  aus 
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je  zwei  Paar  Gegenpunkten  von 
jenem  bestehen. 


und  ADBC,  deren  Seiten  aus 
je  zwei  Paar  Gegenseiten  von 
jenem  bestehen. 

Die  Gebihle  im  Strahlenbündel,  welche  diesen  ebenen  Ge- 
bilden entsprechen,  werden  Sie  am  leichtesten  dadurch  auffassen, 
dass  Sie  sich  die  letzteren  aus  einem  ausserhalb  der  Ebene  ge- 
legenen Punkte  projicirt  denken.  Jedes  ebene  neck  wird  dann 
durch  ein  „nkant"  und  jedes  ebene  ?iseit  durch  ein  ^nseit  im 
StrahlenbündeP  jjrojicirt.    Hiernach  ist: 


Ein  vollständiges  nkant: 
ein  System  von  n  Strahlen  im 
Strahlenbüudel  mit  ihren  sämmt- 
lichen  Verbindungsebenen  (Sei- 
ten), wobei  angenommen  wird, 
dass  keine  drei  der  n  Strahlen 
oder  ^ Kanten^  in  einer  Ebene 
liegen. 


Ein  vollständiges  nseit 
im  Strahlenbündel:  ein  Sy- 
stem von  n  Ebenen  des  letzteren 
mit  ihren  sämmtlichen  Schnitt- 
linien (Kanten),  wobei  angenom- 
men wird,  dass  keine  drei  der 
n  Ebenen  oder  ^Seiten^  durch 
eine  und  dieselbe  Gerade  gehen. 


Es  wird  Ihnen  ein  Leichtes  sein,  die  ^  einfachen^  n  kante  und 
11  Seite  im  Strahlenbündel  hiemach  zu  deüniren,  sowie  zu  den 
Eigenschaften  der  ebenen  Gebilde  analoge  Eigenschaften  der  Ge- 
bilde im  Strahlenbündel  aufzufinden.  Ich  schliesse  diese  lauge 
Reihe  von  Definitionen  mit  der  Erklärung  der  analogen  räum- 
lichen Gebilde. 


Ein  vollständiges  räum- 
lich e  s  n  eck  besteht  aus  n  Punk- 
ten (Eckpunkten),  von  welchem 
keine  vier  in  einer  Ebene  liegen, 
den  Geraden  (Kanten),  von  denen 
jede  zwei,  und  den  Ebenen 
(Flächen),  von  denen  jede  drei 
der  w  Punkte  verbindet. 


Ein  vollständiges  nflach 
besteht  aus  «Ebenen  (Flächen), 
von  welchen  keine  vier  durch 
einen  Punkt  gehen,  den  Gera- 
den (Kanten),  in  denen  je  zwei, 
und  den  Punkten  (Eckpunkten), 
in  denen  je  drei  der  «Ebenen 
sich  schneiden. 


Ich  überlasse  es  Ihrer  eigenen  P'orschung,  die  Anzahl  der 
Kanten  und  Flächen  eines  räumlichen  «ecks,  sowie  der  Kanten 
und  Ecken  eines  uHachs  zu  bestimmen.  Ich  bemerke  nur  noch, 
dass  im  Räume  das  Viereck  und  das  Vieriiach  (oder  Tetraeder) 
nicht  von  einander  verschieden  sind,  ebenso  wenig  wie  in  der 
Ebene  das  Dreieck  und  das  Dreiseit.  Diuss  gleichwohl  auch  bei 
dem  Tetraeder  das  Reciprocitätsgesetz  sich  gelti*nd  macht,  zeigt 
u.  A.  der  Doppelsatz: 


Vierter  Vortrag.    Beziehen  von  n  ecken,  n  selten  etc.  auf  einander.        29 

Die  vier  Eckpunkte  und  sechs  '       Die   vier   Flächen   und   sechs 
Kanten  eines  Tetraeders  werden  I  Kanten  eines  Tetraeders  werden 


aus  jedem  Punkte,  welcher  in 
keiner  seiner  Flächen  liegt,  durch 
die  vier  Kanten  und  sechs  Seiten 
eines  vollständigen  Vierkantes 
projicirt 


von  jeder  Ebene,  welche  durch 
keinen  seiner  Eckpunkte  geht, 
in  den  vier  Seiten  und  sechs 
Eckpunkten  eines  vollständigen 
Vierseits  geschnitten. 


Sie  werden  hier  bemerken,  dass  im  Räume  das  vollständige 
ebene  neck  dem  vollständigen  nseit  im  Stralilenbündel,  und  das 
vollständige  ebene  nseit  dem  vollständigen  nkant  gegenübersteht, 
weil  Punkt  und  Ebene  reciproke  Begriffe  sind. 


Vierter  Vortrag. 


Das  Beziehen  vollständiger  n  ecke,  n  seite  nnd  n  kante 
auf  einander.    Harmonische  Oebilde. 


Durch  meine  bisherigen  Vorträge  habe  ich  eine  der  mir  vor- 
liegenden Aufgaben  zu  lösen  gesucht:  nämlich  die  Aufgabe,  Sie 
mit  den  wichtigsten,  der  neueren  Geometrie  eigenthümlichen  Be- 
griffen bekannt  zu  machen.  Vielleicht  haben  Sie  diese  zahlreichen, 
an  einander  gereihten  Definitionen  manchmal  ermüdet;  doch  war 
es  nothwendig,  Ihnen  dieselben  im  Zusammenhange  vorzuführen, 
damit  wir  später  desto  ungestörter  die  reichen  Schätze,  welche 
die  Geometrie  der  Lage  bietet,  zu  Tage  fördern  können. 

Nunmehr  werden  wir  zu  den  ersten  eigentlichen  Lehrsätzen 
der  neueren  Geometrie  gelangen;  denn  die  sehr  einfachen,  bisher 
angeführten  Sätze  habe  ich  mehr  gelegentlich,  um  Ihnen  die  un- 
gewohnten neuen  Begriffe  geläufiger  zu  machen  und  der  VoU- 
ständigkeit  wegen  genannt,  als  weil  sie  alle  zur  Begründung  der 
Geometrie  der  Lage  durchaus  nothwendig  wären.  Dagegen  muss 
ich  die  Sätze  über  die  harmonischen  Punkte,  Strahlen  und  Ebenen, 
mit  einem  Wort  die  Sätze  über  die  harmonischen  Gebilde,  die 
ich  Ihnen  jetzt  entwickeln  werde,  als  wirkliche  Fundamental- 
sätze unserer  Wissenschaft  bezeichnen. 
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Vierter  Vortrag. 


Die  Eigenschaften  der  harmonischen  Gebilde,  deren  ich  schon 
in  der  Einleitung  Erwähnung  that,  lassen  sich  am  leichtesten 
beweisen  mittelst  einiger  sehr  einfacher  Sätze  über  das  Beziehen 
von  necken,  n Seiten  und  n kanten  auf  einander.  In  ähnlicher 
Weise,  wie  wir  früher  die  Grundgebilde  auf  einander  bezogen 
haben,  können  wir  nämlich  auch  bei  diesen  Arten  von  Gebilden 
jeder  Ecke,  Seite  oder  Kante  des  einen  ein  entsprechendes  Ele- 
ment des  anderen  zuweisen.  Ein  Viereck  z.  B.  kann  auf  ein 
zweites  bezogen  werden,  indem  wir  jedem  Eckpunkte  des  ersteren 
einen  Eckpunkt  des  letzteren  zuweisen;  dann  wird  auch  jeder 
Seite  des  ersteren  eine  Seite  des  letzteren  entsprechen.  Hier 
ergeben  sich  nun  die  evidenten  Sätze: 


Wenn  zwei  auf  einander  be- 
zogene Dreiecke  ABC  und 
^|6|C|  (Fig.  3)  in  verschiede- 
nen Ebenen  liegen,  und  je  zwei 
homologe  Seiten,  wie  Äß 
und  ilißi,  sich  schneiden  (na- 
türlich auf  der  Schnittlinie  n 
der  l)cidcn  Dreiecksebenen),  so 
bestimmen  die  Ebenen  der  drei 
Paare  entsprechender  Seiten  ein 
Dreikant,  von  welchem  die  bei- 
den Dreiecke  Schnitte  sind.  Die 
Verbindungslinien  AAj^  BBy 
und  CCi  v(m  je  zwei  homo- 
logen Eckpunkten  schneiden  sich 
daher  in  einem  Punkte,  nämlich 
in  dem  Mittelpunkte  S  dieses 
Dreikantes. 

Es  wird  Ihnen  ein  Leichtes  sein,  von  jeder  Hälfte  dieses 
Doppelsatzes  die  l^mkehrung  aufzustellen.  Wir  finden  mit  seiner 
Hülfe: 


Wenn  zwei  auf  einander  be- 
zogene Dreikante  (oder  Drei- 
seite im  Strahlenbündel)  ver- 
schiedenen Strahlenl)ündeln  an- 
gehören, und  je  zwei  homologe 
Kanten  sich  schneiden,  so  be- 
stimmen die  drei  Schnittpunkte 
ein  Dreieck,  von  w^elchem  die 
beiden  Dreikantc  Scheine  sind. 
Die  Schnittlinien  von  je  zwei 
homologen  Ebenen  (Seiten)  der 
Dreikantc  liegen  daher  in  der 
Ebene  dieses  Dreiecks,  dessen 
Seiten  sie  sind. 


Wenn  zwei  auf  einander  be- 
zogene vollständige  Vierecke 
ABCD  und  i4|ß|C',7>,  (Fig.  14) 
in  verschiedenen  Ebenen  liegen, 
deren  Schnittlinie  «  durch  keinen 
der  ac*ht  Eckpunkte  geht,  und 
fuuf  Seiten  a^  b,  c,  f/,  e  des  einen 


Wenn  zwei  auf  einander  be- 
zogene vollständige  Vierseite 
verschiedenen  Strahlenbündeln 
angehören,  deren  gemeinschaft- 
licher Strahl  in  keiner  der  acht 
Seiten  liegt,  und  fünf  Kanten 
des    einen    Vierseit<i    die    ent- 


Beziehen  von  n  ecken,  n  Seiten  etc.  auf  einander. 
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Vierecks  die  ihnen  beziehlich 
entsprechenden  Seiten  a|,  6,,  c,, 
rfj,  6|  des  anderen  (auf«)  schnei- 
den, so  sind  die  beiden  Vierecke 
Schnitte  eines  und  desselben 
vollständigen  Vierkants,  daher 
auch  ihre  übrigen  beiden  Seiten 
/  und  /i  sich  schneiden. 

Nach  dem  vorigen  Satze  schnei- 
den sich  nämlich  sowohl  die  Li- 
nien A  Ai^  BBi  und  CC,,  als 
auch  die  Linien  D  D^^  B  B^  und 
C'6'i  in  einem  Punkte;  die  Ge- 
raden ÄAi  und  D  Dl  begegnen 
einander  also  im  Schnittpunkt  S 

von  B^x  "^^  ^'^!i  ^^^  Mittel- 
punkt des  im  Satze  angeführten 
Vierkantes.  Und  da  die  Gera- 
den /  und  /j  in  der  durch  A  -4, 
und  Z)Z)j  bestimmten  Ebene 
liegen,  so  müssen  sie  sich  gleich- 
falls schneiden. 

Um  nicht  zu  weitläufig  zu  werden,  will  ich  hier  die  Unter- 
suchung rechts  fallen  lassen,  und  nur  eines  der  links  gewonnenen 
Ergebnisse  benutzen,  um  die  Lehre  von  den  harmonischen  Ele- 
menten zu  begründen.  Auch  auf  diesem  Wege  werden  wir  bald 
genug  zu  neuen  Sätzen  gelangen,  die  einander  wie  die  bisherigen 
reciprok  gegenüberstehen.     Wir  fanden  soeben: 

Wenn  von  zwei  auf  einander  bezogenen  voUstäiuiigen   Vier- 
ecken fünf  Paare  homologer   Seiten   sich   schneiden    in   Punkten 
einer  Geraden  u,  welche  durch  keinen  der  acht  Eckpunkte  geht, 
so   liegt   auch    der   Schnittpunkt   des  sechsten   Paares   auf  dieser 
Geraden. 
Dieser  Satz  gilt  nicht  bloss  für  den  Fall,  dass  die  Vierecke 
in   verschiedenen   Ebenen   liegen.     Denn   liegen   sie   in   derselben 
Ebene,    so    können   wir    diesen   Fall    auf    den    schon    erledigten 
dadurch   zurückführen,   dass  wir  das   eine  Viereck   entweder  um 
die  Gerade  u  drehen   aus  der  gegebenen  Ebene  heraus,   oder  es 
auf  eine    zweite    durch   u    gelegte   Ebene   aus    einem   beliebigen 
Mittelpunkte    projiciren.      In    beiden   Fällen   ergiebt   sich   sofort, 


sprechenden  Kanten  des  anderen 
schneiden,  so  sind  die  beiden 
Vierseite  Scheine  eines  und  des- 
selben vollständigen  ebenen  Vier- 
seits,  daher  auch  ihre  beiden 
übrigen  Kauten  sich  schneiden. 
Die  fünf  Kanten  des  einen 
vollständigen  Vierseits ,  welche 
von  den  entsprechenden  Kanten 
des  anderen  geschnitten  werden, 
bestimmen  nämlich  zwei  im  Vier- 
seit  gelegene  Dreiseite,  deren 
Seiten  von  ihren  entsprechenden 
nach  dem  vorigen  Satze  in  je 
drei  Seiten  eines  Dreiecks  ge- 
schnitten werden.  Diese  beiden 
Dreiecke  haben  aber  zwei  Seiten 
gemein ;  sie  liegen  daher  in  einer 
Ebene  und  bestimmen  das  ebene 
Vierseit,  von  welchem  die  ge- 
gebenen Vierseite  Scheine  sind. 
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dass  durch  den  Schnittpunkt  von  u  mit  der  sechsten  Seite  dieses 
Vierecks  auch  die  sechste  Seite  des  andern  Vierecks  hindurch- 
geht. —  Ist  u  eine  unendlich  ferne  Gerade,  so  lautet,  beiläufig 
bemerkt,  unser  Satz:  Wenn  von  zwei  auf  einander  bezogenen 
vollständigen  Vierecken  fiinf  Paare  homologer  Seiten  parallel  sind, 
so  laufen  auch  die  letzten  beiden  Seiten  parallel. 
Wir  können  nun  folgende  Definition  aufstellen: 

Vier  Punkte  k,  B^  C,  D  einer  Geraden  heissen  vier  harmonische 
Punkte  oder  eine  harmonische  Punktreihe,  v^enn  sie  zfi  einem 
Viereck  solche  Lage  haben^  dass  im  ersten  und  im  dritten  von 
ihnen  je  zwei  Gegenseiten  des  Vierecks  sich  schneiden  und  durch 
den  zweiten  und  den  vierten  Punkt  die  beiden  Diagonalen  desselben 
gehen. 
Aus  dem  Vorhergehenden  ergiebt  sich  dann  sofort  der  wich- 
tige Satz: 

Durch  drei  Punkte  A,  B,  C  einer  Geraden  und  ihre  Reihen- 
folge ist  der  vierte  harmonische  Punkt  D  völlig  bestimmt. 

Nämlich  man  findet  D  durch  Construction  irgend  eines  Vier- 
ecks KLM N(Fig,  15),  von  welchem  eine  Diagonale  LJV durch  den 
zweiten  Punkt  /i  geht,  zwei  Gegenseiten  KL  und  MN  aber  sich 
im  ersten  Punkte  A  und  die  anderen  beiden  Gegenseiten  LAi 
und  NK  sich  im  dritten  Punkte  C  schneiden ;  die  zweite  Diagonale 
KM  geht  durch  D,  Construirt  man  ein  anderes  Viereck  K^L^M^N^ , 
welches  zu  -/l,  J5  und  C  ähnlich  liegt  wie  KLM N^  so  muss  nach 
dem  früheren  Satze  (S.  31)  auch  dessen  zweite  Diagonale  KiMi 
(als  sechste  Seite  des  vollständigen  Vierecks  Ä',L,3/|A^i)  durch 
den  Schnittpunkt  D  von  KM  und  ABC  gehen. 

Die  Punkte  B  und  D  auf  den  Diagonalen  sind  durch  die 
Schnittpunkte  A  und  C  der  zwei  Paar  Gegenseiten  von  einander 
getrennt, 

Projiciren  wir  nämlich  die  Punkte  A^  B^  C^  D  aus  einem 
beliebigen  Mittelpunkt  auf  eine  andere  Gerade,  so  sind  die  Pro- 
jectionsstrahlen  und  folglich  auch  die  Projectionen  von  einem 
Paar  getrennter  Punkte  durch  diejenigen  des  anderen  Paares  von 
einander  getrennt.  Ist  nun  Q  (Fig.  15)  der  Schnittpunkt  der 
Diagonalen  KM  und  LN  des  Vierecks  KLMN^  so  ist  KQMD 
eine  Projection  von  AB  CD  aus  dem  Punkte  L  und  MQKD 
eine  solche  aus  dem  Punkte  N.  Wäre  also  A  nicht  von  Ü,  son- 
dern etwa  von  B  durch  die  übrigen  beiden  Punkte  getrennt,  so 
müsste    einerseits   K  von    Q,    anderseits    aber    auch   M   von    Q 
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getrennt  sein,  was  unmöglich  ist,  weil  Q  nur  von  einem  der  drei 
Punkte  K^  3f,  D  durch  die  übrigen  beiden  getrennt  sein  kann. 
Wäre  dagegen  A  von  D  getrennt,  so  müsste  K  von  D  und  zu- 
gleich M  von  D  getrennt  sein,  was  ebenfalls  unmöglich  ist.  Folg- 
lich muss  A  von  C  getrennt  sein  durch  die  Punkte  B  und  D. 

Aus  einem  nicht  in  der  Ebene  des  vollständigen  Vierecks 
gelegenen  Punkte  (aus  Ihrem  Auge  z.  B.)  wird  das  Viereck  durch 
ein  vollständiges  Vierkant  projicirt,  die  vier  harmonischen  Punkte 
aber  durch  vier  Strahlen,  welche  ;,vier  harmonische  Sti*ahlen  oder 
ein  harmonischer  Sti'ahlenbüschel^  genannt  werden  sollen.  Die- 
selben haben  die  Eigenschaft,  dass  sie  von  jeder  nicht  durch 
ihren  Mittelpunkt  gehenden  Ebene  in  vier  harmonischen  Punkten 
-^j,  J3j,  C],  Z)|  geschnitten  werden.  Denn  jede  solche  Ebene 
schneidet  das  vollständige  Vierkant  in  einem  Viereck,  von  welchem 
zwei  Gegenseiten  in  Aj^  zwei  andere  in  Ci  sich  schneiden,  und 
dessen  letzten  beiden  Seiten  resp.  durch  By  und  Z)|  gehen. 

Werden  vier  harmonische  Punkte  aus  einer  Axe  projicirt, 
die  mit  ihnen  nicht  in  einer  Ebene  liegt,  so  erhalten  wir  ;,vier 
harmonische  Ebenen  oder  einen  harmonischen  Ebenenbüschel^. 
Jede  fünfte  Ebene,  welche  die  vier  harmonischen  Punkte  enthält, 
schneidet  zufolge  des  eben  Bewiesenen  die  vier  harmonischen 
Ebenen  in  harmonischen  Strahlen ;  und  folglich  gilt  dasselbe  auch 
von  jeder  beliebigen  Schnittebene,  die  nicht  durch  die  Axe  des 
harmonischen  Ebenenbüschels  geht.  Denn  eine  solche  schneidet 
die  vier  harmonischen  Strahlen  von  jeder  der  ersteren  Schnitt- 
ebenen in  vier  harmonischen  Punkten,  durch  welche  ihre  eigenen 
Schnittlinien  mit  den  harmonischen  Ebenen  hindurchgehen.  Hieraus 
folgt  auch,  dass  jede  zu  der  Axe  windschiefe  Gerade  die  vier 
Ebenen  in  vier  harmonischen  Punkten  schneidet.  Ebenso  wird  ein 
harmonischer  Strahlenbüschel  aus  einem  nicht  in  seiner  Ebene  ge- 
legenen Punkte  durch  einen  harmonischen  Ebenenbüschel  projicirt. 
Ueberhaupt  können  wir  folgende  Sätze  aufstellen: 

Vier  harmonische  Punkte  wer-  |       Vier  harmonische  Ebenen  wer- 
den  aus   jeder   Geraden   durch     den  von  jeder  Geraden  in  vier 


vier  harmonische  Ebenen,  und 
aus  jedem  Punkte  durch  vier 
harmonische   Strahlen  projicii-t. 


harmonischen  Punkten,  und  von 
jeder  Ebene  in  vier  harmoni- 
schen Strahlen  geschnitten. 


Vier  harmonische  Strahlen  werden 
aus  jedem   Punkte    durch    vier     von  jeder  Ebene  in  vier  harmo- 
harmonische  Ebenen  projicirt.        nischen   Punkten  geschnitten. 

Reje,  O«ometrlo  der  Lamc.    J.    2.  Aufl.  3 
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Diese   verschiedenen   Sätze   können    wir   zusammenfassen   zu 
dem  wichtigen  Theoreme: 

Au8  einem  harmonischen  Gnindgebilde  ergeben  sich  durch  Prqji- 
ciren  und  Schneiden  immer  wieder  harmonische  Grundgebilde, 
Zugleich  erkennen  Sie,  dass  durch  drei  Elemente  eines  ein- 
förmigen Grundgebildes  das  vierte  harmonische  vollständig  be- 
stimmt ist,  wenn  noch  angegeben  wird,  von  welchem  der  ersteren 
dasselbe  getrennt  ist.  Denn  sind  die  gegebenen  Elemente  drei 
Punkte  einer  Geraden,  so  führt  das  vollständige  Viereck  zu  dem 
vierten  harmonischen  Punkten  Sind  sie  dagegen  Strahlen  oder 
Ebenen  eines  Büschels,  so  schneiden  wir  denselben  durch  eine 
Gerade,  und  suchen  zu  den  drei  Schnittpunkten  den  vierten  harmo- 
nischen Punkt.  Durch  diesen  geht  dann  das  gesuchte  vierte  Element 
des  harmonischen  Büschels.  Hierdurch  ist  zugleich  die  Aufgabe 
gelöst,  zu  drei  Elementen  eines  einförmigen  Grundgebildes  das 
vierte  harmonische  zu  construiren. 

« 

Die  Richtigkeit  der  folgenden  Sätze   wird  Ihnen  sofort  ein- 
leuchten : 


Werden  drei  Ebenen  a,  ß,  7 
eines  Ebenenbüschels  von  belie- 
bigen Transversalen  geschnitten, 
und  wird  auf  jeder  Transversale 
zu  den  drei  Schnittpunkten  der 
vierte  harmonische,  von  dem 
Schnittpunkt  mit  ß  getrennte 
Punkt  gesucht,  so  liegen  alle 
diese  vierten  Punkte  in  einer 
Ebene  8,  welche  zu  a,  ß,  7  die 
vierte  harmonische,  von  ß  ge- 
trennte ist. 


Werden  drei  Punkte  A,  B,  C 
einer  Punktreihe  aus  beliebigen 
Axen  projicirt,  und  wird  für 
jede  Axe  zu  den  drei  projiciren- 
den  Ebenen  die  vierte  harmo- 
nische bestimmt,  welche  von  der 
durch  ß  gelegten  getrennt  ist, 
so  gehen  alle  diese  vierten  Ebe- 
nen durch  einen  Punkt  Z),  wel- 
cher zu  A,  B,  C  der  vierte 
harmonische,  von  B  getrennte 
Punkt  ist. 


Statt  dieser  beiden  Sätze,  die  für  den  Raum  einander  reci- 
prok  gegenüberstehen,  werden  Sie  leicht  zwei  entsprechende  Sätze 
für  die  Ebene  aufstellen  können,  in  denen  ein  Strahlenbüschel 
die  Stelle  des  Ebenenbüschels  vertritt.  Ebenso  ergeben  sich  zwei 
analoge  Sätze  für  den  Strahlenbündel. 

Bei  der  Erklärung  der  harmonischen  Punkte  A^  B,  C,  D 
(Fig.  15)  mittelst  des  Vierecks  KLMN  habe  ich  einen  Unter- 
schied gemacht  zwischen  den  beiden  Punkten  A  und  C,  in  denen 
die  Gegenseiten  des  Vierecks  sich  schneiden,  und  den  beiden 
übrigen   B  und   D,   durch   welche   die   Diagonalen  gehen.     Doch 
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lässt  sich  zeigen,  dass  beide  Paare  von  Punkten  in  der  harmonischen 
Punktreihe  ganz  die  gleiche  Rolle  spielen.  Zunächst  leuchtet  ein, 
dass  von  vier  harmonischen  Punkten  je  zwei  getrennte  mit  ein- 
ander vertauscht  werden  können,  ohne  dass  die  Punkte  aufhören, 
vier  harmonische  Punkte  zu  sein;  oder:  Ist  AB  CD  eine  har- 
monische Punktreihe,  so  gilt  dasselbe  von  ADCB^  CBAD  und 
CD  AB,  Denn  in  jeder  dieser  Punktreihen  gehen  durch  den  ersten 
und  dritten  Punkt  je  zwei  Gegenseiten,  und  durch  den  zweiten 
und  vierten  die  Diagonalen  des  Vierecks  KLMN,  Wenn  nun 
durch  den  Schnittpimkt  Q  der  Diagonalen  (Fig.  16)  die  Geraden 
A  Q  und  C  Q  gezogen  werden,  so  bestimmen  diese  auf  den  resp. 
Seiten  NK,  KL,  LM  und  MNjier  neue  Punkte  S,  JT,  U  und  V, 
Von  den  Verbindungslinien  ST,  TU,  UV  und  VS  derselben, 
welche  als  zweite  Diagonalen  der  Vierecke  KSQT,  LT  QU, 
MUQV  xmA,  NVQS  anzusehen  sind,  gehen  aber  zwei  gegen- 
überliegende durch  B  und  die  übrigen  durch  D.  Wir  erhalten 
also  ein  Viereck  ST  UV,  von  welchem  je  zwei  Gegenseiten  durch 
B  und  D,  und  die  Diagonalen  durch  A  und  C  gehen.  Es  folgt 
daraus,  dass  in  einer  harmonischen  Punktreihe  auch  die  zwei 
Paare  getrennter  Punkte  mit  einander  vertauscht  werden  können, 
ohne  dass  die  vier  Punkte  aufhören,  harmonische  Punkte  zu  sein, 
oder  der  Satz: 

Ist   AB  CD    ein   haj^vionisches    Gebildef    so   sind   nicht    nur 

ADCB,    CBAD   und   CDAB    Wenfalls  solche,    sondern    auch 

DCBA,  DABC,  BCDA  und  BADC. 

Dieser  Satz  gilt  natürlich  auch  für  harmonische  Strahlen  und 
Ebenen,  die  wir  ja  mittelst  der  harmonischen  Punkte  definirt  haben. 
Von  zwei  getrennten  Elementen  eines  harmonischen  Gebildes 
werden  wir  häufig  sagen,  sie  seien  durch  die  übrigen  beiden  Ele- 
mente „harmonisch  getrennt^.  Ausserdem  werde  ich  mich  manch- 
mal, um  einen  Satz  kürzer  und  einfacher  aussprechen  zu  können, 
der  Ausdrucksweise  bedienen:  zwei  Elemente  eines  Gebildes  seien 
durch  zwei  andere,  dem  Gebilde  nicht  angehörige  Elemente  har- 
monisch getrennt;  nämlich  dann,  wenn  durch  letztere  in  dem 
Gebilde  zwei  Elemente  bestimmt  werden,  durch  welche  die 
ersten  beiden  Elemente  harmonisch  getrennt  sind.  Zwei  Punkte 
A  und  C  z.  B.  heissen  harmonisch  getrennt  durch  zwei  Ebenen 
ß  und  8,  wenn  diese  die  Gerade  AC  in  zwei  solchen  Punkten 
B  und  D  schneiden,  dass  ABCD  vier  harmonische  Punkte  sind, 
und  ebenso  heissen  ß  und  h  durch  A  und  C  harmonisch  getrennt. 
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wenn  sie  durch  die  beiden  Ebenen  harmonisch  getrennt  sind, 
welche  aus  ihrer  Sclmittlinie  ßö  die  Punkte  A  und  C  projiciren. 
Für  Gebilde  in  der  Ebene  gilt  z.  B.  der  Doppelsatz: 


Durch  zwei  Gerade  und  einen 
ausserhalb  gegebenen  Punkt  ist 
eine  dritte  Gerade  bestimmt; 
dieselbe  geht  durch  den  Schnitt- 
punkt der  beiden  ersteren,  und 
enthält  jeden  Punkt,  welclier 
durch  die  gegebenen  Geraden 
von  dem  gegebenen  Punkte  har- 
monisch getrennt  ist. 


Durch  eine  Gerade  und  zwei 
ausserhalb  derselben  gegebene 
Punkte  ist  ein  dritter  Punkt 
bestimmt;  derselbe  liegt  auf  der 
Verbindungslinie  der  beiden 
ersteren,  und  durch  ihn  geht 
jede  Gerade,  welche  durch  die 
gegebenen  Punkte  von  der  ge- 
gebenen Geraden  harmonisch  ge- 


trennt ist. 

Im  Grunde  ist  dieser  Doppelsatz  als  eine  Wiederholung  des 
vorhergehenden  anzusehen,  wenn  letzterer  auf  Gebilde  in  der 
Ebene  übertragen  wird.  Auf  dem  Satze  links  und  dem  nächsten 
Satze  beruht  die  Lösung  der  in  der  Einleitung  (S.  3,  vergl.  Fig.  1) 
berühi-tcn  Aufgabe:  Durch  den  unzugänglichen  Schnittpunkt  von 
zwei  Geraden  eine  dritte  Gerade  zu  legen. 

Nach  dem  bisher  Entwickelten  Avird  es  Ihnen  jetzt  ein  Leichtes 
sein,  am  vollständigen  Viereck  und  Vierseit  folgende  Eigenschaften 
nachzuweisen  (vergl.  Fig.  15). 


Im  vollständigen  ebenen  Vier- 
eck sind  je  zwei  Gegenseiten 
(wie  KM  und  LN)  harmonisch 
getrennt  durch  die  beiden  Punkte 
{A  und  (7),  in  denen  die  übri- 
gen Gegenseiten  paarweise  sich 
schneiden. 


Im  vollständigen  ebenen  Vier- 
seit sind  je  zwei  Gegenpunkte 
(wie  A  und  C)  harmonisch  ge- 
trennt durch  die  beiden  Geraden 
{KM  und  L  iV),  welche  die  übri- 
gen Gegenpunktc»  j^aanveise  ver- 
binden. 


Ich  bemerke  hierzu,  dass  in  Fig.  If)  nicht  nur  A',  L,  Af  und  A^ais 
Eckpunkte  eines  vollständigen  Vierecks  aufgefasst  werden  können, 
sondern  auch  AL,  AN^  CL  und  6'iV  als  Seitt»n  eines  vollstän- 
dig<'n  Vierseits,  von  welchem  A  und  C,  Ä  und  3/,  L  und  A''  die 
drei  Paare  von  Gegenpunkten  sind. 

Anhang:    Metrische  Beziehungen  an  harmonischen 

Gebilden. 

Ich  darf  die  Lehre  von  den  harmonischen  Gebilden  nicht 
abschliessend  ohne  Ihnen,  wie  ich  in  der  Einleitung  versprach,  die 
wichtigsten   metrischen   Beziehungen   an   denselben   noch   zu   ent- 
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wickeln.  Wir  gelangen  zu  denselben  am  einfachsten  mittelst  des 
folgenden  Satzes: 

Wenn  in  einer  Geraden  zwei  Punkte  A  und  C  von  einem 
dritten  B  gleichen  Abstand  haben^  so  sind  sie  durch  diesen  und 
den  unendlich  fetmen  Punkt  D  det*  Geraden  harmoiiisch  getrennt, 
oder  AB  CD  sind  vier  harmonische  Punkte, 

Nehmen  wii*  nämlich  in  einer  durch  ABC  gelegten  Ebene 
zwei  unendlich  ferne  Punkte  K  und  M  an  (Fig.  17),  und  ver- 
binden wir  diese  mit  A  und  C  (durch  je  zwei  Parallelen),  so 
schneiden  sich  die  Verbindungslinien  in  zwei  neuen  Punkten 
L  und  N,  Die  Gerade  LN  geht  dann  als  zweite  Diagonale  des 
Parallelogramms  -4L6'iVdurch  den  Halbirungspunkt  B  des  Ab- 
schnittes AC,  Von  dem  Viereck  KLMN  schneiden  sich  also 
zwei  Gegenseiten  KL  und  MN  in  A^  zwei  andere  LM  und  NK 
in  C,  die  Diagonale  LN  geht  durch  B  imd  die  zweite  Diagonale, 
nämlich  die  unendlich  ferne  Gerade  KM^  durch  Z),  so  dass  wirk- 
lich AB  CD  vier  harmonische  Punkte  sind. 

Da  vier  harmonische  Punkte  AB  CD,  aus  einem  fünften  S 
durch  vier  harmonische  Strahlen  projicirt  werden,  so  folgt  hieraus 

(Fig.  18): 

jyZieht  man  durch  die  Spitze  S  eines  Dreiecks  ASC  zwei  Ge- 
^rade,  die  eine  d  parallel  und  die  andere  b  nach  der  Mitte  der 
^Grundlinie  A  C,  so  sind  dieselben  durch  die  anstossenden 
^Seiten  a  und  c  des  Dreiecks  harmonisch  getrennt.*' 

Ist  ASC  gleichschenkelig,  so  steht  b  senkrecht  auf  A  C  und 
folglich  auch  auf  d;  auch  werden  die  von  a  imd  c  gebildeten 
Nebenwinkel  durch  b  und  d  halbirt.     Also: 

„Die    Halbirungslinien    zweier    Nebenwinkel    sind    durch    die 

„Schenkel  derselben  harmonisch  getrennt.^ 

Eine  ümkehrung  dieses  Satzes  kann  so  ausgesprochen  werden: 
„Wenn  von  vier  harmonischen  Strahlen  zwei  getrennte  auf  ein- 
„ander  senkrecht  stehen,   so  halbiren  sie  die  Winkel  zwischen 
„den  anderen  beiden  Strahlen."^ 

Der  Beweis  ergiebt   sich  unmittelbar  aus  folgendem  umkehrbaren 

Satze  (Fig.  18): 

^Wird  ein  harmonischer  Büschel  ab  cd  durch  eine  Parallele  u 
„zu  einem  seiner  Strahlen  geschnitten,  so  lialbirt  von  den  drei 
„Schnittpunkten  mit  den  übrigen  Strahlen  der  eine  den  Ab- 
^schnitt  zwischen  den  beiden  anderen.'' 
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Die  Schnittpunkte  von  u  mit  ah  cd  sind  nämlich  vier  harmonische 
Punkte,  und  einer  derselben  liegt  unendlich  fern. 

Diese  Sätze,  zu  welchen  sich  ähnliche  für  harmonische  Ebenen 
aufstellen  lassen,  können  zur  Lösung  einer  Reihe  von  Aufgaben 
benutzt  werden.     So  z.  B.  lässt  die  Aufgabe: 

„Zu  drei  Punkten  oder  Strahlen  den  vierten  harmonischen  zu 

„construiren" 
eine  viel  einfachere  Lösung  zu,  als  diejenige  mittelst  des  voll- 
ständigen Vierecks,  sobald  die  Construction  von  Parallelen  und 
von  gleichen  Abschnitten  zugelassen  wird.  Denn  soll  zu  den 
Strahlen  6,  c,  d  (Fig.  18)  der  vierte,  von  c  harmonisch  getrennte 
Strahl  a  gesucht  werden,  so  schneiden  wir  h  und  c  durch  irgend 
eine  Parallele  u  zu  cf  in  den  Punkten  B  und  (7,  und  machen  auf 
dieser  A  B  =  B  C\  der  durch  A  gelegte  Strahl  a  des  Büschels 
bcd  ist  dann  der  gesuchte.  Ist  ferner  zu  den  drei  Punkten  -4, 
ß,  C  (Fig.  19)  der  vierte,  von  B  harmonisch  getrennte  Punkt  D 
zu  suchen,  so  tragen  wir  auf  irgend  einer  durch  B  gelegten  Ge- 
raden von  B  aus  zwei  gleiche  Strecken  Ai  B  und  B  (7|  ab,  be- 
stimmen den  Schnittpunkt  S  der  Geraden  A  Ai  oder  a  und  C  Q 
oder  c,  und  ziehen  durch  diesen  eine  Parallele  d  zu  A^BCi, 
welche  die  Gerade  AB  C  in  dem  gesuchten  Punkte  D  schneidet. 
Denn  da  A^ ,  B,  Cj  und  der  unendlich  ferne  Punkt  von  Ai  B  Q 
vier  harmonische  Punkte  sind,  so  muss  S  {A^BCxB)  oder  ah  cd 
ein  harmonischer  Büschel,  und  daher  auch  AB  CD  als  Schnitt 
desselben  eine  harmonische  Punktreihe  sein. 

Wenn  eine  Strecke  A  C  und  deren  Mittelpunkt  B  gegeben 
sind,  so  kann  mittelst  rein  linearer  Constructionen  durch  jeden 
vierten  Punkt  K  (Fig.  20)  eine  Parallele  z\x  ABC  gelegt  werden, 
wie  folgt.  Wir  ziehen  die  Verbindungslinien  KÄ  und  KCf  und 
schneiden  diese  in  resp.  L  und  N  mittelst  irgend  einer  durch  B 
gehenden  Geraden.  Bestimmen  wir  dann  den  Schnittpunkt  M  von 
CL  und  Ä'N^  so  geht  durch  diesen  die  gesuchte  Parallele.  Denn 
als  zweite  Diagonale  des  Vierecks  KLMN  schneidet  KM  die 
Gerade  ABC  in  einem  vierten,  von  B  harmonisch  getrennten 
Punkte,  welcher  aber  unendlich  fern  liegt,  weil  B  die  Strecke 
A  C  halbirt.  Wenn  umgekehrt  zwei  Parallele  gegeben  sind,  so 
kann  jede  auf  einer  derselben  liegende  Strecke  durch  lineare 
Constructionen  halbirt  werden.  Wie  diese  Constructionen  in  der 
Feldmesskunst  verwerthet  werden  können,  wird  Ihnen  ohne  Weiteres 
einleuchten. 
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Zwischen  den  Abschnitten,  welche  durch  vier  harmonische 
Punkte  ABC D  auf  einer  Geraden  gebildet  werden,  besteht  eine 
interessante  Proportion.  Wir  projiciren,  um  diese  zu  finden,  die 
harmonischen  Punkte  durch  irgend  einen  harmonischen  Büschel 
ab  cd  (Fig.  19),  und  legen  sodann  durch  B  eine  Parallele  zum 
Strahle  d.  Dann  begegnet  diese  den  Strahlen  a  und  c  in  zwei 
Punkten  A^  und  6^j,  welche  von  B  gleichen  Abstand  haben;  zu- 
gleich entstehen  zwei  Paare  ähnlicher  Dreiecke,  indem  AA^B  (x 
A  SD  und  JB C| C  OD  DSC.    Wir  erhalten  also  die  Proportionen : 

^^   =  -^^-  und     ^^  ^^ 


AiB  SD BCi  SD 

Dividiren  wir  die  erstere  durch  die  letztere,  und  berücksichtigen, 
dass  AiB  =  BCi  ist,  so  folgt: 

^ BC  ~   CD  ' 

oder  der  Satz: 

„Die  Strecke  A  C  ist  durch  den  in  ihr  gelegenen  Punkt  B  in 
^demselben  Verhältniss  getheilt,  wie  durch  den  äusseren  Punkt 
^Z>,  welcher  von  B  durch  A  und  C  harmonisch  getrennt  ist." 

Dieser  Satz  wird  gewöhnlich  als  Definition  der  harmonischen 
Punkte  aufgestellt,  und  zum  Ausgangspunkt  der  Lehre  von  den 
harmonischen  Punkten  gewählt.  Es  folgt  daraus  u.  A.,  dass  der 
äussere  Punkt  D  über  C  hinaus  liegt,  wenn  AB^BC  und  folg- 
lich AD'^  CD  ist,  dagegen  über  A  hinaus,  wenn  AB  <C  B  C^ 
dass  also  ß  und  D  immer  zugleich  einem  der  Punkte  A  und  C 
näher  liegen  als  dem  anderen. 

In  obiger  Proportion  schreibt  man  gewöhnlich,  weil  die 
gleichen  Strecken  CD  und  D  C  in  entgegengesetztem  Sinne  be- 
schrieben sind,  —  D  C  statt   C  J5,  so   dass   sie  symmetrischer  so 

lautet: 

AB  _  _    AD 
BC   ~         DC ' 
Ist  M  der  Halbirungspunkt  der  Strecke  BD^   so  kann  die 
Gleichung  I  auch  geschrieben  werden: 

AM  —  BM  ^  AM+  MD 
BM—CM         CM  +  MD' 

oder  wenn  BM  statt  MD  gesetzt  wird: 

AM—BM  ^  AM+BJf 

BM  —  CM~  CM  +  BM' 

Durch  Ausmultipliciren  ergiebt  sich  hieraus  nach  sehr  einfachen 

Reductionen : 


V 
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II (BM)^  =  AM.  CM, 

oder  der  bemerkenswerthe  Satz: 

,BM  (und  ebenso  DM)  ist  die  mittlere  Proportionale  zwischen 
AM  und  CiV." 

Auch  dieser  oft  benutzte  Satz  kann  als  Definition  der  harmo- 
nischen Punkte  gelten. 

Legt  man  durch  A  und  C  (Fig.  19)  irgend  einen  Kreis  und 
an  diesen  durch  M  eine  Tangente  M  T,  so  ist  nach  dem  bekannten 
Satz  über  die  Abschnitte  von  Kreissecanten : 

AM  ,  CM=  (TM)^ 

und  folglich  TM^  =  BM^  =  DM^.  Der  Berührungspunkt  T  der 
Tangente  liegt  also  auf  dem  Kreise,  welcher  mit  dem  Iladius 
B  M  =  M  D  um  den  Mittelpunkt  M  beschrieben  >vird ;  und  dieser 
Kreis  schneidet  den  anderen  rechtwinklig  in  7!,  weil  sein  Radius 
M  T  auf  seiner  Tangente  in  T  normal  ist.     Also : 

^Alle  Kreise  der  Ebene,  welche  durch  zwei  gegebene  Punkte  A 
^und  C  gehen,  werden  rechtwinklig  geschnitten  von  jedem  Kreise, 
„von  welchem  die  Endpunkte  eines  Durchmessers  DB  harmo- 
„nisch  durch  A  und  C  getrennt  sind." 

Die  Lehre  von  den  haimonischen  Punkten  führt  uns  also  mit 
Leichtigkeit  zu  Schaareu  von  Kreisen,  die  sich  rechtwinklig 
schneiden,  und  ebenso  kann  sie  zum  Ausgangspunkt  fiir  die 
Untersuchung  orthogonaler  Kugelschaaren  gewählt  werden. 

Die  Umkehrung  der  Gleichung  I,  also  die  Gleichung  -  ^  =  — — 

'AH  A.  U 

lässt  sich  auch  folgendermaassen  schreil)en. 

A  C  —  ^  B   _    AD-^  AC       .        4_^  r  -^^  ?  —    ^  ^'  —  ^_^ 
AB  '^  AB  ^"*'^  AB  "  AD        ' 

und  gerade  dieser  letzten  Gleichung  verdanken  die  Punkte  A^  B.  C\  D 
den  Namen  ^harmonische"  Punkte.  Nämlich,  wie  Ihnen  bekannt 
sein  wird,  pHegt  man  von  drei  Zahlen  ß,  y^  S  zu  sagen,  sie  seien 
„in  stetiger  harmonischer  Proportion**  oder  ^harmonisch**,  wenn 
die  Differenz  der  beiden  ersten  sich  zu  der  ersten  verhält,  wie 
die  Differenz  der  l)oiden  letzten  zur  letzten,  oder  wenn: 

?  -  T  _   T  -  ^ 

?       -^    o"    ' 

Die  obige  Gleichung  zwiscluni  den  Abschnitten  A  ß,  ^-1  C  und  ^1 D 
aber  hat  ganz  die  Form  dieser  letzten  Gleichung. 

Durcli  Ausführung  der  Division  ergiebt  sich  schliesslich  noch 
die  Gleichung: 
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1  AC  ^   AC         . 

AB  AD 

welche  auch  in  folgender  Weise  geschrieben  werden  kann: 

III J-    =  JL  4.J_. 

AC         AB  ^  AD 
Sie   werden  diese  s^r  bemerkenswerthe  Formel  leicht  selbst  in 
Worte  kleiden  können ;  auch  sie  wird  häufig  zur  Definition  harmo- 
nischer Punkte  benutzt. 

Aehnliche  Gleichungen  könnte  ich  Ihnen  entwickeln  für  die 
Winkel,  welche  vier  haimonische  Strahlen  oder  Ebenen  mit  ein- 
ander bilden.  Ich  ziehe  jedoch  vor,  dieselben  gelegentlich  im 
Anhange  zum  nächsten  gi'össeren  Abschnitte  aufzustellen,  da  sie 
ohnehin  keinen  grossen  Werth  für  uns  haben. 

Wollen  Sie  übrigens  bemerken,  dass  in  den  metrischen 
Beziehungen  der  Gebilde  das  Gesetz  der  Reciprocität  nicht  mehr, 
oder  doch  nur  in  einzelnen  Fällen  zur  Geltung  kommt.  Ein 
Grund  für  diese  Thatsache  ist,  dass  im  Büschel  kein  Element 
existirt,  welches  in  Bezug  auf  die  Maassverhältnisse  eine  ähnliche 
ausgezeichnete  Stellung  einnälime,  wie  der  unendlich  ferne  Punkt 
im  geraden  Gebilde;  und  im  letzteren  kennen  wir  wiederum  keine 
Strecke,  welche  durch  das  Maass  so  definirt  und  ausgezeichnet 
werden  könnte,  wie  im  Büschel  der  rechte  Winkel. 


Fünfter  Vortrag. 

Projectivische  Verwandtschaft  zwischen  einförmigen 

Grundgebilden. 


Im  gegenwäi'tigen  Vortrage  will  ich  einen  bereits  früher  aus- 
gesprochenen Gedanken  wieder  aufnehmen  und  weiter  ausführen, 
den  Gedanken  nämlich,  zwei  Grundgebilde  auf  einander  zu  ^be- 
ziehen", so  dass  jedem  Element  des  einen  ein  Element  des  anderen 
entspricht  und  jeder  stetigen  Aufeinanderfolge  von  Elementen  des 
einen  Gebildes  eine  stetige  Aufeinanderfolge  von  Elementen  des 
anderen.  Als  sehr  einfache  Arten,  Grundgel)ilde  der  ersten  Stufe 
auf  einander  zu  beziehen,  haben  sich  uns  die  folgenden  darge- 
boten.    Es  sind  auf  einander  bezogen: 
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1)  ein  Büschel  und  eine  Punktreilie  (Fig.  6),  oder  ein  Ebenen- 
büschel und  ein  Strahlenbüschel,  wenn  jedes  Element  des 
letzteren  Gebildes  in  dem  ihm  entsprechenden  Elemente  des 
ersteren  liegt; 

2)  zwei  Punktreihen,  wenn  sie  Schnitte  eines  und  desselben 
Strahlenbüschels  sind  (Fig.  8); 

3)  zwei  Strahlenbüschel,  wenn  sie  Scheine  einer  und  derselben 
Punktreihe  (Fig.  7),  oder  Schnitte  eines  und  desselben  Ebenen- 
büschels (oder  beides)  sind; 

4)  zwei  Ebenenbüschel,  wenn  sie  Scheine  eines  und  desselben 
Sb-ahlenbüschels  sind. 

Von  zwei  in  dieser  Weise  auf  einander  bezogenen  einförmigen 
Grundgebilden  wollen  wir  nun  sagen,  sie  seien  „in  persi)ectivischer 
Lage",  oder  kürzer,  sie  seien  „perspectivisch" ;  so  dass  also  von 
zwei  ungleichaiügcn  perspectivischen  Grundgebilden  das  eine  ein 
Schnitt  des  anderen  ist,  zwei  gleichartige  perspectivische  Grund- 
gebilde dagegen  entweder  Schnitte  oder  Scheine  eines  und  des- 
selben dritten  Grundgebildes  sind. 

Werden  zwei  einfiirmige  Grundgebilde  auf  ein  und  dasselbe 
dritte  perspectivisch  bezogen  (z.  B.  zwei  Punktreihen  auf  eine 
dritte),  so  sind  sie  auch  auf  einander  bezogen,  jedoch  ohne  im 
Allgemeinen  perspectivische  Lage  zu  haben.  Wir  gelangen  so  zu 
einer  zweiten,  der  sogenannten  „sclüefeu  Lage"  von  zwei  auf 
einander  bezogenen  Grundgebilden,  welche  wir  aus  der  perspec- 
tivischen auch  auf  folgende  Weise  ableiten  kömien.  Nämlich  wir 
können  zwei  perspectivische  Grundgebilde  gegen  einander  ver- 
schieben; dann  bleibt  jedem  Elemente  des  einen  ein  bestimmtes 
P^lement  des  anderen  Gebildes  zugewiesen,  aber  die  Gel)ilde  ver- 
lieren im  Allgemeinen  ihre  perspectivische  Lage. 

Wir  können  noch  auf  unzählig  viele  andere  Arten  zwei  Grund- 
gebilde auf  einander  beziehen,  z.  B.  zwei  Strahlenbüschel,  indem 
wir  sie  als  Scheine  einer  und  derselben  Curve  auffassen.  Die 
vorhin  angegebene  Art  des  Beziehens  unterscheidet  sich  nun  in 
einem  wichtigen  Punkte  von  allen  übrigen,  und  zwar  sowohl  wenn 
die  Gebilde  in  perspectivischer,  als  wenn  sie  in  schiefer  Lage  sich 
befinden.  Werden  nämlich  irgend  vier  harmonische  Elemente  aus 
dem  einen  der  beiden  Gebilde  herausgegriffen,  so  entsprechen 
diesen  offenbar  wieder  vier  harmonische  Elemente  in  dem  an- 
deren Gebilde,  weil  ja  Scheine  und  Schnitte  von  harmonischen 
Gebilden  wieder  harmonische  Gebilde  sind.    Diese  Eigenthümlich- 
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keit  findet  bei  anderen  Arten  des  Beziehens  im  Allgemeinen  nicht 
statt,  und  wir  werden  so  dazu  geführt,  folgende  Definition  auf- 
zustellen : 

Zivei    Grundgebüde    heissmi    zu    einatider    projectivisch 
verwandt    oder   kurz    'projectivisch .,    wenn  sie   so   auf  ein- 
ander  bezogen   sind,    dass  je   vier  harmonischen   Elementen  des 
einen  allemal  vier  har^monische  Elemente  des  anderen  entsprecJien. 
Zwei  perspectivische  einförmige  Grundgebilde  sind  demnach 
auch  projectivisch;  sie  sind  nur  noch  ausgezeichnet  durch  ihre  be- 
sondere gegenseitige  Lage.    Die  Ausdrücke  ;,conform"  und  „homo- 
graphisch^,  welche  Paulus  und  Chasles  gebrauchen,  sind  gleich- 
bedeutend mit  projectivisch.     v.   Stau  dt  hat  für  ^projectivisch^ 
das  Zeichen  X  eingeführt. 

Aus  der  Erklärung  der  projectivischen  Verwandtschaft  folgt 
sofort: 

Wenn  zwei  Gebilde  zu  einem  dritten  projectivisch  sind,   so 
sind  sie  auch  zu  einander  projectivisch. 

Sind  z.  B.  zwei  Punktreihen  zu  einer  und  derselben  dritten 
perspectivisch,  so  sind  sie  zu  einander  projectivisch,  haben  aber  nur 
in  besonderen  Fällen  perspectivische  Lage.  Das  Gleiche  gilt  von 
beliebigen  Grundgebilden  erster  Stufe. 

Zwei  gleichartige  projectivische  Grundgebilde  köimen  auch 
;,in  einander  liegen^,  das  heisst  denselben  Träger  haben.  Zwei 
projectivische  Ebenenbüschel  z.  B.  können  mit  den  Axen  auf 
einander  gelegt  werden,  und  ebenso  können  zwei  projectivische 
Punktreihen  in  derselben  Geraden  liegen,  so  dass  jeder  Punkt 
der  Geraden  zweimal  gedacht  werden  muss.  Für  das  Folgende 
ist  nun  die  Untersuchung  von  grosser  Wichtigkeit,  wie  viele  Ele- 
mente zwei  projectivische  einförmige  Grundgebilde,  welche  in  ein- 
ander liegen,  ;, entsprechend  gemein"  haben,  d.  h.  wie  oft  ein 
Element  des  einen  Gebildes  mit  dem  ihm  entsprechenden  Elemente 
des  anderen  zusammenfällt.  Dass  zunächst  der  Fall  möglich  ist, 
^n  welchem  sie  ein  oder  zwei  Elemente  entsprechend  gemein  haben, 
ergiebt  sich  aus  folgendem  Doppelsatze: 

Sind    in    einer    Ebene    zwei  '       Sind    in    einer    Ebene    zwei 
Strahlenbüschel     Sj      und     S2     Punktreihen  M|  und  W2  (Fig.  22) 


(Fig.  21)  gegeben,  welche  Scheine 
einer  und  derselben  Punktreihe 


gegeben,   welche  Schnitte  eines 
und  desselben  Strahlenbüschels 


M,  also  persi)ectivisch  sind,   und  '  S,  also  perspectivisch  sind,  und 
schneiden  wir   dieselben   durch  '  projiciren    wir     dieselben    aus 
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eine  Gerade  t?,  so  erhalten  wir  j  einem  Punkte  T  der  Ebene,  so 
in  dieser  zwei  projectivische  wird  dieser  der  Mittelpunkt  von 
Punktreihen  M|  und  «21  welche  ;  zwei  projectivischen  Strahlen- 
die  beiden  Schnittpunkte  von  v  '•  huscheln,  welche  die  beiden 
mit  M  und  mit  S|iS2  entsprechend  '  Verbindungslinien  von  7^  mit  S 
gemein  haben.  Diese  beiden  und  mit  M|ti2  entsprechend  ge- 
Punkte fallen  zusammen,  wenn  .  mein  haben.  Diese  beiden 
-^— — —  ■  I 

S1S2  durch  UV  geht.  ,  Strahlen  fallen  zusammen,  wenn 

;  «,U2  auf  ST  liegt 
Zur  Erläuterung  füge  ich  hinzu,  dass  links  zwei  Punkte  Ai 
und  A2  von  resp.  M|  und  «2  einander  entsprechen,  wenn  S^Ä^ 
und  S2A2  in  einem  Punkte  A  von  w  sich  schneiden.  Den  Schnitt- 
punkt UV  haben  daher  die  drei  Punktreihen  ii,  m,  und  «12  ent- 
sprechend gemein,  während  ii|  und  «2  *^^ch  den  Schnittpunkt  von  v 
mit  dem  gemeinsamen  Strahl  S|/S^  der  Büschel  S|  und  /Sj  ent- 
sprechend gemein  haben. 

Wird  von  zwei  projectivischen  Punktreihen  m,  t/|  die  eine  u 
durch  stetige  Bewegung  eines  Punktes  P  beschrieben,  so  durch- 
läuft zugleich  der  entsprechende  Punkt  Pj  von  M|  diese  andere 
Punktreihe,  wenn  P  und  P|  beständig  homologe  Punkte  bleiben. 
Nun  können  aber,  wenn  u  und  «|  auf  derselben  Geraden  liegen, 
die  Punkte  P  und  P^  sich  entweder  in  gleichem  oder  in  entgegen- 
gesetztem Sinne  bewegen  (Fig.  27  und  28).  Im  ersteren  Falle 
(Fig.  28)  nennen  wir  die  Punktreihen  ^einstimmig*',  im  letzteren 
(Fig.  27)  ;, entgegengesetzt  projectivisch.*^  Ebenso  neimen  wir  zwei 
projectivische  Strahlenbüschel  S  und  S|,  welche  concentrisch  und 
in  derselben  El)ene  liegen  (Fig.  29  und  30),  oder  zwei  projectivische 
Ebenenbüschel,  welche  dieselbe  Axe  haben,  ^einstimmig"  (Fig.  30) 
oder  ^entgegengesetzt  projectivisch^  (Fig.  29),  jenachdem  zwei  ho- 
moh)ge  Elemente,  indem  sie  dieselben  beschreiben,  sich  in  gleichem 
oder  in  entgegengesetztem  Sinne  drelien.  In  entgegengesetzt  pro- 
jectivischen Gebilden  erster  Stufe  (Fig.  27  und  29)  müssen  die 
beiden  sich  entsprechend  bewegenden  Elemente  nothwendig  zwei- 
mal zusammenfallen;  es  ergiebt  sich: 

^Entgegengesetzt  projectivische  Grundgebilde  erster  Stufe  haben 

„allemal  zwei   Elemente  entprechend  gemein;   dui*ch  diese  sind 

Je  zwei  andere  homologe  Elemente  von  einander  getrennt.** 

Dagegen   haben   einstimmig  projectivische  Gebihle   nur  dann 

zwei  Elemente  entsprechend  gemein,  wenn  eine  Strecke  (resp.  ein 

Winkel)  AB  des  einen  ganz  in  der  entsprechenden  Strecke  (resp. 
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dem  entsprechenden  Winkel)  des  anderen  liegt  (Fig.  28);  sie  haben 
in  besonderen  Fällen  nur  ein,  häufig  (Fig.  30)  gar  kein  Element 
entsprechend  gemein.  —  Zwei  projectivische  Punktreihen  w,  «|, 
welche  drei  Punkte  A^  B^  C  entsprechend  gemein  haben,  müssen 
wegen  des  vorhergehenden  Satzes  einstimmig  projectivisch  sein. 
Wir  können  nunmehr  den  folgenden  Fundamentalsatz 
der  Geometrie  der  Lage  beweisen: 

Wenn  zwei  einförmige  projectivische  Grundgebilde  drei  Eh- 
mente  A,  B,  C  entsprecJiend  geniein  haben,  so  liaheii  sie  alle  ihre 
Elemente  entsjyrechend  gemein^  sind  also  identisch. 

Sind  nämlich  zunächst  die  projectivischen  Grundgebihle 
zwei  Punktreihen  u  und  W|  (Fig.  23),  so  muss  jeder  Punkt,  wel- 
cher von  einem  der  entsprechend  gemeinschaftlichen  Punkte  A^  B^C 
durch  die  beiden  anderen  harmonisch  getrennt  ist,  mit  seinem 
entsprechenden  zusammenfallen,  weil  derselbe  völlig  bestimmt  ist 
und  weil  vier  harmonischen  Punkten  von  n  allemal  vier  harmonische 
Punkte  von  ?/|  entsprechen  sollen  (Definition).  Gesetzt  nun,  es 
gebe  auf  derjenigen  Strecke  A  J3,  welche  den  Punkt  C  nicht  ent- 
hält, einen  Punkt  P  von  «,  welcher  mit  dem  entsprechenden 
Punkte  P|  von  W|  nicht  zusammenfällt.  Lassen  wir  dann  P  im 
Sinne'il-SC  die  Punktreihe  m  durchlaufen,  so  beschreibt  P|  die  «| 
in  demselben  Sinne  und  muss  sich  entweder  in  B  oder  vor  B  in  einem 
Punkte  B^  mit  P  vereinigen.  Bewegt  sich  P  im  entgegengesetzten 
Sinne  CBA,  so  muss  auch  P^  sich  im  Sinne  CBA  bewegen  und 
entweder  in  A  oder  vor  A  in  einem  Punkte  -4'  mit  P  zusammen- 
fallen. Wir  erhalten  auf  diese  Weise  eine  Strecke  A^  B\  die 
entweder  gleich  A  B  oder  ein  Theil  von  A  B  ist  und  von  welclier 
kein  Punkt,  ausgenommen  die  beiden  Endpunkte  A*  und  ß',  mit 
seinem  entsprechenden  zusammenfällt.  Das  ist  aber  unmöglich, 
weil  dem  Obigen  zufolge  derjenige  Punkt,  welcher  vom  Punkte  C 
durch  A'  und  Ä'  harmonisch  getrennt  ist,  mit  seinem  entsprechen- 
den zusammenfallen  muss.  Es  folgt  daraus,  dass  die  Punktreihen 
u  und  2/j  jeden  Punkt  der  Strecke  A  B  gemein  haben  müssen, 
eben  deshalb  aber  auch  jeden  anderen  Punkt  Q  der  Geraden, 
weil  Q  durch  A  und  B  von  einem  Punkte  der  Strecke  A  B  har- 
monisch getrennt  ist. 

Für  zwei  projectivische  Strahlen-  oder  Ebeuenbüschel,  welche 
drei  Elemente  entsprechend  gemein  haben,  können  wir  den  Satz 
entweder  ganz  analog  beweisen;  oder  noch  einfacher,  wir 
führen   diesen  Fall  dadurch   auf  den  vorigen   zurück,   dass   wir 
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durch  eine  und  dieselbe  Gerade  die  Büschel  in  zwei  Puuktreihen 
schneiden.  Die  letzteren  sind  dann  auch  projectivisch  und  haben 
drei  und  folglich  alle  ihre  Elemente  entsprechend  gemein,  woraus 
das  Gleiche  für  die  Büschel  folgt. 

Zwei    projectivische    einförmige    Grundgebilde    können    also 
höchstens  zwei  Elemente  entsprechend  gemein  haben,   wenn  nicht 
jedes  Element  des   einen   mit  dem   entsprechenden  Elemente  des 
anderen   zusammenfallen   soll.     Eine   andere   wichtige  Folgerung 
aus  unserem  Fundamentalsatze  ist: 
„Wenn  eine  Punktreihe  zu  einem  Büschel,    oder  ein  Strahlen- 
„büschel  zu  einem  Ebenenbüschel  projectivisch  ist,  und  drei  Ele- 
;,mente  des  ersteren  Gebildes  in  den  ihnen  entsprechenden  Ele- 
„menten   des   letzteren   liegen,   so   ist  das   erstere  Gebilde  ein 
„Schnitt  des  letzteren." 
Dasselbe    hat    nämlich    mit    demjenigen    Schnitte    des    letzteren, 
welchen  der  Träger  des   ersteren  Gebildes  erzeugt,   drei  und  fol- 
lich  alle  seine  Elemente  entsprechend  gemein,  ist  also  mit  ihm 
identisch. 


Wenn  zwei  projectivische 
Strahlenbüschel  Sund  /Si(Fig.  25), 
welche  in  einerlei  Ebene  liegen, 
aber  nicht  concentrisch  sind, 
den  Strahl  a  oder  a,,  welcher 
ihre  Mittelpunkte  verbindet,  ent- 
sprechend gemein  haben,  so  sind 
sie  Scheine  einer  und  derselben 
Punktreihe  «  und  somit  per- 
spectivisch.  Denn  verbinden  wir 
die  Punkte  B  und  C,  in  welchen 
irgend  zwei  Strahlen  b  und  c 
des  Büschels  S  von  den  ihnen 
resp.  entsprechenden  Strahlen  b\ 
und  cj  von  S,  geschnitten  werden, 
durch  eine  Gerade  B  C  oder  t/, 
so  sind  die  beiden  Punktreihen, 
in  welchen  w  die  Büschel  S  und 
S|  schneidet,  identisch,  weil  sie 
projectivisch   sind  und  die  drei 

•  •  •  

Punkte  «a,  üb  und  vc  oder  A^  B 
und  Centsprechend  gemein  haben. 


Wenn  zwei  projectivische 
Punktreihen  «  und  M|  (Fig.  24), 
welche  sich  schneiden,  ihren 
Schnittpunkt  A  oder  Ai  ent- 
sprechend gemein  haben,  so  sind 
sie  Schnitte  eines  und  desselben 
Strahlenbüschels  S  und  somit 
perspectivisch.  Denn  verbinden 
wir  irgend  zwei  Punkte  B  und 
C  von  u  mit  den  ihnen  resp. 
entsprechenden  Punkten  B|  und 
C|  von  W|  durch  die  Geraden 
b  und  c,  und  bezeichnen  wir 
mit  S  den  Schnittpunkt  dieser 
Geraden,  so  sind  die  beiden 
Strahlenbüschel,  durch  welche 
aus  S  die  Punktreihen  u  und  «| 
projicirt  werden,  identisch,  weil 
sie  ijrojectivisch  sind  und  die 
drei  Strahlen  SA^  SB  und  SC 
oder  a,  b  und  c  entsprechend 
gemein  haben. 
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Diesem  Doppelsatze  steht    der  folgende  aus  der   Geometrie 
des  Strahlenbtindels  zur  Seite: 


Wenn  zwei  projectivische  Ebe- 
nenbüschel, deren  Axen  sich 
schneiden,  die  Verbindungsebene 
dieser  Axen  entsprechend  gemein 
haben,  so  sind  sie  Scheine  eines 
und  desselben  Strahlenbüschels 
und  daher  perspectivisch.  Ver- 
binden wir  nämlich  irgend  zwei 
Schnittlinien  homologer  Ebe- 
nen mit  einander,  und  schnei- 
den wir  durch  die  Verbindungs- 
ebene die  beiden  Ebenenbüschel, 
so  erhalten  wir  zwei  projecti- 
Tische  Strahlenbüschel,  welche 
drei  Strahlen  entsprechend  ge- 
mein haben  und  folglich  iden- 
tisch sind. 


Wenn  zwei  projectivische 
Strahlenbüschel,  welche  concen- 
trisch  sind,  aber  in  verschiede- 
nen Ebenen  liegen,  die  Schnitt- 
linie dieser  Ebenen  entsprechend 
gemein  haben,  so  sind  sie  Schnitte 
eines  und  desselben  Ebenenbü- 
schels und  daher  perspectivisch. 
Projiciren  wir  nämlich  aus  der 
Schnittlinie  von  irgend  zwei 
Verbindungsebenen  homologer 
Strahlen  die  beiden  Strahlen- 
büschel, so  erhalten  wir  zwei 
projectivische  Ebenenbüschel, 
welche  drei  Ebenen  entsprechend 
gemein  haben  und  folglich  iden- 
tisch sind. 


Die  Beweise  dieses  und  des  vorhergehenden  Doppelsatzes 
sind,  wie  Sie  bemerkt  haben  werden,  einander  ganz  analog;  auch 
der  folgende  Satz  wird  auf  die  nämliche  Art  bewiesen. 


Zwei  projectivische,  aber  nicht 
concentrische  Strahlenbüschel  S 
und  S|  (Fig.  25)  haben  perspec- 
tivische  Lage,  wenn  von  den 
Schnittpunkten  ihrer  homolo- 
gen Strahlen  irgend  drei  in  einer 
Geraden  u  liegen.  Denn  die 
projectivischen  Punktreihen,  in 
welchen  die  beiden  Strahlen- 
büschel von  der  Geraden  u  ge- 
schnitten werden,  haben  jene 
drei  Punkte  Ä,  C,  D  und  folg- 
lich alle  ihrePunkte  entsprechend 
gemein;  alle  Schnittpunkte  ho- 
mologer Strahlen  der  beiden 
Büschel  liegen  folglich  auf  der 
Geraden  u. 


Zwei  projectivische,  aber  nicht 
auf  einander  liegende,  Punkt- 
reihen u  und  «j  (Fig.  24)  haben 
perspectivische  Lage,  wenn  von 
den  Verbindungslinien  ihrer 
homologen  Punkte  irgend  drei 
durch  einen  Punkt  S  gehen. 
Denn  die  projectivischen  Strahlen- 
büschel, durch  welche  die  beiden 
Punktreihen  aus  dem  Punkte  S 
projicirt  werden,  haben  jene 
drei  Strahlen  Bßl,  CC\,  DD^ 
und  folglich  alle  ihre  Strahlen 
entsi)rechend  gemein;  alle  Ver- 
bindungslinien homologer  Punkte 
von  u  und  W|  gehen  folglich 
durch  & 


4h  Fönfter  Vortnfr. 

Es  wird  Ihnen  ein  Leichtes  sein«  die  analo<!en  Sätze  über 
Stralilen-  and  Ebenenbüschel  im  Strahlenbündel  aufzustellen  und 
zu  beweisen- 

Wenn  zwei  auf  einander  bezogene  Strahlenbiischel  in  einer 
Ebene,  aber  nicht  concentrisch  liegen,  so  folgen  die  Schnittpunkte 
ihrer  homologen  Strahlen  stetig  auf  einander;  denn  wenn  ein 
Strahl  durch  Drehung  um  den  Mittelpunkt  den  einen  Büschel 
beschreibt  »o  dreht  sich  der  entsprechende  Strahl  stetig  mit  und 
beschreibt  den  anderen  Büschel,  und  der  Schnittpunkt  der  beiden 
Strahlen  besehreibt  folglich  eine  Linie.  Sind  nun  die  beiden 
Strahlenbüschel  projectivisch,  ohne  jedoch  perspectivische  Lage  zu 
haben,  so  liegen  alle  Schnittpunkte  ilirer  homolc^en  Strahlen  in 
einer  Cunre,  welche  dem  obigen  Satze  zufolge  mit  keiner  Geraden 
mehr  als  zwei  Punkte  gemein  hat  Wir  nennen  dieselbe  wegen 
dieser  Eigenthümlichkeit  eine  „Curre  oder  Punktreihe  zweiter 
Ordnung** ;  von  ihr  soll  das  gerade  Gebilde,  wo  es  nöthig  erscheint, 
durch  den  Namen  ^Punktreihe  erster  Ordnung*'  unterschieden 
werden. 

Liegen  zwei  projectivische  Punktreihen  schief  in  einer  Ebene, 
so  bilden  ebenso  die  sämmtlichen  Verbindungslinien  von  je  zwei 
einander  entsprechenden  Punkten  derselben  eine  stetige  Aufein- 
anderfolge von  Strahlen,  von  welchen  durch  keinen  Punkt  mehr 
als  zwei  gehen.  Die  Gesammtheit  dieser  Verbindungslinien  be- 
zeichnen wir  als  einen  „Strahlenbüschel  zweiter  Ordnung*',  die 
gewöhnlichen  Strahlenbüschel  dagegen,  um  Zweideutigkeiten  zu 
vermeiden,  als  Strahlenbüschel  „erster  Ordnung*'. 

Die  Curven  und  Strahlenbüschel  IL  Ordnung  sind  also  folgen- 
dermaassen  durch  ihre  Entstehungsart  definirt: 

Zwei  projectivische  Strahlen-  |  Zwei  projectivische  Punkt- 
büschel (erster  Ordnung),  die  :  reihen  (erster  Ordnung),  die 
schief  in  einer  Ebene  liegen,  •  schief  in  einer  Ebene  liegen,  er- 
erzeugen eine  Curve  oder  Punkt-  zeugen  einen  Strahlenbüschel 
reihe  IL  Ordnung,  indem  jeder  ',  IL  Ordnung,  indem  jeder  Punkt 
Strahl  des  einen  den  entsprechen-  der  einen  den  entsprechenden 
den  Strahl  des  anderen  Büschels  Punkt  der  anderen  Punktreihe 
in   einem   Punkte   dieser   Curve     durch  einen  Strahl  dieses  Büschels 

j 

schneidet  ;  projicirt. 

In  keiner  Geraden  liegen  mehr  j       Durch    keinen    Punkt    gehen 

als    zwei    Punkte    einer    Cuitc  '  mehr    als    zwei    Strahlen   eines 

IL  Ordnung,  [  Büschels  IL  Ordnung. 
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Diesem   Doppelsatze  steht    der  folgende  aus  der   Geometrie 
des  Strahlenbündels  zur  Seite: 


Wenn  zwei  projectivische  Ebe- 
nenbüschel, deren  Axen  sich 
schneiden,  die  Verbindungsebene 
dieser  Axen  entsprechend  gemein 
haben,  so  sind  sie  Scheine  eines 
und  desselben  Strahlenbüschels 
und  daher  perspectivisch.  Ver- 
binden wir  nämlich  irgend  zwei 
Schnittlinien  homologer  Ebe- 
nen mit  einander,  und  schnei- 
den wir  durch  die  Verbindungs- 
ebene die  beiden  Ebenenbüschel, 
so  erhalten  wir  zwei  projecti- 
vische Strahlenbüschel,  welche 
drei  Strahlen  entsprechend  ge- 
mein haben  und  folglich  iden- 
tisch sind. 


Wenn  zwei  projectivische 
Strahlenbüschel,  welche  concen- 
trisch  sind,  aber  in  verschiede- 
nen Ebenen  liegen,  die  Schnitt- 
linie dieser  Ebenen  entsprechend 
gemein  haben,  so  sind  sie  Schnitte 
eines  und  desselben  Ebenenbü- 
schels und  daher  perspectivisch. 
Projiciren  wir  nämlich  aus  der 
Schnittlinie  von  irgend  zwei 
Verbindungsebenen  homologer 
Strahlen  die  beiden  Strahlen- 
büschel, so  erhalten  wir  zwei 
projectivische  Ebenenbüschel, 
welche  drei  Ebenen  entsprechend 
gemein  haben  und  folglich  iden- 
tisch sind. 


Die  Beweise  dieses  und  des  vorhergehenden  Doppclsatzes 
sind,  wie  Sie  bemerkt  haben  werden,  einander  ganz  analog;  auch 
der  folgende  Satz  wird  auf  die  nämliche  Art  bewiesen. 


Zwei  projectivische,  aber  nicht 
concentrische  Strahlenbüschel  Ä 
und  S,  (Fig.  25)  haben  perspec- 
tivische  Lage,  wenn  von  den 
Schnittpunkten  ihrer  homolo- 
gen Strahlen  ii*gend  drei  in  einer 
Geraden  u  liegen.  Denn  die 
projectivischen  Punktreihen,  in 
welchen  die  beiden  Strahlen- 
büschel von  der  Geraden  «  ge- 
schnitten werden,  haben  jene 
drei  Punkte  J5,  C,  D  und  folg- 
lich alle  ihre  Punkte  entsprechend 
gemein;  alle  Schnittpunkte  ho- 
mologer Strahlen  der  beiden 
Büschel  liegen  folglich  auf  der 
Geraden  «. 


Zwei  projectivische,  aber  nicht 
auf  einander  liegende,  Punkt- 
reihen M  und  Mj  (Fig.  24)  haben 
perspectivische  Lage,  wenn  von 
den  Verbindungslinien  ihrer 
homologen  Punkte  irgend  drei 
durch  einen  Punkt  S  gehen. 
Denn  die  projectivischen  Strahlen- 
büschel, durch  welche  die  beiden 
Punktreihen  aus  dem  Punkte  S 
l)rojicirt  werden,  haben  jene 
drei  Strahlen  WW^,  CC\,  DD^ 
und  folglich  alle  ihre  Strahlen 
entsprechend  gemein;  alle  Ver- 
bindungslinien homologer  Punkte 
von  «  und  W|  gehen  folglich 
durch  S, 
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Es  wird  Ihnen  ein  Leichtes  sein,  die  analogen  Sätze  über 
Strahlen-  und  Ebenenbüschel  im  Strahlenbündel  aufzustellen  und 
zu  beweisen. 

Wenn  zwei  auf  einander  bezogene  Strahlenbüschel  in  einer 
Ebene,  aber  nicht  concentrisch  liegen,  so  folgen  die  Schnittpunkte 
ihrer  homologen  Strahlen  stetig  auf  einander;  demi  wenn  ein 
Strahl  durch  Drehung  um  den  Mittelpunkt  den  einen  Büschel 
beschreibt,  so  di-eht  sich  der  entsprechende  Strahl  stetig  mit  und 
beschreibt  den  anderen  Büschel,  und  der  Schnittpunkt  der  beiden 
Strahlen  beschreibt  folglich  eine  Linie.  Sind  nun  die  beiden 
Strahlenbüschel  projectivisch,  ohne  jedoch  perspectivische  Lage  zu 
haben,  so  liegen  alle  Schnittpunkte  ihrer  homologen  Strahlen  in 
einer  Curve,  welche  dem  obigen  Satze  zufolge  mit  keiner  Geraden 
mehr  als  zwei  Punkte  gemein  hat.  Wir  nennen  dieselbe  wegen 
dieser  Eigenthümlichkeit  eine  „Curve  oder  Punktreihe  zweiter 
Ordnung*' ;  von  ihr  soll  das  gerade  Gebilde,  wo  es  nöthig  erscheint, 
durch  den  Namen  „Punktreihe  erster  Ordnung*'  unterschieden 
werden. 

Liegen  zwei  projectivische  Punktreihen  schief  in  einer  Ebene, 
so  bilden  ebenso  die  sämmtlichen  Verbindungslinien  von  je  zwei 
einander  entsprechenden  Punkten  derselben  eine  stetige  Aufein- 
anderfolge von  Strahlen,  von  welchen  durch  keinen  Punkt  mehr 
als  zwei  gehen.  Die  Gesammtheit  dieser  Verbindungslinien  be- 
zeichnen wir  als  einen  „Strahlenbüschel  zweiter  Ordnung*',  die 
gewöhnlichen  Strahlenbüschel  dagegen,  um  Zweideutigkeiten  zu 
vermeiden,  als  Strahlenbüschel  „erster  Ordnung*'. 

Die  Curven  und  Strahlenbüschel  IL  Ordnung  sind  also  folgen- 
dermaassen  durch  ihre  Entstehungsart  definirt: 


Zwei  projectivische  Strahlen- 
büschel (erster  Ordnung),  die 
schief   in    einer    Ebene    liegen. 


Zwei  projectivische  Punkt- 
reihen (erster  Ordnung),  die 
schief  in  einer  Ebene  liegen,  er- 


erzeugen eine  Curve  oder  Punkt-     zeugen     einen     Strahlenbüschel 


reihe  IL  Ordnung,  indem  jeder 
Strahl  des  einen  den  entsprechen- 
den Strahl  des  anderen  Büschels 
in   einem   Punkte   dieser   Curve 


IL  Ordnung,  indem  jeder  Punkt 
der  einen  den  entsprechenden 
Punkt  der  anderen  Punktreihe 
durch  einen  Strahl  dieses  Büschels 


schneidet.  :  projicirt. 


In  keiner  Geraden  liegen  mehr 
als  zwei  Punkte  einer  Curve 
IL  Ordnung, 


Durch  keinen  Punkt  gehen 
mehr  als  zwei  Strahlen  eines 
Büschels  IL  Ordnung. 
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Ganz  analoge  Gebilde  IL  Ordnung  werden  durch  schief 
liegende  Strahlen-  und  Ebenenbüschel  im  Strahlcnbündel  erzeugt. 
Ich  werde  in  den  nächsten  Vorträgen  alle  diese  neuen  Gebilde 
näher  untersuchen. 

Zu  Constructionen  der  Curven  und  Strahlenbüschel  IL  Ordnung 
gelangen  wir,  indem  wir  den  folgenden  wichtigen  Satz  beweisen: 
Zwei  einförmige  Grundgebilde  können  stets  in  solcher  Weise 
prqjedivisch  auf  einander  bezogen  werden,  dass  man  irgend 
drei  El^enienten  des  einen  drei  beliebige  Elemente  des  anderen 
Grutidgebildes  zuweist;  zu  jedem  vierten  Elemente  des  einen 
kann  dann  das  entsprechende  des  anderen  Gebildes  eindeutig 
bestimmt  tcerden. 

Wir  können  den  Beweis  dieses  Satzes  direct  aus  der  Erklä- 
rung der  projectivischen  Verwandtschaft  schöpfen,  und  aus  dem 
Satze,  dass  durch  drei  Elemente  eines  einförmigen  Grundgebildes 
ein  einziges  viertes  bestimmt  ist,  welches  von  einem  der  ersteren 
durch  die  übrigen  beiden  harmonisch  getrennt  ist.  Daraus  folgt 
durch  älmliche  Betrachtungen  wie  oben  (S.  45),  dass  durch 
die  drei  gegebenen  Paare  homologer  Elemente  unendlich  viele 
solche  Paare  einander  zugewiesen  sind,  und  dass  in  dem  einen 
Gebilde  kein  Element  vorkommt,  welchem  dadurch  nicht  ein 
Element  des  anderen  zugewiesen  wäre. 

Ich  will  jedoch  den  Beweis  noch  auf  andere  Weiser  führen; 
aber  nur  für  zwei  Punktreihen,  weil  alle  anderen  Fälle  sich  auf 
diesen  einen  leicht  zurückführen  lassen.  Ist  nämlich  eines  oder 
jedes  der  beiden  Grundgebilde  ein  Büschel,  so  können  wir  für 
dasselbe  den  Schnitt  mit  einer  Geraden,  also  eine  Punktreihe, 
substituiren. 

Sollen  nun  zunächst  zwei  in  einer  Ebene  liegende  Punktreihen 
w  und  «I  (Fig.  24)  projectivisch  so  auf  einander  bezogen  werden, 
dass  sie  den  Schnittpunkt  A  oder  Ai  ihrer  Träger  entsprechend 
gemein  haben,  und  dass  den  Punkten  B  und  C  von  n  die  rcsp. 
Punkte  -B]  und  C^  von  «|  entsprechen,  so  muss  die  eine  Punkt- 
reihe eine  Projection  der  anderen  sein  aus  dem  Schnittpunkte  /S 
von  BBi  und  CQ.  Irgend  einem  vierten  Punkte  D  von  u  ent- 
spricht also  in  w,   seine  Projection  J5|  aus  dem  Punkte  S. 

Sollen  ferner  zwei  Punktreihen  u  und  «i  (Fig.  26),  die  nicht 
in  derselben  Geraden  liegen,  so  auf  einander  projectivisch  bezogen 
werden,  dass  den  Punkten  A,  B,  C  von  u  die  resp.  Punkte  i4|, 
J5j,  C|  von  «1  entsprechen,  so  nehmen  wir  auf  einer  Verbindungs- 

Re^e,  Geometrie  der  Lage.     I.    2.  Aufl.  4 
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linie  von  zwei  einander  entsprechenden  Punkten,  z.  B.  auf  AAi^ 
einen  von  A  und  Ai  verschiedenen  Punkt  S  an,  und  legen  durch 
Ai  eine  von  ?i|  und  Ä  A^  verschiedene  Gerade  «2,  welche  die 
Gerade  u  schneidet.  Projiciren  wir  dann  die  Puuktreihe  «  auf  «2 
aus  dem  Mittelpunkte  S,  und  sind  A2,  Ä>»  Q  ^i^  Projectionen 
von  i4,  J3,  C,  so  ist  unsere  Aufgabe  offenbar  auf  die  vorhergehende 
zurückgeführt.  Denn  wir  liaben  nur  noch  i/j  und  «2  so  auf  ein- 
ander projectivisch  zu  beziehen,  dass  sie  ihren  Schnittpunkt  Ai 
oder  A2  entsprechend  gemein  haben  und  den  Punkten  B^  und  61 
von  «I  die  resp.  Punkte  -62  und  C2  von  «2  entsprechen.  Die 
Punktreihen  w  und  M|  können  daher  als  Projectionen  einer  und 
derselben  dritten  Punktreihe  «2  angesehen  werden.  Um  zu  irgend 
einem  Punkte  D  von  u  den  entsprechenden  Punkt  D^  in  M|  zu 
bestimmen,  suchen  wir  zunächst  seine  Projection  D2  auf  «2,  mit 
deren  Hülfe  wir  dann  nach  den  Regeln  des  schon  erledigten 
Falles  J5,  finden. 

Sollen  endlich  zwei  in  einer  und  derselben  Geraden  liegende 
Punktreihen  «  und  Wj  (Fig.  27  und  28)  projectivisch  so  auf  einander 
bezogen  werden,  dass  den  Punkten  A^  B^  C  von  u  die  resp. 
Punkte  i4|,  5^,  6\  von  «|  entsprechen,  so  führen  wir  diesen  Fall 
auf  den  vorigen  dadurch  zurück,  dass  wir  «j  auf  irgend  eine 
andere  Gerade  t/2  projiciren.  Fallen  irgend  zwei  einander  ent- 
sprechende Punkte,  z.  B.  A  und  A^ ,  auf  einander,  so  legen  wir  «2 
am  zweckmässigsten  durch  einen  solchen  Doppelpunkt,  indem  dann 
der  vorliegende  Fall  sogleich  auf  den  ersten  zurückgeführt  ist. 

Aus  dieser  Untersuchung  ergiebt  sich  der  Satz:  Zwei  pro- 
jectivische  einförmige  Grundgebilde  können  immer 
als  erstes  und  letztes  in  einer  Reihe  von  Gebilden  be- 
trachtet werden,  deren  jedes  zu  dem  folgenden  und  zu 
dem  vorhergehenden  perspectivisch  liegt.  Zwei  pro- 
jectivische  Punktreihen  z.  B.  können  angesehen  werden  als  das 
erste  und  letzte  von  vier  oder  weniger  Punktreihen,  von  denen 
jede  eine  Projection  der  benachbarten  ist.  Dieser  Satz  erklärt 
auch  den  Ausdruck  „projectivisch''. 

Zugleich  ergiebt  sich  eine  Reihe  anscheinend  verwickelter  Sätze 
auf  sehr  einfache  Weise.    Ich  nenne  von  denselben  nur  die  folgenden : 


Drehen  sich  die  Seiten  «i,  02, 
. . . . ,  Gn  eines  veränderlichen 
einfachen  necks  der  Reihe  nach 
um  n  feste  Punkte  iS| ,  Sj, , 


Durchlaufen  die  Eckpunkte 
i4|,  A2^ ,  An  eines  veränder- 
lichen einfachen  n  ecks  der  Reihe 
nach  n  feste  Gerade  Ui,  «2, , 
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1^,,  während  n  —  1  Seiten  A^A2^ 
.^2^3)  . .  .  . ,  ^«-ii4n  desselben 
sich  um  die  resp.  festen  Punkte 
/S|,  ö^,  ....,  S„_i  drehen,  so 


Sn ,   während  w  —  1   Eckpunkte 

«i«2i  ^^Z^ 1  ««-i«n  des- 
selben sich  auf  den  resp.  festen 

Geraden  «|,  «2,  .  .  . .,  u^i—x  be- 
wegen, so  beschreibt  der  letzte 
Eckpunkt  a„a|  und  jeder  andere 
Schnittpunkt  der  Seiten  des 
n  ecks  entweder  eine  Cui-ve 
II.  Ordnung  oder  eine  Ger*ade, 
und  zwar  eine  Gerade  u.  A. 
dann,  wenn  die  festen  Drehpunkte 
Äj,  Sg,  .  .  .  . ,  /S«  alle  auf  einer 
Geraden  g  liegen.  —  Die  Seiten 
öl ,  02, ,  a«  beschreiben  näm- 
lich um  /S|,  Sj,  .  .  .  . ,  /S„  Strah- 
lenbüschel, von  denen  jeder  zu 
dem  folgenden  perspectivisch 
liegt,  indem  die  Punktreihen 
ii|,  ii2,  ....,  ?t,i_i  die  resp. 
perspectivischen  Durchschnitte 
bilden.  Folglich  sind  je  zwei 
dieser  Büschel,  und  namentlich 
der  erste  und  der  letzte,  projecti- 
visch,  und  erzeugen  eine  Curve 
IL  Ordnung,  wenn  sie  nicht  etwa 
perspectivisch  liegen.  Dieser 
letztere  Fall  tritt  u.  A.  dann  ein, 
wenn  die  Mittelpunkte  der  Bü- 
schel auf  einer  Geraden  g  liegen ; 
denn  diese  ist  dann  sämmtlichini 
Büscheln  entsprechend  gemein, 
weil  bei  der  Bewegung  des 
necks  einmal  alle  Seiten  mit  g 
zusammenfallen. 

Diese  Sätze,  von  welchen  der  eine  (links)  die  Verallgemeinerung 
eines  Theorems  von  Maclaurin  und  Braikenridge  ist  und  der 
andere  (rechts)  von  Poncelet  herrührt,  bieten  uns  ein  Mittel  dar, 
um  beliebig  viele  Punkte  einer  Curve  oder  Strahlen  eines  Büschels 
IL  Ordnung  durch  lineare  Constructionen  zu  finden.  Für  n  =  3 
werden  diese  Constructionen  natürlich  am  einfachsten. 

4* 


beschreibt  die  letzte  Seite  A^Äi 
und  ebenso  jede  Diagonale  des 
necks  entweder  einen  Strahlen- 
büschel IL  Ordnung,  oder  sie 
dreht  sich  um  einen  festen  Punkt, 
und  zwar  tritt  der  letztere  Fall 
u.  A.  dann  ein,  weim  die  Ge- 
raden M|,  t/2, ,  li,,  sich  alle 

in  einem  Punkte   schneiden.  — 

Die  Eckpunkte  il|,  A2 ,  An 

beschreiben   nämlich   in  «j,  «2, 

,  Un  Punktreihen,  von  denen 

jede  zu  der  folgenden  perspec- 
tivisch liegt,  indem  Sj,  ^2, , 

/Sn_i  die  resp.  perspectivischen 
Centra  bilden.  Folglich  sind  je 
zwei  dieser  Punktreihen,  und  na- 
mentlich die  erste  und  die  letzte, 
projectivisch,  und  erzeugen  einen 
Büschel  IL  Ordnung,  wenn  sie 
nicht  etwa  perspectivisch  liegen. 
Dieser  letztere  Fall  ti*itt  u.  A. 
dann  ein,  wenn  die  Geraden 
W|,  U2,  .  .  .  .,  Vn  sich  in  einem 
Punkte  P  schneiden ;  denn  diesen 
haben  sie  dann  alle  entsprechend 
gemein,  weil  bei  der  Bewegung 
des  n  ecks  einmal  alle  Eckpunkte 
mit  P  zusammenfallen. 
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Anhang:   Metrische  Beziehungen  projectivischer 
Grundgebilde  der  ersten  Stufe. 

Zwischen  den  Winkeln  und  Strecken,  welche  durch  je  vier 
homologe  Elemente  projectivischer  Grundgebilde  begrenzt  werden, 
besteht  eine  wichtige  Proportion,  die  ich  Ihnen  zum  Schluss  noch 
entwickeln  will.  Wir  gehen  aus  von  einem  Strahlenbüschel  S 
(Fig.  24  und  2;'))  und  einer  zu  ihm  perspectivischen  Punktreihe  w. 
Vier  beliebige  Strahlen  «,  6,  c,  d  von  S  gehen  durch  ihre  ent- 
sprechenden Punkte  A,  B,  C\  D  von  «.  Die  Dreiecke  nun^  welche 
von  u  und  jenen  Strahlen  begrenzt  werden,  und  deren  gemein- 
schaftliche Spitze  6'  ist,  haben  gleiche  Höhe;  ihre  Flächen  ver- 
halten sich  daher,  wie  die  in  n  liegenden  Grundlinien,  so  dass  z.  B. 

\ASn   _AB  ,      ICS^B    _CIJ 

iÄsiJ       Ali  IC  SD  '^  cd' 

Der  Inhalt  eines  Dreiecks  ist  aber  gleich  dem  halben  Product 
aus  zwei  Seiten  in  den  Sinus  des  eingeschlossenen  Winkels.  Be- 
zeichnen wir  also  allgemein  mit  (pq)  den  W^inkel  zwischen  zwei 
Strahlen  p  und  q^  so  erhalten  wir  fiir  die  vier  Dreiecke  die  Werthe: 

1  ASB  =  ^AS.8B,sui{ah): 

A  ASD  =  i  AS,  SD,  sin  (ad): 

A  CSB  ---=  i  CS  .  SB.  Hin  (cb)\ 

A  CSD  =  ^CS  .  SD  .  sin  (cd); 

und  wenn  diese  Werthe  in  obige  Proportionen  einges(»tzt  und  die 

gemeinschaftlichen  Factoren  in  Zähler  und  Nenner  gegen  einander 

aufgehoben  werden,  so  folgt: 

SIi.^\n(nh)    _^    A  B  ,      S_B.%'m{cbl  __    C B 

Si)  .sin' {ad)      'AD  SI),%iu(cd)    ~"    CT)' 

Dividiren  wir  endlich  die  erste  dieser  Gleichungen  durch  die 

zweite,  und  heben  links  -^      gegen  -r,  j.   fort,  so  ergiebt  sich  die  ge- 

suchte  Proportion  in  folgender  Form: 

T  sinjafc)     .     sin  (cb)     __    A^  .     CB 

sin  (ad)    *     Bin  {cfl)     "^    AD  '    CD  ' 

C  B 

Jedes  Glied   dieser  Proportion  ist  ein  Verhältniss;   z.B.  -    - 

ist  das  Verhältniss  der  beiden  Strecken,  in  welche  die  Strecke 
BD  durch  den  Punkt  C  (der  in  Fig.  24  ausserhalb   BD  liegt) 

getheilt  wird,  und  -I"  7  j!  i^t  das  Sinusverhältniss  der  beiden 
"  sin  {cd) 

Winkel,  in  welcher  der  Winkel  (/></)  durch  den  Sti-ahl  c  getheilt 
wird.  Sowohl  die  linke  als  auch  die  rechte  Seite  der  Gleichung 
ist   also   ein    Verhältniss   zwischen   zwei   Verhältnissen,   oder   ein 
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sogenanntes  ^Doppelverhältniss".  Sie  erkennen  leicht  die  besondere 
Art,  in  welcher  die  vorliegenden  Doppelverhältnisse  gebildet  sind. 
Das  Doppelverliältniss  rechts  zwischen  den  von  A,  /i,  C  und  D 
begrenzten  Strecken  z.  B.  wird  dadurch  gewonnen,  dass  wir  die 
Verhältnisse,  nach  welchen  die  von  zweien  dieser  Punkte  begrenzte 
Strecke  BD  von  jedem  der  beiden  übrigen  Punkte  getheilt  wird, 
in  einander  dividiren;  und  ganz  analog  ist  das  andere  Doppelver- 
hältniss  zwischen  den  Sinus  zusammengesetzt.  Auch  folgt  aus  der 
Ableitung  unserer  Gleichung,  dass  es  gleichgültig  ist,  welclie  Strecke 
und  welchen  Winkel  wir  als  getheilt  ansehen,  wenn  nur  beide 
Doppelverhältnisse  in  gleicher  Weise  gebildet  werden;  denn  eine 
andere  Wahl  unserer  vier  Dreiecke  würde  uns  zu  folgender 
Gleichung  geführt  haben: 

sin  (ad)    .    sin  (b  d)    __   AI)    .    B  D 
sin  iac)    '     sin  (b  c)    ~    AC    '    BC' 
und    es   kann   Ihnen   nicht   schwer   fallen,    noch    mehr    ähnliche 
Gleichungen  für  dieselben  Punkte  und  Strahlen  aufzustellen. 

Bemerkenswerth  ist  nun,  dass  diese  Gleichungen  gültig  bleiben, 
wenn  wir  die  Punktreihe  n  in  irgend  eine  andere  schiefe  Lage 
gegen  den  Strahlenbüschel  bringen.  Auch  werden  auf  jeder  anderen 
Geraden  M|  (Fig.  24),  welche  in  A^^  B^^  Cj,  Z>|  die  resp.  Strahlen 
a,  6,  c,  d  schneidet,  Strecken  gebildet,  für  welche  die  mit  I  ana- 
loge Gleichung  gilt: 

jT  sin  {ab)    .    sin  (c6)     Al%-   •  J^^^- 

sin  (ad)     *     siu  {cd)  A\D\    '    C\Dx  ' 

und  ebenso  werden  A^  B^  C  und  D  aus  jedem  von  S  verschie- 
denen  Punkte  S,  (Fig.  25)  durch  vier  solche  Strahlen  «i,  6|,  q, 

^i  projicirt,  dass 

TTT  sin  {a\b\)  .    sin  {c\b\)    A  B    .    OB 

sin  {a\d\)   '    sin  (cidi)  AD    '    CD 

Ein  DoppelverhliUniss  obiger  Art  zwischen  vier  Elementen 
eines  geraden  Gebildes  oder  eines  Strahlenbiischels  ändert  also 
seinen  Werth  nichts  wenn  jene  Elemente  durch  die  entsprechenden 
Elemente  eines  perspectivischen  geraden  Gebildes  oder  Büschels 
ersetzt  werden. 

Da  wir  nun  zwei  projectivische  einförmige  Grundgebilde 
immer  als  erstes  und  letztes  von  einer  Reihe  von  Grundgebilden 
ansehen  können,  deren  jedes  zum  folgenden  perspectivisch  liegt, 
80  folgt: 

Sind  zwei  Grundgebilde  projectivische  so  ist  jedes  Doppel- 
verhältniss  zwischen    irgend  vier  Elementen  des  einen  gleich  dem 
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analogen  DopyelverTiältniss  ztoischen  den  ent»prechenden  vier  EU- 

vienien  des  anderen  Grundgebildes. 

Sind  z.  B.  u  und  «|  zwei  zu  einander  projeetivische  Punkt- 
reihen, und  entsprechen  den  Punkten  A^  J3,  C,  D  von  «  die  resp. 
Punkte  >1|,  i?|,  C|,  Z>j  von  W|,  so  besteht  zwischen  den  Abschnitten, 
welche  von  diesen  Punkten  gebildet  werden,  die  Proportion: 

TV  'Iß  '  -?^-  —    ^>^«   •  -?»^» 

^^    '      '  '    AD  '    CD    ~    AiDi    '    Cibi 

Steiner  hat  den  obigen  Satz  bei  der  Definition  der  projee- 
tivischen  Verwandtschaft  benutzt,  und  auf  diese  Weise  seiner  „syste- 
matischen Entwickelung  etc."*  die  Rechnung  mit  Doppelverhältnissen 
zu  Grunde  gelegt.  Der  Satz  gilt  auch  für  Ebenenbüschel;  denn 
die  Winkel  zwischen  den  Ebenen  eines  solchen  werden  in  einem 
Strahlenbüschel  gemessen,  dessen  Ebene  zur  Axe  des  Ebenen- 
büschels senkrecht  steht,  und  welcher  zu  dem  letzteren  perspec- 
tivisch  ist. 

Hier  ist  schliesslich  noch  der  Ort,  um  die  metrischen  Be- 
ziehungen der  Winkel  eines  harmonischen  Strahlen-  oder 
Ebenenbüschels  anzugeben.  Sind  a,  ?;,  c,  d  dessen  Elemente  und 
A^  B^  C,  D  (Fig.  19)  die  vier  harmonischen  Punkte,  in  welchen  sie 
von  irgend  einer  Geraden  geschnitten  werden,  so  crgiebt  sich  für 

letztere  ^-  .,-  =  -^,y    (S.  39),  und  daher  aus  I  die  gesuchte  Be- 
ziehung : 

\j  sin  (ah)  sin  (ad) 


sin  (bc)  sin  (cd) 


Sechster  Vortrag. 

Gnrveii,  Büschel  nnd  Kegelflächen  zweiter  Ordnung. 


Im  letzten  Vortnige  sind  wir  zu  folgenden  wichtigen  Ergeb- 
nissen gelangt: 

Wenn  zwei  projeetivische  '  Wemi  zwei  projeetivische 
Strahlenbüschel  in  einer  Ebene,  Punktreihen  in  einer  Ebene,  aber 
aber  weder  concentrisch  noch  wcdrr  in  derseUnMi  (loraden  noch 
perspectivisch  liegen,  so   l)ilden     perspectivisch   liegen,   so   l)ildun 


Curven,  Büschel  und  Kegelflächen  zweiter  Ordnung. 


die  sämmtlicheu  Schnittpunkte 
ihrer  homologen  Strahlen  eine 
Curve  oder  Punktreihe 
zweiter  Ordnung,  die  mit 
keiner  Geraden  mehr  als  zwei 
Punkte  gemein  hat. 


die  sämmtlichen  Verbindungs* 
linien  ihrer  homologen  Punkte 
einen  Strahlenbüschel 

zweiter  Ordnung,  der  mit 
keinem  Büschel  I.  Ordnung  mehr 
als  zwei  Strahlen  gemein  hat. 


Um  Ihnen  von  diesen  Gebilden  zweiter  Ordnung  sogleich  eine 
bestimmte  Vorstellung  zu  verschaflFen,  fülire  ich  schon  jetzt  an, 
dass  die  Curven  IL  Ordnung  identisch  sind  mit  den  Kegelschnitten, 
also  auch  erhalten  werden,  wenn  ein  gewöhnlicher  Kreiskegel 
durch  eine  Ebene  geschnitten  wird.  Ein  Strahlenbüschel  IL  Ord- 
nung aber  besteht  aus  den  sämmtlichen  Tangenten  eines  solchen 
Kegelschnittes.  Den  Beweis  für  diese  Behauptungen  werde  ich 
später  führen. 

Obigen  beiden  Sätzen  aus  der  ebenen  Geometrie  entsprechen 
die  folgenden  aus  der  Geometrie  des  Strahlenbündels: 

Wenn  zwei  projectivische  Ehe-  |       Wemi      zwei      projectivische 
nenbüschel,     deren    Axen    sich     Strahlenbüschel,    deren   Ebenen 


schneiden,  nicht  perspectivisch 
liegen,  so  bilden  die  sämmtlichen 
Schnittlinien  ihrer  homologen 
Ebenen  eine  Kegel  fläche 
IL  Ordnung,  welche  mit  kei- 
ner Ebene  mehr  als  zwei  dieser 
Schnittlinien  gemein  hat.  Der 
Schnittpunkt  der  Axen,  durch 
welchen  alle  Strahlen  der  Kegel- 
flächen hindurchgehen,  heisst 
der  j,Mittelpunkt"  der  Kegel- 
fläche. 


sich     schneiden,     concentrisch, 
aber  nicht  perspectivisch  liegen, 
so  bilden  die  sämmtlichen  Ver- 
bindungsebenen ihrer  homologen 
Strahlen     einen     Ebenenbü- 
schel  IL   Ordnung,   welcher 
mit  keinem  Ebenenbüschel  I.  Ord- 
nung mehr  als  zwei  Ebenen  ge- 
mein   hat.     Das    Centrum    der 
Strahlenbüschel,   durch  welches 
alle  Ebenen  des  Büschels  IL  Ord- 
nung     hindurchgehen,       heisst 
j  der  ^Mittelpunkt"  dieses  Ebenen- 
I  büschels. 
Die  Kegelfläche  und  den  Ebenenbüschel  IL  Ordnung  können 
Sie  mittelst  der  Curve  und  des  Strahlenbüschels  IL  Ordnung  er- 
zeugen, indem  Sie  diese  aus  irgend  einem  nicht  in  ihrer  Ebene 
gelegenen    Punkte   projiciren.      Denn    die   beiden    projectivischen 
Strahlenbüschel  S  und  Ä|  (Fig.  31  und  33),  durch  welche  eine  Cui-ve 
IL  Ordnung  erzeugt  wird,   werden  aus  einem   solchen  Punkte  O 
(z.  B.  aus  Ihrem  Auge)  durch  zwei  projectivische  Ebenenbüschel 
projicirt,  welche  eine  durch  die  Curve  gehende  Kegelttäche  IL  Ord- 
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nung  mit  dem  Mittelpunkt  O  erzeugen.  Und  ebenso  werden 
aus  0  die  beiden  projecti vischen  Punktreihen  it  und  W]  (Fig.  32), 
welche  einen  Strahlenbüschel  IL  Ordnung  erzeugen,  durch  zwei 
projectivische  Striihlenbüschel  projicirt,  und  diese  wiederum  er- 
zeugen einen  Ebenenbüschel  IL  Ordnung,  der  durch  jenen  Strahlen- 
büschel geht  und  O  zum  Mittelpunkte  hat.  Umgekehrt  wird  jede 
Kegelfläche  IL  Ordnung  von  einer  nicht  durch  iliren  Mittelpunkt 
gehenden  Ebene  in  einer  Curve  IL  Ordnung  geschnitten;  denn  die 
beiden  projectivischen  Ebenenbüschel,  welche  die  Kegelfläche  er- 
zeugen, werden  in  zwei  projecti visclien  Strahlenbüsclieln  geschnitten, 
welche  jene  Schnittcurvc  erzeugen.  Wenn  also  mehr  als  zwei 
Strahlen  der  Kegelfläche  in  einer  Ebene  lägen,  so  würden  auch 
mehr  als  zwei  Punkte  dieser  Schuittcurve  in  einer  Geraden  liegen, 
was  nach  dem  zu  Anfang  wiederholten  Satz  unmöglich  ist.  Ana- 
loges werden  Sie  leicht  von  den  Ebenenbüscheln  IL  Ordnung  be- 
weisen können.  Zugleich  erkennen  Sie  die  Richtigkeit  des  folgenden 
Satzes : 


Jede  Cürve  und  jeder  Strah- 
lenbüschel IL  Ordnung  wird  aus 
einem  nicht  in  derselben  Ebene 
gelegenen  Punkte  durch  eine 
Kegelfläche  resp.  einen  Ebenen- 
büschel IL  Ordnung  projicirt. 


Jede  Kegelfläche  und  jeder 
Ebenenbüschel  IL  Ordnung  wird 
von  einer  niclit  durch  den  Mittel- 
punkt gehenden  Ebene  in  einer 
Curve  resp.  einem  Strahlen- 
büschel IL  Ordnung  geschnitten. 


Sie  ersehen  hieraus,  dass  alle  Resultate,  die  wir  für  die 
ebenen  Gebilde  IL  Ordimng  gewinnen,  sich  sofort  durch  Pro- 
jiciren  auf  die  analogen  Gebilde  im  Strahlenbündel  übertragen 
lassen.  Ich  beschränke  mich  daher  fürs  Erste  auf  die  Unter- 
suchung der  Curven  und  Strahlenbüschel  IL  Ordnung,  und  schicke 
folgende  Bemerkung  voraus: 


Die  Curve  k  IL  Ordnung, 
welche  durch  zwei  projectivische 
Strahlenbüschel  S  und  Sj  (Fig.  3 1 ) 
erzeugt  wird,  geht  durch  die 
Mittelpunkte  der  letzteren.  Denn 
dem  Strahle  S  S^  oder  p  des 
Büschels  S,  d.  h.  der  Verbin- 
dungslinie  der  beiden  Mittel- 
punkte, entspricht,  weil  die  Bü- 
schel nicht  perspectivisch  liegen, 


Der  Strahlenbüschel  K  IL  Ord- 
nung, welcher  durch  zwei  pro- 
jectivische Punktreihen  u  und  M| 
(Fig.  32)  erzeugt  wird,  enthält 
auch  die  Geraden  n  und  Wj,  in 
welchen  die  Punktreihen  liegen. 
Denn  dem  Punkte  ?/'?<j  oder  P 
der  Punktreihe  «,  d.  h.  dem 
Schnittpunkt  beider  Geraden, 
entspricht,  weil  die  Punktreiheu 


im    Büschel    Sj    ein    von     /f>j  ö  |  lücht  perspectivisch  liegen,  in  ti| 
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▼erschiedener  Strahl  p|.  Der  ein  von  ii|M  verschiedener  Punkt 
Schnittpunkt  von /;  und  j[;i ,  näm-  '  Pf.  Die  Verbindungslinie  PPi 
lieh  6\,  gehört  also  der  Curve  j  oder  Wj  gehört  also  dem  Büschel 
k  au,  und  ebenso  8,  \  K  an,  und  ebenso  u, 

Links  ist  pi  (Fig.  31)  der  einzige  durch  S^  gehende  Strahl, 
welcher  mit  der  Curve  k  nur  einen  einzigen  Punkt,  nämlich  /Sj, 
gemein  hat.  Jeder  von  p^  verschiedene  Strahl  uy  des  Büschels  Sy 
wird  von  dem  ihm  entsprechenden  und  von  p  verschiedenen  Strahl  a 
in  einem  zweiten,  nicht  mit  Sy  identischen  Punkte  der  Curve  k 
geschnitten.  Wir  sagen  deshalb,  der  Strahl  p^  ^berühre^  in  S| 
die  Curve  ä,  oder  er  sei  eine  ;, Tangente"  von  A.  —  Ebenso  ist 
rechts  (Fig.  32)  P|  der  einzige  Punkt  von  Mj  ,  durch  welchen  nur 
ein  einziger  Strahl  von  K^  nämlich  u^  selbst,  hindurchgeht.  Denn 
durch  jeden  anderen  Punkt  A^  von  «,  geht  noch  ein  zweiter 
Strahl  AyA  von  K,  weil  A  nicht  mit  P,  und  also  AyA  nicht  mit 
ti|  zusammenfallen  kann.  Wir  nennen  deshalb  Pj  einen  ^Berührungs- 
punkt" des  Büschels  K  im  Strahle  i/j,  und  können  daher  den  Satz 
aufstellen : 

Dem  gemeinschaftlichen  Strahle  Dem  gemeinschaftlichen  Punkte 
von  zwei  projectivischen  Strah-  j  von  zwei  projecti vischen  Punkt- 
lenbüscheln  entspricht  in  jedem  |  reihen  entspricht  in  jeder  der- 
der  Büschel  eine  Tangente  der  !  selben  ein  Berührungspunkt  des 
Curve  II.  Ordnung,  welche  die  Büschels  II.  Ordnung,  welchen 
Büschel  erzeugen.  I  die  Punktreihen  erzeugen. 

Wie  Sie  sich  erinnern,  können  zwei  einförmige  Grundgebilde 
auf  eine  einzige  Art  projectivisch  so  auf  einander  bezogen  werden, 
dass  drei  bestimmten  Elementen  des  einen  drei  willkürlich  ange- 
nommene Elemente  des  anderen  entsprechen.  Wollen  wir  also 
eine  Curve  IL  Ordnung  mittelst  projectivischer  Strahlenbüschel 
erzeugen,  so  können  wir  nicht  nur  die  Mittelpunkte  S  und  /S|  der 
letzteren  (s.  Fig.  31),  sondern  noch  drei  weitere  Punkte  der  Curve, 
nämlich  die  Schnittpunkte  von  dr^i  Paaren  entsprechender  Strahlen 
der  Büschel,  in  einer  durch  SSy  gehenden  Ebene  willkürlich 
annehmen.  Fällt  einer  dieser  drei  Schnittpunkte  mit  S  zusammen, 
so  ist  von  der  Curve  die  Tangente  im  Punkte  S  gegeben ;  und  das 
Gleiche  kann  bei  Sy  eintreten.  —  Um  einen  Strahlenbüschel  IL  Ord- 
nung mittelst  projectivischer  Punktreiheu  zu  erzeugen,  können  wir 
nicht  nur  die  Träger  u  und  mj  der  letzteren  (s.  Fig.  32),  sondern 
noch  drei  weitere  Strahlen  des  Büschels,  nämlich  die  Verbindungs- 
linien von  drei  Paaren  entsprechender  Punkte  der  Punktreihen, 
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in  einer  durch  u  und  Uy  gehenden  Ebene  willkürlich  annehmeiL 
Fällt  eine  dieser  Verbindungslinien  mit  u  zusammen,  so  ist  von 
dem  Büschel  II.  Ordnung  der  Berührungspunkt  im  Strahle  u  ge- 
geben; und  dasselbe  kann  bei  «|  eintreten.     Die  Aufgaben: 

Eine  Curve  IL  Ordnung  zu  '  Einen  Büschel  II.  Ordnung 
construiren,  von  welcher  gegeben  j  zu  construiren,  von  welchem 
sind  fünf  Punkte,  oder  vier  Punkte  |  gegeben  sind  fünf  Strahlen,  oder 
und  die  Tangente  an  einem  der-  vier  Strahlen  und  der  Berührungs- 
seiben S,  oder  drei  Punkte  und  \  punkt  in  einem  derselben  ii,  oder 
die  Tangenten  an  zwei  derselben  i  drei  Strahlen  und  die  Berührungs- 
S  und  Sj,  I  punkte  in  zwei  derselben  II  und  tt| , 

sind  folglich  ausführbar;  und  zwar  sind  sie  zurückgeführt  auf 
die  folgenden  Aufgaben: 

Zwei  projectivische  Strahlen-  '  Zwei  projectivische  Punkt- 
büschel S  und  iS|  sind  durch  {  reihen  u  und  t/|  sind  durch  drei 
drei  Paare  einander  entsprechen-  j  Paare  einander  entsprechender 
der  Strahlen  a  und  aj,  b  und  &|,  ,  Pmikte  A  und  ^4],  B  und  J3|, 
c  und  C|  gegeben;  es  sollen  be-  I  C  und  Cj  gegeben;  es  sollen 
liebig  viele  Punkte  der  Curve  k  '  behebig  viele  Strahlen  des  Bu- 
ll. Ordnung  construirt  werden,  schels  K  II.  Ordnung  construirt 
welche  sie  mit  einander  erzeugen.  ,  werden,  welchen  sie  erzeugen« 
Diese  Aufgaben  gehen  darauf  hinaus,  zu  jedem  beliebigen 
vierten  Elemente  des  einen  Grundgebildes  das  entsprechende  des 
anderen  zu  finden;  denn  damit  ist  zugleich  ein  neues  Element  des 
von  beiden  erzeugten  Gebildes  II.  Ordnung  bestimmt.  Ich  könnte 
Sie  also  auf  die  im  letzten  Vortrag  (S.  49)  angegebene  Constructiou 
verweisen.  Doch  will  ich  das  vorliegende  Problem  noch  einmal 
in  einer  mehr  symmetrischen  Weise  lösen,  besonders  weil  sich 
mehrere  wichtige  Sätze  an  die  Auflösung  knüpfen.  Dieselbe  be- 
steht darin,  dass  wir  zu  den  gegebenen  Grundgebilden  ein  drittes 
aufsuchen,  welches  zu  jedem  der  ersteren  persi)ectivisch  liegt; 
nämlich*): 

Durch  den  Schnittpunkt  äa^  \  In  der  Verbindungslinie  AAi 
von  irgend  zwei  einander  ent-  von  irgend  zwei  einander  ent- 
sprechenden Strahlen  a  und  a|  sprechenden  Punkten  A  und  Ay 
der    projectivischen   Büschel    «S  ,  der  projectivischen  Punktreihen 


*)  Ich  wiederhole  bei  dieser  Gelej^enheit  meinen  Rath,  daK*.  der  Anfan^^T 
die  Fijfuren  selber  zeichne  nach  den  Angaben  de»  Texte»,  weil  dadurch  die 
AafTa&sunf?  webentlich  erleichtert  wird. 
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und  5|  (Fig.  33)  legen  wir  zwei 
Gerade  u  und  «j,  von  denen  die 
erste  w  den  Büschel  Ä(a6c)  in 
einer  Punktreihe  u  {ABC)  und 
die  zweite  M|  den  Büschel  /8| 
(a|&|C|)  in  einer  Punktreihe  «| 
{AiBiCi)  schneidet.  Als  Schnitte 
projectivischer  Strahlenbüschel 
sind  diese  Punkti'eihen  ti  und  W| 
auch  zu  einander  projectivisch. 
Sie  liegen  aber  sogar  pcrspec- 
tivisch,  weil  in  ihrem  Schnitt- 
punkte zwei  homologe  Punkte 
A  und  i4,  vereinigt  sind  (S.  46). 
Sie  sind  also  Schnitte  desjenigen 
Strahlenbüschels  jS*2,  in  dessen 
Mittelpunkt  die  Strahlen  BB^ 
und   C  C|  sich  schneiden. 

Um  nun  zu  irgend  einem 
Strahle  d  des  Büschels  S  den 
entspre^jhenden  dj  von  S|  zu 
finden,  projiciren  wir  den  Schnitt- 
punkt  du  oder  D  aus  dem 
Punkte  S2  auf  ti|  nach  D^ ;  dann 
ist  2>|  jS|  ,  der  gesuchte  Strahl  df . 
Der  Punkt  d  d^  oder  P  liegt  auf 
der  Curve  k  IL  Ordnung. 


u  und  U|  (Fig.  34)  nehmen  wir 
die  Mittelpunkte  8  und  S^  von 
zwei  Strahlenbüscheln  an,  von 
denen  der  erste  S  (abc)  die 
Punktreihe  u  (ABC),  und  der 
zweite  S|  (ai6|C,)  die  Punkt- 
reihe ti|  (^|ß|6'j)  projicirt. 
Als  Scheine  projectivischer  Punkt- 
reihen sind  diese  Strahlenbüschel 
S  und  S|  auch  zu  einander  pro- 
jectivisch. Sie  liegen  aber  sogar 
perspectivisch,  weil  in  der  Ver- 
bindungslinie SSi  ihrer  Mittel- 
punkte zwei  homologe  Strahlen 
a  und  aj  vereinigt  sind  (S.  46). 
Sie  sind  also  Scheine  derjenigen 
Punktreihe,  welcher  die  Schnitt- 
punkte 6  6|  und  cc|  angehören. 
Um  nun  zu  irgend  einem 
Punkte  D  von  u  den  entsprechen- 
den Z>|  von  M|  zu  finden,  schnei- 
den wir  die  Gerade  DS  oder  d 
durch  «2?  ^^^  projiciren  den 
Schnittpunkt  aus  Sj  durch  den 
Strahl  d|  auf  die  Gerade  Mj. 
Die  Projection  d|M|  ist  der  ge- 
suchte Punkt  Z>j.  Der  Strahl 
DDi  gehört  zu  dem  Büschel  K 
II.  Ordnung.*) 


Hiermit  sind  zugleich  folgende  Aufgaben  gelöst: 


Auf  einem  beliebigen  Strahl 
von  S  (oder  Sj)  den  zweiten, 
von  S  (resp.  S|)  verschiedenen 
Schnittpunkt  mit  der  Curve 
II.  Ordnung  zu  finden. 


Durch  einen  beliebigen  Punkt 
von  u  (oder  Mj)  den  zweiten, 
von  n  (resp.  Mj)  verschiedenen 
Strahl  des  Büschels  IL  Ordnung 
zu  legen. 


Indem  wir  auf  die  eben  angegebene  Weise  auch  zu  dem  ge- 
meinsamen Strahle  der  Büschel,  oder  andererseits  zu  dem  Schnitt- 


•)  In  Fig.  34  ist  der  Büschel  K  II.  Ordnung  angedeutet  durch  die  von 
ihm  eingehüllte  Curve. 
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punkte  der  Punktreihen  die  beiden  entsprechenden  Strahlen  resp. 
Punkte  suchen,  lösen  wir  die  Aufgabe: 


Auf  zwei  projectivischen  Punkt- 
reihen, die  einen  Büschel  II.  Ord- 
nung erzeugen,  die  Berührungs- 
punkte dieses  Büschels  zu  finden. 


In  den  Mittelpunkten  von  zwei 
projectivischen  Strahlenbüscheln 
die-  Tangenten  der  von  ihnen  er- 
zeugten Curve  IL  Ordnung  zu 
construiren.  | 

Ein  weiteres  wichtiges  Resultat  ergiebt  sich  in  folgender 
Weise  aus  unserer  Construction.  Ziehen  Sie  einerseits  links 
(Fig.  33)  den  Strahl  S162  oder  wii,  welcher  in  M^  und  AI  von 
resp.  Ui  und  u  geschnitten  wird,  so  entspricht  demselben  in  S 
der  Strahl  SAI;  denn  wenn  Dj  mit  Mi  zum  Zusammenfall 
gebracht  wird,  so  fallen  zugleich  D  und  P  mit  M  zusammen. 
Also  ist  M  derjenige  Punkt,  in  welchem  die  Curve  k  zum  zweiten 
Male  von  u  geschnitten  wird.  Ebenso  liegt  der  Punkt  ij,  in 
welchem  M|  zum  zweiten  Male  die  Curve  k  schneidet,  auf  der 
Geraden  ÄiSg.  Ich  erinnere  Sie  hierbei,  dass  die  willkürlich  ge- 
wählten Geraden  u  und  i/j  keiner  weiteren  Bedingung  unterworfen 
sind,  als  dass  sie  sich  in  einem  Punkte  der  Curve  k  schneiden.  — 
Verbinden  Sie  andererseits  rechts  (Fig.  34)  den  Schnittpunkt  wj«2 
oder  Q|  mit  S,  so  liegt  auf  dieser  Geraden  der  Punkt  Q  von  ti, 
welcher  dem  Punkte  Qj  von  W|  entspricht,  oder  SQi  ist  ein 
Strahl  des  Büschels  K  II.  Ordnung;  und  ebenso  ist  der  Strahl 
/iS|i?,  welcher  aus  6'|  den  Schnittpunkt  von  w  und  «3  projicirt, 
ein  Strahl  von  K.  Da  wir  S  und  Sj  willkürlich  auf  einem  Strahle  a 
des  Büschels  K  gewählt  haben,  so  ist  damit  die  Doppelaufgabe 
gelöst : 


Auf  irgend  einer  Geraden  w, 
welche  eine  Curve  k  II.  Ordnung 
in  einem  gegebenen  Punkte  A 
schneidet,  den  zweiten  Schnitt- 


Durch  irgend  einen  Punkt  S, 
welcher  auf  einem  gegebenen 
Strahle  a  eines  Büschels  K 
IL  Ordnung  liegt,  den   zweiten 


punkt  mit  k  zu  finden.  |  Strahl  dieses  Büschels  zu  ziehen. 

Auch  die  beiden  überaus  fruchtbaren  Sätze  des  Pascal  und 
des  Brianchon,  deren  ich  in  der  Einleitung  Erwähnung  that, 
ergeben  sich  wie  von  selbst  aus  unserer  Construction.  Bestimmen 
wir  links  zu  den  fünf  Punkten  S,  «b'|,  A^  M  und  L^  der  Curve  k 
noch  irgend  einen  sechsten  Punkt  P  (Fig.  33),  so  liegen  zufolge 
der  Consti'uction  von  P  der  Schnittpunkt  D  von  SP  und  «,  und 
der  Schnittpunkt  />|  von  iS,  P  und  uy  in  einer  durch  ^^2  gehenden 
Geraden.    Aber  Z),  Dy  und  &  sind  diejenigen  Punkte,  in  welchen 
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die  Gegenseiten  des  Sechsecks  SPS^MAL^  sich  schneiden.  — 
Constniiren  wir  andererseits  rechts  (Fig.  34)  zu  den  fünf  Strahlen 
w,  U|,  iSiS|,  SQx  und  S^R  des  Büschels  K  II.  Ordnung  noch  einen 
sechsten  Sti'ahl  DD^^  so  müssen  nach  der  Construction  die  Ge- 
raden SD  und  SyDy  sich  auf  der  Geraden  QyR  oder  «2  schneiden. 
Diese  drei  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehenden  Geraden 
sind  aber  die  Hauptdiagonalen,  d.  h.  die  Verbindungslinien  gegen- 
überliegender Eckpunkte  des  Sechsecks  SIS^RDD^Q^.  Wir  haben 
somit  folgende  Lehrsätze  bewiesen: 


Lehrsatz  des  Pascal: 
In  jedem  einfachen  Sechseck, 
welches  einer  Curve  IL  Ordnung 


Lehrsatz    des   Brianchon: 

In  jedem  einfachen  Sechseck, 

welches  von  sechs  Strahlen  eines 


eingeschrieben  ist,  schneiden  sich  j  Büschels  II.  Ordnung  gebildet 
die  drei  Paar  Gegenseiten  in  drei  l  wird,  schneiden  sich  die  drei 
Punkten  einer  Geraden.  \  Haupt  -  Diagonalen      in     einem 

I  Punkte. 

Streng  genommen  haben  wir  freilich  noch  ein  Bedenken  zu 
beseitigen,  welches  bei  dem  Beweise  dieser  Sätze  sich  geltend 
macht  Die  beiden  hier  in  Frage  kommenden  Sechsecke  enthalten 
Elemente,  die  nicht  willkürlich  gewählt  sind;  denn  links  z.  B. 
sind  wohl  die  Eckpunkte  4>  ^-^  ^\  iind  P,  nicht  aber  S  und  S^ 
willkürlich  gewählte  Punkte  der  Curve  i.  Es  ist  aber  denkbar, 
dass  die  Mittelpunkte  S  und  S|  der  projectivischen  Strahlen- 
büschel, durch  welche  die  (>uiTe  erzeugt  ist,  durch  besondere 
Eigenschaften  sich  auszeichnen,  dass  z.  B.  der  Lehrsatz  des 
Pascal  nur  für  solche  eingeschriebene  Sechsecke  gilt,  zu  deren 
Eckpunkten  auch  S  und  8^  gehören.  Wir  wollen  nun  dieses  Be- 
denken erledigen  durch  den  Nachweis,  dass  je  zwei  andere  Punkte 
der  Curve  ebensowohl  wie  S  und  Äj  die  Mittelpunkte  von  zwei 
projectivischen  Strahlenbüscheln  sein  können,  welche  die  Curve 
erzeugen,  dass  also  S  und  S,  durch  zwei  beliebige  andere  Curven- 
punkte  ersetzt  werden  können.  Analoges  gilt  rechts  von  den 
Geraden  u  und  Mj,  welche  in  dem  Sechseck  des  Brianchon  als 
Seiten  vorkommen. 

Denken  Sie  sich  im  Pascal'schen  Sechseck  SPS^MA  L,  (Fig.  33) 
die  sämmtlichen  Eckpunkte  ausser  A  fest,  und  nur  diesen  auf 
der  Curve  foi-tgleitend,  so  dreht  sich  Z,!4  oder  «i  um  Z,  und 
MA  oder  u  um  itf,  und  die  Punkte  Z),  und  D  gleiten  fort  auf 
den  festen  Geraden  d|  und  d,  jedoch  so,  dass  die  Gerade  DDi 
stets  durch  den  festen  Punkt  S2  geht.     Denn  der  PascaTsche 
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Satz  gilt  für  ein  jedes  so  entstandene  Sechseck.  Folglich  be- 
schreiben Z>|  und  D  zwei  perspectivische  Punktreihen  d^  und  rf, 
welche  Schnitte  des  Strahlenbüschels  ^2  sind.  Und  zugleich  be- 
schreiben i/j  und  u  um  resp.  L,  und  M  zwei  projectivische 
Strahlenbüschel,  welche  nämlich  Scheine  sind  von  den  x)erspecti- 
vischen  Punktreihen  d^  und  d.  Wir  können  also  die  Curve  k 
auch  als  Erzeugniss  der  projcctivischen  Strahlenbüschel  L|  und  M 
auffassen,  deren  Mittelpunkte  zwei  willkürliche  Punkte  der  Curve 
sind.  —  Denken  Sie  sich  ebenso  im  Sechseck  SSyRDD^Q^  (Fig.  34) 
vom  Brianchon  die  Seite  SS^  bewegt,  während  die  übrigen 
Seiten  unverändert  bleiben,  so  jedoch,  dass  S/Sj  nicht  aufhört, 
ein  Strahl  des  Büschels  K  II.  Ordnung  zu  sein;  dann  beschreibt 
S,  eine  Punktreihe  Ä,Ä  oder  rj  und  S  eine  zu  rj  projectivische 
Punktreihe  SQ^  oder  q.  Denn  der  Schnittpunkt  der  Hauptdiagonalen 
/S|Z),  und  SD  bewegt  sich  auf  der  festen  Geraden  Q^R  und 
beschreibt  in  dieser  eine  Punktreihe  u^,  zu  welcher  q  und  rj  per- 
spectivisch  liegen.  Wir  können  uns  also  den  Büschel  IL  Ordnung 
auch  durch  die  projcctivischen  Punktreihen  q  und  r,  erzeugt 
denken.  Hiermit  ist  bewiesen,  dass  die  Lehrsätze  des  Pascal 
und  des  Brianchon  allgemein  gültig  sind,  und  zugleich  sind 
wir  zu  folgendem  Fundamentalsatze  über  die  Curven  und 
Strahlenbüschel  IL  Ordnung  gelangt: 

Eine  Curve  IL  Ordnung  wird  '  Ein  Strahlenbüschel  IL  Ord- 
aus  beliebigen  zwei  ihrer  Punkte  j  nung  wird  von  beliebigen  zwei 
durch  zwei  projectivische  Strah-  seiner  Strahlen  in  zwei  projec- 
lenbüschel  projicirt,  wenn  näni-  '  tivischen  Punkti'eihen  geschnit- 
lieh  je  zwei  solche  Strahlen' der  ]  ten,  wenn  nämlich  je  zwei  solche 
Büschel  einander  entsprechend  |  Punkte  der  Punktreihen  einander 
genannt  werden,  welche  durch  \  entsprechend  genannt  werden, 
denselben  Punkt  der  Curve  gehen.  ;  welche    auf   demselben   Strahle 

I  des  Büschels  liegen. 
Wir  werden  diese  Sätze  später  benutzen,  um  auch  die  Gebilde 
IL  Ordnung  auf  einander  und  auf  die  einförmigen  Grundgebilde 
projectivisch  zu  beziehen,  ähnlich  wie  wir  für  letztere  projecti- 
vische Beziehungen  aufgestellt  haben.  Zu  dem  Ende  stellen  wir 
auf  Grund  dieser  Sätze  folgende  Definitionen  auf: 

Vier     Punkte     einer     Curve         Vier  Strahlen   eines  Büschels 


IL  Ordnung  heissen  ^harmo- 
nische Punkte'',  wenn  sie  aus 
irgend  einem   und   folglich   aus 


IL  Ordnung  heissen  „harmo- 
nische Strahlen*',  wenn  sie  von 
irgend   einem  und  folglich  von 
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jedem  fünften  Punkte  der  Curve  I  jedem  fünften  Strahle  des  Bü- 
durch  vier  harmonische  Strahlen  i  schein  in  vier  harmonischen 
projicirt  werden.  '  Punkten  geschnitten  werden. 

Durch  drei  Punkte  einer  CuiTe  oder  drei  Strahlen  eines 
Büschels  II.  Ordnung  ist  der  vierte  harmonisdie  eindeutig  be- 
stimmt und  kann  leicht  construirt  werden,  sobald  noch  angegeben 
ist,  von  welchem  der  gegebenen  drei  Punkte  oder  Strahlen  er 
getrennt  sein  soll. 

Indem  wir  Bezug  nehmen  auf  einen  früheren  Satz  über  die 
Tangenten  der  Curven  und  die  Berührungspunkte  der  Büschel 
II.  Ordnung  (S.  57),  folgern  wir  aus  dem  Fund  amen talsatze: 

Durch  jeden  Punkt  einer  Curve  I  Auf  jedem  Strahl  eines  Bü- 
IL  Ordnung  geht  eine  Tangente  schels  II.  Ordnung  liegt  ein  Be- 
derselben.  :  rührungspunkt  desselben. 

Jede  Curve  II.  Ordnung  wird  also  von  einer  Schaar  von 
Tangenten  eingehüllt,  und  jeder  Strahlenbüschel  IL  Ordnung  um- 
hüllt eine  Reihe  von  Berührungspunkten.  Es  wird  eine  Aufgabe 
meines  nächsten  Vortrages  sein,  Ihnen  zu  zeigen,  dass  jene  Schaar 
von  Tangenten  und  diese  Reihe  von  Berührungspunkten  Nichts 
weiter  sind,  als  ein  Strahlenbüschel  und  eine  Punktreihe  IL  Ordnung. 

Andere  sehr  wichtige  Eigenschaften  der  Curven  und  Büschel 
II.  Ordnung  sind  in  folgenden  Sätzen  ausgesprochen,  die  wir  oft 
benutzen  werden: 

Zwei  Curven  IL  Ordnung  fallen  j  Zwei  Strahlenbüschel  IL  Ord- 
zusammen,  wenn  sie  entweder  nung  fallen  zusammen,  wenn  sie 
fünf  Punkte,  oder  vier  Punkte  entweder  fünf  Strahlen,  oder 
und  die  Tangente  an  einem  der-     vier   Strahlen   und   den  Berüli- 


selben  S,  oder  drei  Punkte  und 
die  Tangenten  an  zwei  derselben 
iS  und  iS|  gemein  haben. 


rungspunkt  in  einem  derselben  i«, 
oder  drei  Strahlen  und  die  Be- 
rührungspunkte    in    zwei    der- 


Denn  projiciren  wir  die  sämmt-  ;  selben  u  und  M|  gemein  haben. 
liehen  Punkte  der  beiden  Curven  Denn  schneiden  wir  die  sämmt- 
aus      dem      gemeinschaftlichen  ;  liehen  Strahlen  der  beiden  Bü- 


Punkte  S  durch  einen  Strahlen- 
büschel,  so  sind  zu  diesem  die 
beiden   Strahlenbüschel    projec- 


schel  durch  den  gemeinschaft- 
lichen Strahl  V  in  einer  Punkt- 
reihe,   so    sind    zu    dieser    die 


tivisch,  welche  aus  dem  gemein-  -  beiden  Punktreihen  projectivisch, 
schaftltchen  Punkte  S^  die  bei-  in  welchen  durch  den  gemein- 
den Curven  projiciren.  Letztere  schaftlichen  Strahl  W]  die  beiden 
Büschel  aber  sind  identisch,  weil  Büschel      geschnitten     werden. 


CA 
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sie  drei  Strahlen  entsprechend 
gemein  haben;  nämlich  jeden 
Strahl,  welcher  nach  einem  von 
S  und  Ä|  verschiedenen  gemein- 
schaftlichen Punkt  der  Curven 
geht,  sodann  den  Strahl  S|>S, 
wenn  in  S  die  Curven  eine  ge- 
meinschaftliche Tangente  be- 
sitzen, und  endlich  die  Tangente 
in  aS,,  wenn  diese  den  Curven 
gemeinschaftlich  ist.  Jeder 
Strahl  von  S  projicirt  also  einen 
gemeinschaftlichen  Punkt  der 
Curven. 


Letztere  Punktreihen  sind  al>or 
identisch,  weil  sie  drei  Punkte 
entsprechend  gemein  haben:  näm- 
lich jeden  Punkt,  welcher  in 
einem  von  u  und  i/j  verschiedenen 
gemeinschaftlichen  Strahle  der 
Büschel  liegt,  sodann  den  Punkt 
« ?/j ,  wenn  in  u  die  Büschel  einen 
gemeinschaftlichen  Berührungs- 
punkt haben,  und  endlich  den 
Berührungspunkt  in  U|,  wenn 
dieser  den  Büscheln  gemein- 
schaftlich ist.  Durch  jeden 
Punkt  von  v  geht  also  noch  ein 
gemeinschaftlicher  Strahl  der 
Büschel. 


Siebenter  Vortrag. 


Folgerniigen  ans  den  Lehrsätzen  des  Pascal  nnd  des 

Brianchon. 


Die  wichtigen  Eigenschaften,  welche  wir  vom  Sechseck  in 
der  Curve  und  im  Strahlenbüschel  II.  Ordnung  bewiesen  haben, 
fuhren  uns  zu  mehreren  nicht  minder  wichtigen  Sätzen  ül)er 
ebensolche  Fünfecke,  Vierecke  und  Dreiecke.  Der  Ableitung 
dieser  Sätze  muss  ich  einige  Bemerkungen  über  die  Tangenten 
der  Curven  und  die  Berührungspunkte  der  Büschel  IL  Ordnung 
voranschicken. 

Wir  haben  jede  Gerade  />,  (Fig.  31),  welche  mit  einer  Cunre 
IL  Ordnung  in  einer  Ebene  liegt  und  mit  ihr  imr  einen  Punkt  äi 
gemein  hat,  eine  Tangente  der  Curve  im  Punkte  S,  genannt,  und 
gefunden,  dass  durch  jeden  Punkt  der  Curve  eine  einzige  Tangente 
möglich  ist.  Jeder  andere  durch  S,  gehende  Strahl  a,  der  Ebene 
schneidet  die  Curve  in  noch  einem  zweiten   Punkte  A.     Drehen 


Folgerunoren  aus  den  Sätzen  von  Pascal  und  Brianchon.  6f5 

wir  den  Strahl  a|  um  Äj,  so  durchläuft  sein  Schnittpunkt  A  die 
Curve,  und  nähert  sich  dem  Punkte  Sj  ins  Unbegrenzte,  wenn  aj 
der  Tangente  /)j  unbegrenzt  näher  kommt.  Die  Tangente  stellt 
sich  hiernach  dar  als  die  Grenzlage  der  Verbindungs- 
linie von  zwei  einander  unendlich  nahe  kommenden 
Curvenpunkten,  und  zwar  lässt  sich  diese  Definition  anwenden 
auf  die  Tangenten  nicht  allein  der  Curven  II.  Ordnung,  sondern 
auch  ganz  beliebiger  Curven.  —  Analog  haben  wir  jeden  Punkt  P| 
(Fig.  32),  durch  welchen  nur  ein  Strahl  w,  eines  Büschels  K 
IL  Ordnung  hindurchgeht,  einen  Berührungspunkt  des  letzteren 
im  Strahle  M|  genannt,  und  gefunden,  dass  auf  jedem  Strahle  des 
Büschels  Ä'ein  einziger  Berührungspunkt  liegt.  Durch  jeden  anderen 
Punkt  Ai  von  M|  geht  also  noch  ein  zweiter  Strahl  a  des  Büschels. 
Bewegen  wir  A^  auf  if,  fort,  so  durchläuft  a  den  Büschel  A',  und 
nähert  sich  dem  Strahle  ?/,  ins  Unbegrenzte,  wenn  Ai  dem  Punkte  P] 
unbegrenzt  näher  kommt.  Der  Berührungspunkt  stellt  sich  hier- 
nach dar  als  die  Grenzlage  des  Schnittpunktes  von  zwei  ein- 
ander unendlich  nahe  kommenden  Strahlen  des  Büschels. 
Wenn  also  in  einem  Sechseck,  welches  einer  Curve  II.  Ordnung 
eingeschrieben  ist,  irgend  zwei  benachbarte  Eckpunkte  einander 
unbegrenzt  sich  nähern,  so  tritt  an  die  Stelle  der  sie  verbindenden 
Seite  eine  Tangente  der  Curve ;  und  wenn  in  einem  Sechseck,  dessen 
Seiten  aus  Strahlen  eines  Büschels  II.  Ordnung  bestehen,  zwei  be- 
nachbarte Seiten  einander  unbegrenzt  sich  nähern,  so  tritt  an  die 
Stelle  des  Eckpunktes,  in  welchem  sie  sich  schneiden,  ein  Berüh- 
rungspunkt des  Büschels.  Jenachdem  nun  ein,  zwei  oder  drei  Paare 
benachbarter  Elemente  zusammenfallen,  geht  das  Sechseck  über  in 
ein  Fünfeck,  ein  Viereck  oder  ein  Dreieck.  Für  das  Fünfeck  lauten 
hiemach  die  Lehrsätze  des  Pascal  und  des  Brianchon,  wie  folgt: 
In  jedem  einer  Curve  IL  Ord-  '       In  jedem  Fünfeck,  dessen  Sei- 


nung  eingeschriebenen  Fiinfeck 
hegen  die  Schnittpunkte  von 
zwei  Paaren  nicht  aufeinander 
folgender  Seiten  mit  demjenigen 
dritten  Punkte  in  einer  Geraden, 
in  welchem  die  fünfte  Seite  von 
der  Tangente  des  gegenüber- 
hegenden Eckpunktes  geschnit- 
ten wird  (Fig.  35). 


ten  von  Strahlen  eines  Büschels 
II.  Ordnung  gebildet  werden, 
schneiden  sich  die  Diagonalen, 
welche  irgend  zwei  Paare  von 
Eckpunkten  verbinden,  in  einem 
Punkte  derjenigen  Geraden,  wel- 
che den  fünften  Eckpunkt  mit  dem 
Berührungspunkte  der  gegen- 
überliegenden Seite  verbindet 
(Fig.  36). 

Reye,  Oeometrfe  der  Lage.    I.    2.  Aufl.  f) 
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Dieser  Doppelsatz  enthält  die  Lösung  der  beiden  Aufgaben: 


Wenn  fünf  beliebige  Punkte 
einer  Curve  II.  Ordnung  gegeben 
sind,  die  Tangenten  in  denselben 
mittelst  des  Lineals  zu  zeichnen 
(Fig.  35). 


'Wenn  fünf  beliebige  Strahlen 
eines  Büschels  IL  Ordnung  ge- 
geben sind,  die  Berührungs- 
punkte in  denselben  mittelst  des 
Lineals  zu  zeichnen  (Fig.  36). 


Für  das  Viereck  erhalten  wir  die  folgenden  Sätze  (Fig.  37) : 


In  jedem  einer  Curve  II.  Ord- 
nung eingeschriebenen  Viereck 
liegen  die  Schnittpunkte  der 
Gegenseiten  mit  demjenigen  der 
Tangenten  von  irgend  zwei  gegen- 
überliegenden Eckpunkten  in 
einer  Geraden. 


In  jedem  aus  Strahlen  eines 
Büschels  II.  Ordnung  gebildeten 
Viereck  schneiden  sich  die  Dia- 
gonalen und  die  Verbindungs- 
linie der  Berührungspunkte  von 
irgend  zwei  Gegenseiten  in  einem 
Punkte. 


Für  das  Dreieck  endlich  ergiebt  sich  Folgendes: 


Die  drei  Punkte,  in  welchen 
die  Seiten  eines  beliebigen,  einer 
Curve  IL  Ordnung  eingeschrie- 
benen Dreiecks  beziehungsweise 
von  den  Tangenten  der  gegen- 
überliegenden Eckpunkte  ge- 
schnitten werden,  liegen  auf  einer 
Geraden. 


Die  drei  Geraden,  welche  die 
Eckpunkte  eines  beliebigen,  aus 
Strahlen  eines  Büschels  IL  Ord- 
nung gebildeten  Dreiecks  be- 
ziehungsweise mit  den  Berüh- 
rungspunkten der  gegenüber- 
liegenden Seiten  verbinden, 
schneiden  sich  in  einem  Punkte. 


Alle  diese  Sätze,  welche  auch  zur  Lösung  einer  Reihe  ein- 
facher Aufgaben  (namentlich  derjenigen  von  Seite  58)  benutzt 
werden  können,  lassen  sich  auch  direct,  ohne  Benutzung  des 
Sechsecks,  ableiten.  Ich  will  Ihnen  beispielsweise  für  das  Viereck 
diesen  directen  Beweis  geben,  weil  derselbe  uns  zugleich  neue  merk- 
würdige Eigenschaften  projectivischer  Grundgebilde  aufschliesst,  und 
weil  ich  zudem  die  Sätze  über  das  Viereck  zu  weiteren  Folgerungen 
benutzen  will. 

Um  in  zwei  projectivischen  Strahlenbüscheln  S  und  S|  (Fig.  33) 
zu  jedem  Strahl  des  einen  den  entsprechenden  Strahl  des  anderen 
leicht  auffinden  zu  können,  haben  wir  einen  dritten  Strahlen- 
büschel £»2  bestimmt,  der  zu  jedem  der  ersteren  perspectivisch 
liegt.  Zu  dem  Ende  schnitten  wir  S  und  Si  in  den  resp.  Punkt- 
reihen n  und  Wj  mittelst  zwei  Gerader,  die  wir  durch  den  Schnitt- 
punkt A  von  irgend  zwei  homologen  Strahlen  n  und  «i  der  ge- 
gebenen   Büschel    legten.     Da    diese    Punktreihen    perspectivisch 
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liegen,  so  ist  der  Strahlenbüschel  /S2,  von  welchem  sie  beide  Schnitte 
sind,  der  gesuchte. 

Diese  Schlüsse  gelten  auch  dann  noch,  wenn  u  mit  «i  und 
M|  mit  a  zusammenfällt  (Fig.  38),  so  dass  also  die  Punkte  6ai 
und  Äja  (d.  h.  B  und  Bi)  oder  ca,  und  c^a  (d.  h.  C  und  6\) 
u.  s.  w.,  in  welchen  zwei  einander  entsprechende  Strahlen  a  und  rr, 
von  je  zwei  anderen  b  und  ft,  oder  c  und  C|  wechselsweise 
geschnitten  werden,  mit  einem  festen  Punkte  Sj  in  einer  Ge- 
raden liegen.  Wird  durch  diesen  Punkt  Sj  irgend  eine  Gerade 
DD^  gelegt,  welche  in  D  und  7)|  die  resp.  Strahlen  o,  und  a 
schneidet,  so  sind  SD  und  Ä|Z>|  entsprechende  Strahlen  der 
Büschel  S  und  Äj.  Bringen  wir  nun  Z>|  mit  S  zum  Zusammon- 
fall,  so  geht  SD  in  SS2  oder  q  über,  so  dass  diesem  Strahl  von 
S  in  S|  der  Strahl  S^S  oder  qi  entspricht,  welcher  die  Mittel- 
punkte der  Büschel  S  und  /S,  verbindet.  Die  Gerade  SS2  oder 
q  ist  also  eine  Tangente  der  von  S  und  /S]  erzeugten  Curve 
II.  Ordnung,  und  ebenso  S1S2  oder  pi.  Oder  der  feste  Punkt  S^ 
ist  der  Durchschnittspunkt  der  beiden  Tangenten  q  und  p|  in  S 
und  Sj,  d.  h.  der  beiden  Strahlen,  welche  in  jedem  der  Büschel 
S  und  /S|  dem  gemeinschaftlichen  Strahle  S  Si  entsprechen.  Wir 
gelangen  deshalb  immer  zu  demselben  Punkte  Sj,  mögen  wir 
nun  mit  a  und  a|,  oder  mit  irgend  einem  anderen  Paare  (b  und 
6|  oder  c  und  c,)  entsprechender  Strahlen  die  resp.  Geraden  tij 
und  M  zusammenfallen  lassen.  Das  heisst:  Jede  Gerade,  welche 
zwei  solche  Punkte  (6c|  und  c6|)  verbindet,  in  denen  irgend  zwei 
Paare  (6,  6|  und  c,  c^)  entsprechender  Strahlen  sich  wechsels- 
weise schneiden,  geht  durch  den  Punkt  iSj. 

Um  in  zwei  projectivischen  Punktreihen  u  und  u^  (Fig.  34) 
zu  jedem  Punkte  der  einen  den  entsprechenden  Punkt  der  anderen 
leicht  auffinden  zu  können,  haben  wir  in  folgender  Weise  eine 
dritte  Punktreihe  «o  bestimmt,  welche  zu  jeder  der  gegebenen 
perspectivisch  liegt.  Wir  projicirten  w  und  M|  durch  die  resp. 
Strahlenbüschel  S  und  S|,  deren  Mittelpunkte  wir  auf  der  Ver- 
bindungslinie a  von  irgend  zwei  homologen  Punkten  A  und  Ai 
der  gegebenen  Punktreihen  annahmen.  Da  diese  Strahlenbüschel 
perspectivisch  liegen,  so  ist  das  gerade  Gebilde  ti2,  von  welchem 
sie  beide  Scheine  sind,  das  gesuchte. 

Lassen  wir  nun  S  mit  Ai  und  S|  mit  A  zusammenfallen 
(Fig.  39),  so  geht  1/2  durch  diejenigen  beiden  Punkte  von  ?/  und 
ii|,   welche   dem   Schnittpunkte  niti    entsprechen.     Zwei  beliebige 
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Punkte  D  und  Dj,  die  einander  entsprechen,  werden  nämlich  aus 
resp.  .4|  und  A  durch  zwei  Strahlen  A^D  und  ADi  projicirt, 
die  einander  auf  der  Geraden  1/2  schneiden.  Offenbar  aber  fallt 
dieser  Schnittpunkt  und  folglich  auch  Z)|  mit  dem  Punkte  Wj  u^ 
oder  Pj  zusammen,  wenn  D  mit  wM|  oder  P  zum  Zusammenfall 
gebracht  wird,  so  dass  1/3  wirklich  durch  den  einen  (und  ebenso 
durch  den  anderen)  der  beiden  Punkte  Pj  und  Q  geht,  welche 
dem  Schnittpunkte  PQ|  von  «  und  M|  entsprechen.  Mit  anderen 
Worten:  «2  verbindet  die  in  «  und  v^  liegenden  Berührungs- 
punkte des  Strahlenbüschels  IL  Ordnung,  welcher  durch  die 
beiden  Punktreihen  erzeugt  wird.  Wir  gelangen  deshalb  immer 
zu  derselben  Geraden  t/21  flögen  wir  nun  mit  A  und  i4|,  oder 
mit  irgend  einem  anderen  Pa«ire  {B  und  7?,  oder  C  und  CJ) 
homologer  Punkte  die  resp.  Mittelpunkte  S|  und  S  zusammen- 
fallen lassen.  Jeder  Schnittpunkt  von  zwei  solchen  Strahlen 
{B  Cj  und  /i,  C),  durch  welche  irgend  zwei  Paare  (jB,  ä,  und  ^  *, 
C|)  entsprechender  Punkte  sich  wechselsweise  projiciren,  lie«]^ 
auf  der  Geraden  «9. 

Die  eben  gewonnenen   Ergebnisse  lassen   sich   in   folgendem 
Doppelsatze  einander  gegenüberstellen: 

Die  beiden  Punkte  ah^    imd  |       Die  beiden  Geraden  il /i,  und 


ajft,  in  welchem  irgend  zwei 
Paare  fi,  a^  und  ft,  6|  homologer 
Strahlen  der  projectivischen  Bü- 
schel iS  und  Sj  sich  wechsel- 
seitig schneiden,  liegen  mit  dem 
Schnittpunkte  Sj  derjenigen 
beiden  Strahlen  in  einer  Gera- 
den, welche  dem  gemeinschaft- 
lichen Strahle  SS,  der  Büschel 
entsprechen. 


A^B^  durch  welche  irgend  zwei 
Paare  yl,  A^  und  /i,  /i,  ho- 
mologer Punkte  der  projec- 
tivischen Punktreihen  n  und 
W|  sich  wechselseitig  projiciren, 
schneiden  sich  auf  der  Verbin- 
dungslinie «2  derjenigen  beiden 
Punkte,  welche  dem  gemein- 
schaftlichen Punkte  UW|  der 
Punktreihen  entsprechen. 


Sie  werden  in  diesen  Sätzen  sofort  diejenigen  über  das  Vier- 
eck in  der  Curve  und  im  Strahlenbüschel  IL  Ordnung  erkennen, 
wenn  ich  noch  folgende  Bemerkungen  hinzufüge: 


In  der  Curve  IL  Ordnung, 
welche  durch  die  Büschel  S  und 
S|  erzeugt  wird,  bilden  die 
Punkte  iS,  aa|,  S|  und  hh^  ein 
eingeschriebenes  Viereck,  in  wel- 
chem n  und  6|,  sowie  a,  und  b 


In  dem  Strahlenbüschel  IL  ( >nl- 
nung,  welchen  die  Punktreihen 
w  und  M,  erzeugen,  bilden 
die  Strahlen  «,  AA^^  M|  und 
BB^  ein  Viereck,  in  welchem 
A    und    /i|,   sowie   i4,    und    B 
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G^enseiteu  sind,  während  in  &> 
sich  die  beiden  Tangenten  schnei- 
den, welche  in  den  gegenüber- 
liegenden Eckpunkten  S  und  S| 
die  Curve  berühren. 


gegenüberliegende  Eckpunkte 
sind,  während  auf  u*,  die  beiden, 
den  Gegenseiten  u  und  t/|  an- 
gehörenden Berührungspunkte 
des  Büschels  IL  Ordnung  liegen. 


Dass  die  obigen  Sätze  ganz  besonders  geeignet  sind,  uns  zu 
jedem  Elemente  des  einen  von  zwei  projectivischen  einförmigen 
Grundgebilden  das  entsprechende  Element  des  anderen  zu  liefern, 
liegt  auf  der  Hand.  Denn  wenn  z.  B.  in  zwei  projectivischen 
Punktreihen  u  und  «|  (Fig.  39)  drei  Paare  entsprechender  Punkte 
gegeben  sind,  so  lässt  sich  aus  diesen  die  Gerade  112  sofort  ab- 
leiten, welche  dann  jedem  Punkte  von  u  den  entsprechenden  von 
«1  sehr  einfach  zuweist 

Die  soeben  wiederholt  bewiesenen  Sätze  vom  Viereck  in  der 
Curve  und  im  Strahlenbüschel  IL  Ordnung  lassen  sich  auch  in 
der  folgenden  allgemeineren  Form  aussprechen  (Fig.  37) : 


Bilden  vier  Punkte  /i,  Z,  3/, 
N  einer  Curve  IL  Ordnung  ein 
vollständiges  Viereck,  und  ihre 
Tangenten  A:,  l,  w,  n  ein  voll- 
ständiges Vierseit,  so  liegen  in 
den  Verbindungslinien  der  drei 
Punkte  X,  Y,  Z,  in  welchen  die 
Gegenseiten  des  Vierecks  sich 
schneiden,  je  zwei  Gegenpunkte 
des  Vierseits. 


Bilden  vier  Strahlen  A,  /,  m, 
n  eines  Büschels  IL  Ordnung 
ein  vollständiges  Vierseit,  und 
ihre  Berührungspunkte  A',  /», 
A/,  N  ein  vollständiges  Viereck, 
so  gehen  durch  die  Schnittpunkte 
A",  Y,  Z  der  drei  Geraden,  welche 
die  Gegenpunkte  des  Vierseits 
verbinden,  je  zwei  Gegenseiten 
des  Vierecks. 


Denn  die  früher  aufgestellten  Sätze  gelten  links  für  jedes 
der  drei  einfachen  Vierecke,  aus  denen  das  vollständige  Viereck 
KLMN,  und  rechts  für  jedes  der  drei  einfachen  Vierseite,  aus 
denen  das  vollständige  Vierseit  klmn  zusammengesetzt  ist. 

In  dieser  Fassung  sagt  aber  der  Satz  links  offenbar  ganz 
dasselbe  aus  wie  •  der  Satz  rechts ;  denn  beide  sagen  aus ,  dass 
das  Dreieck,  dessen  Seiten  je  zwei  Gegenpunkte  des  Vierseits 
verbinden,  identisch  ist  mit  dem  Dreieck  XYZ^  in  dessen  Eck- 
punkten je  zwei  Gegenseiten  des  Vierecks  sich  schneiden.  Hat 
aber  umgekehrt  ein  Viereck  KLMN  vai  einem  ihm  umschriebenen 
Vierseit  klmn  diese  Lage,  so  kann  sowohl  eine  Curve  IL  Ord- 
nung construirt  werden,  welche  die  Geraden  k,  l,  rw,  n  in  den 
Punkten  K,  /.,  3/,  N  berülirt,  als  auch  ein  Büschel  IL  Ordnung, 
welcher  die  Punkte   Ä',  L,  M^  N  in  den  Sti'ahlen  A,  Z,  m,  n  zu 
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BerühruDgspunkten  hat.  Denn  zufolge  unseres  Satzes  hat  eine 
Curve  II.  Ordnung,  welche  durch  die  Punkte  /T,  L,  M^  N  liin- 
durchgeht,  und  in  K  die  Gerade  k  berührt,  auch  die  Geraden  /, 
w,  n  zu  Tangenten ;  und  es  muss  der  Büschel  11.  Ordnung,  welcher 
die  Strahlen  ^^  /,  m,  n  enthält,  und  in  k  den  Punkt  K  zum  Be- 
rührungspunkte hat,  auch  die  Punkte  Z,  3/,  N  zu  Berührungs- 
punkten haben.  Vier  Tangenten  einer  Curve  IL  Ordnung  nebst 
ihren  vier  Berührungspunkten  können  daher  stets  als  vier  Strahlen 
eines  Büschels  IL  Ordnung  nebst  ihren  vier  Berührungspunkten 
angesehen  werden. 

Eine  Curve  IL  Ordnung,  welche  durch  drei  Berührungspunkte 
Jf,  /*,  M  eines  Büschels  IL  Ordnung  hindurchgeht  und  in  zwei 
K  und  L  dieser  Punkte  die  zugehörigen  Strahlen  k  und  l  des 
Büschels  zu  Tangenten  hat,  geht  folglich  auch  durch  jeden  vierten 
Berührungspunkt  N  des  Büschels  und  hat  den  zugehörigen  Strahl 
n  des  letzteren  zur  Tangente.  Uuigekelirt  enthält  ein  Büschel 
IL  Ordnung  jede  Tangente  einer  Curve  IL  Ordnung,  sobald  er 
drei  solche  enthält  und  die  Beriihrungspunkte  von  zwei  derselben 
auf  der  Curve  liegen.  Wir  haben  also  folgende  schöne  Beziehung 
zwischen  den  Curven  und  Büscheln  II.  Ordnung: 

Die  sämmtlichen  Tangenten  ;  Die  sämmtlichen  Berührungs- 
einer Curve  II.  Ordnung  bilden  I  punkte  eines  Strahlenbüschels 
einen  Strahlenbüschel  IL  Ord-  j  IL  Ordnung  bilden  eine  Curve 
nung.  I  IL  Ordnung. 

Seiner  Wichtigkeit  wegen  beweise  ich  diesen  Doppelsatz  noch 
einmal  auf  andere  Art,  wobei  sich  noch  eine  neue  interessante 
EigenBchaft  der  Curven  IL  Ordnung  ergeben  wird.  Möge  von 
den  vier  Eckpunkten  iT,  L,  3/,  N  (Fig.  37)  des  einer  Curve 
IL  Ordnung  eingeschriebenen  Vierecks  der  eine  K  sich  auf  der 
Curve  bewegen,  indess  die  übrigen  di'ei  nebst  ihren  resp.  Tan- 
genten Z,  7?i,  n  ihre  Lage  nicht  ändern.  Dann  gleitet  die  Tangente 
k  des  Punktes  K  auf  der  Curve  fort,  und  auch  ihi'e  Schnittpunkte 
E  und  A  mit  den  resp.  Tangenten  n  und  l  bewegen  sich.  Es 
ist  aber  leicht  zu  erkennen,  dass  E  und  A  bei  dieser  Bewegung 
zwei  projcctivische  Punktreihen  in  resp.  n  und  l  beschreiben,  dass 
also  die  Tangente  k  einen  Strahlenbüschel  IL  Ordnung  durch- 
läuft. Denn  die  beiden  Diagonalen  EB  und  AD  des  Vierseits 
A',  Z,  wi,  n  sclineiden  sich  stets  in  einem  Punkte  Y  der  festen 
Geraden  LN^  und  beschreiben  folglich  um  die  festen  Eckpunkte 
B  und  D  zwei  perspectivische  Strahlenbüschel;   und  von   diesen 
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sind  die  Pimktreihen  n  und  f,  welche  die  Punkte  E  und  A  be- 
schreiben, Schnitte.  Damit  ist  der  Satz  links  bewiesen,  und  der 
Satz  rechts  kann  ganz  analog  bewiesen  werden. 

Auch  die  Gerade  MK  geht  durch  den  Punkt  Y  und  be- 
schreibt also  bei  der  Bewegung  des  Punktes  K  einen  Strahlen- 
büschel um  den  festen  Pxmkt  3/,  welcher  zu  dem  von  BE  be- 
schriebenen Büschel  B  perspectivisch  und  folglich  auch  zu  der 
von  E  beschriebenen  Punktreihe  n  projectivisch  ist.  Daraus  folgt, 
wenn  K  alle  Punkte  der  Curve  durchläuft: 

Sind    von   einer    CutDe    IL  Ordnung    ein    beliebiger  fester 
Punkt  M  und  eine  beliebige  feste  Tangente  n  gegeben^  und  tceisen 
wir  jedem  Strahle  von  M,   toelcher  einen  beliebigen  Punkt  K  der 
Curve  prqjicirt^   denjenigen  Punkt  von  n   ««,   durch  welchen  die 
Tangente  k  de8  Punktes  K  hindurchgeht,  so  sind  der  Strahlenbüschel 
M  und  die  Punktreihe  n  projectivisch  auf  einander  bezogetu 
Dieser  Satz,  den  Chasles  seinem  Traite  des  Sections  coniques 
au  die  Spitze  gestellt  hat,  ist  in  der  Ebene  sich  selbst  reciprok,  da 
ja,  wie  eben  bewiesen  wurde  und  wie  aus  ihm  selbst  folgt,  die  Tan- 
genten einer  Curve  IL  Ordnung  stets  einen  Büschel  IL  Ordnung  bilden. 
Ich  will  jetzt  nur  eine  Folgerung  aus  demselben  ziehen,  nämlich: 
;,Die   Tangenten    an    vier    harmonischen  Punkten    einer   Curve 
;jll.  Ordnung  sind  vier  harmonische  Tangenten.^ 
Sie  werden  nämlich  von  jeder  fünften  Tangente  in  vier  harmoni- 
schen Punkten  geschnitten,   weil  ihre  vier  Berührungspunkte  aus 
jedem  fünften  Punkte  der  Curve  durch  vier  harmonische  Strahlen 
projicirt  werden. 

Den   Satz,   dass   ein   Büschel   IL  Ordnung   von   irgend   zwei 
seiner  Strahlen  in  projectivischen  Punktreihen  geschnitten  wird, 
kömien  wir  nunmehr  auch  so  aussprechen: 
;,Die  sämmtlichen  Tangenten  einer  Curve  IL  Ordnung  werden 
^von   je   zwei  unter  ihnen  in  projectivischen  Punktreihen  ge- 
^schnitten." 
Ebenso   kann  der  Lehrsatz  des  Brianchon   auch  in  folgender 
Fassung  demjenigen  des  Pascal  gegenübergestellt  werden: 
^Von  jedem  einer  Curve  IL  Ordnung  ^umschriebenen*'  Sechseck 
;,(dessen  Seiten   die  Curve  berühren)   schneiden  sich  die  drei 
;,Hauptdiagonalen  in  einem  Punkte." 
und  zwar  wird  er,   sowie  die  Sätze  über  das  Fünfeck,   Viereck 
und  Dreieck  im  Strahlenbüschel,  gewöhnlich  in  dieser  Form  aus- 
gesprochen. 
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Ich  begnüge  mich  damit,  Ihnen  noch  einige  der  früher  bewie- 
senen Sätze  nebst  ihren  reciproken  in  dieser  neuen  Form  vorzu- 
führen, jedoch  übertragen  auf  die  Gebilde  IL  Ordnung  im  Strahlen- 
büudel.  Nach  früheren  Sätzen  (Seite  56)  wird  jede  Curve  und  jeder 
Strahlenbüscliel  IL  Ordnung  aus  einem  nicht  in  derselben  Ebene 
gelegenen  Punkte  durch  eine  Kegelfläche  und  einen  Ebenenbüschel 
IL  Ordnung  projicirt.  Jede  Tangente  der  Curve  wird  durch  eine 
Ebene  projicii't,  welche  mit  der  Kegelfläche  nur  einen  Strahl 
gemein  hat,  und  deshalb  ^Berührungsebene*^  desselben  heissU 
Ebenso  wird  jeder  Berührungspunkt  des  Strahlenbüschels  IL  Onl- 
nung  durch  einen  sogenannten  „ Berührungsstrahl  ^  des  Ebeuen- 
büschels  projicirt,  durch  welchen  nur  eine  Ebene  des  letzteren 
hindurchgeht.  Da  auch  umgekehrt  jede  Kegelfläche  und  jeder 
Ebeuenbüschel  IL  Ordnung  durch  eine  nicht  den  Mittelpunkt  ent- 
haltende P^bene  in  einer  Curve  resp.  einem  Strahlenbüschel  IL  Ord- 
nung geschnitten  wird,  so  folgt: 


Die  sämmtlicheu  Berührungs- 
ebenen einer  Kegelfläche  IL  Ord- 
nung bilden  einen  I^benenbüschel 
IL  Ordnung. 

Die  sämmtlichen  Strahlen  einer 
Kegelfläche  IL  Ordnung  werden 
aus  je  zwei  unter  ihnen  durch 
projectivische  Ebenenbüschel 
projicirt  (vgl.  Seite  02). 


Die  sämmtlichen  Berührungs- 
strahlen eines  Ebenenbü^chels 
IL  Ordnung  bilden  eine  Kegel- 
fläche IL  Ordnung. 

Die  sämmtlichen  Berührungs- 
ebenen einer  Kegeltiäche  II,  Ord- 
nung werden  von  je  zwei  unter 
ihnen  in  projectivischen  Strahleu- 
büscheln  geschnitten  (Seite  62). 


Aehnlich   wie   früher   (S(»ite  62)   kininen   wir  daher   folgende 
Definitionen  aufstellen : 


Vier  Strahlen  einer  Kegel- 
flache  IL  Ordnung  heissen  ^har- 
monische Strahlen^,  wenn  sie 
aus  irgend  ehiem  und  folglich 
aus  jedem  fünften  Strahle  der 
Fläche  durch  vier  harmonische 
Ebenen  projicirt  werden. 


Vier  Berührungsebeuen  einer 
Kegelfläche  IL  Ordnung  heissen 
^harmonische  Berührungsebe- 
nen", wenn  sie  von  irgend  einer 
und  folglich  von  jeder  fünften 
in  vier  harmonischen  Strahlen 
geschnitten  werden. 


Die  Lehrsätze  des  Pascal  und  des  Brianchon  lauten  flir 
die  Kegelfläche  IL  Ordnung: 

In  jedem  einer  Kegelfläche  In  jedem  einer  Kegelflächc 
IL  Ordnung  eingeschriebenen  Il.Ordnung  umschriebenen  Sechs- 
Sechskaut    scluieiden    sich    die  •  kant    schneiden    sich    die    drei 
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drei   Paar  Gegenseiten   in    drei  I  Hauptdiagonal -Ebenen  in  einer 
Geraden,  welche  in  einer  Ebene  I  Geraden, 
liegen.  ' 

Es  wird  eine  nützliche  Uebung  für  Sie  sein,  wenn  Sie  auch 
die  übrigen  wichtigen  Sätze,  welche  wir  für  ebene  Gebilde  be- 
wiesen haben,  auf  die  entsprechenden  Gebilde  im  Strahlenbündel 
übertragen. 

Ich  kehre  noch  einmal  zu  den  Curven  II.  Ordnung  zurück, 
um  aus  dem  Satze,  dass  sie  mit  keiner  Geraden  mehr  als  zwei 
Punkte  gemein  haben,  für  ihren  Verlauf  in  der  Ebene  eine  bemer- 
kenswerthe  Folgerung  zu  ziehen.  Zufolge  dieses  Satzes  hat  nämlich 
eine  solche  Curve  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  ihrer  Ebene 
entweder  gar  keinen  Punkt  gemein,  oder  einen  Punkt,  in  welchem 
sie  von  der  unendlich  fernen  Geraden  berührt  wird,  oder  endlich 
zw^ei  Schnittpunkte.  Im  ersten  Falle  sind  alle  Punkte  der  Curve 
eigentliche  Punkte  und  alle  ihre  Tangenten  eigentliche  Strahlen 
der  Ebene,  und  die  Curve  wird  eine  ^Ellipse"  genannt  (s.  Figg.  33 
bis  39).  Im  zweiten  Falle  erstreckt  sich  die  Curve  mit  zwei 
Aesten  ins  Unendliche,  indem  sie  dem  Punkte  zustrebt,  in  welchem 
die  unendlich  ferne  Gerade  sie  berührt;  sie  heisst  dann  eine 
^Parabel"  (s.  Fig.  32).  Im  dritten  Falle  besteht  die  Curve  aus 
zwei  krummen  Linien,  deren  jede  mit  zwei  Aesten  den  beiden 
unendlich  fernen  Punkten  zustrebt,  durch  welche  die  beiden  krum- 
men Linien  mit  einander  zusammenhängen;  die  Curve  heisst  in 
diesem  Falle  eine  ;,Hyperbel*'  (Fig.  31).  Weil  die  unendlich  ferne 
Gerade  der  Ebene  die  Hyperbel  schneidet,  so  sind  alle  Tangenten 
der  letzteren,  insbesondere  auch  die  Taugenten  der  beiden  un- 
endlich fernen  Curvenpunkte,  eigentliche  Strahlen  der  Ebene.  Es 
giebt  also  zwei  Tangenten,  welchen  sich  die  Hyperbel  im  Unend- 
lichen anschmiegt,  und  welche  die  „Asymptoten^  derselben  ge- 
nannt werden. 

Dieselben  drei  Arten  von  Curven  IL  Ordnung  können  wir  auch 
aus  irgend  einer  Kegelfläche  IL  Ordnung  herausschneiden,  deren 
Mittelpunkt  nicht  unendlich  fern  liegt.  Eine  durch  den  Mittel- 
punkt gelegte  Ebene  2  hat  nämlich  mit  der  Kegelfläche  entweder 
nur  diesen  Punkt  gemein,  oder  sie  berührt  dieselbe  in  einem  Strahle 
s,  oder  endlich  sie  schneidet  dieselbe  in  zwei  Strahlen  p  und  q. 
Jede  zu  51  parallele  Ebene  üj  schneidet  im  ersten  Falle  alle 
Strahlen  der  Kegelfläche  in  eigentlichen  Punkten  und  die  Kegel- 
fläche selbst  in  einer  Ellipse.     Im  zweiten  Falle  ist  die  Schnitt- 
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curve  eine  Parabel,  weil  der  parallele  Strahl  8  in  einem  unendlich 
fernen  Punkte  von  2|  geschnitten  wird;  und  zwar  ist  die  Schnitt- 
linie von  2i  mit  der  Berührungsebene  2!  die  unendlich  ferne  Tan- 
gente der  Parabel.  Endlich  im  dritten  Falle  ist  die  Schnittcurve 
eine  Hyperbel,  weil  die  zwei  Strahlen  p  und  q  in  ihren  unendlich 
fernen  Punkten  von  ij  geschnitten  werden.  Die  Ebenen,  welche 
in  p  und  q  die  Kegelfläche  berühren,  werden  von  i'i  in  den 
Asymptoten  der  Hyperbel  geschnitten;  und  die  Hyperbel  besteht 
aus  zwei  krummen  Linien,  weil  beide  Hälften  der  Kegelfläche 
von  2,  gesclinitten  werden.  Wir  können  die  Hyperbel  wie  jede 
Curve  n.  Ordnung  als  eine  in  sich  zurücklaufende,  geschlossene 
Curve  auffassen,  weil  jede  eigentliche  Kegelfläche,  durch  welche 
eine  solche  Curve  projicirt  wird,  eine  geschlossene,  in  sich  zu- 
rücklaufende Fläche  ist. 

Zwei  projectivische  Strahlenbüschel,  die  schief  in  einer  Ebene 
liegen,  erzeugen  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel,  jenachdem 
kein  Paar  einander  entsprechender  Strahlen,  oder  ein  Paar  oder 
zwei  Paare  parallel  laufen.  Wird  also  der  eine  Strahlenbüschel 
so  in  der  Ebene  verschoben,  dass  er  mit  dem  andern  concen- 
trisch  wird,  jedoch  ohne  dass  seine  Strahlen  die  Richtung  ändern, 
so  haben  diese  concentrischen  Büschel  im  ersten  Falle  keinen, 
im  zweiten  Falle  einen  und  im  dritten  zwei  Strahlen  entsprechend 
gemein.  Der  letztere  Fall  tritt  namentlich  dann  ein,  wenn  die 
Büschel  entgegengesetzt  projectivisch  sind.  Sie  werden  hiernach 
in  vielen  Fällen  sofort  erkennen  können,  ob  eine  durch  genügend 
viele  Bedingungen,  z.  B.  durch  fünf  ihrer  Punkte  bestimmte  Curve 
II.  Ordnung  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  ist. 

Schwieriger  ist  diese  Untersuchung,  wenn  die  Curve  durch 
Tangenten  gegeben  ist,  oder  durch  zwei  projectivische  Punkt- 
reihen, welche  den  umhüllenden  Büschel  IL  Ordnung  erzeugen. 
Doch  erkennen  Sie  sofort,  dass  zwei  projectivische  Punktreihen 
dann  und  nur  dann  die  sämmtlichen  Tangenten  einer  Parabel 
erzeugen,  wenn  ihre  unendlich  fernen  Punkte  einander  entsprechen ; 
denn  nur  in  diesem  Falle  ist  die  unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene 
eine  jener  Tangenten.  Man  nennt  zwei  projectivische  Punktreihen, 
deren  unendlich  ferne  Punkte  einander  entsprechen,  projectivisch 
„ähnlich".  Werden  sie  in  perspectivische  Lage  gebracht,  indem 
(Fig.  40)  irgend  zwei  einander  entsprechende  eigentliche  Punkte 
derselben  auf  einander  gelegt  werden,  so  stellen  sie  sich  als 
Schnitte  eines  Parallelstrahlenbüschels  dar,  indem  ihr  Projections- 
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mittelpunkt  auf  dem  unendlich  fernen  Strahle,  also  selbst  unendlich 
fern  liegt.  Beiläufig  ergiebt  sich  für  die  Parabeltangeuten  die 
metrische  Beziehung: 

„Je  zwei  Tangenten  «  und  w,   einer  Parabel  werden  von  den 
„übrigen  ^1^4,,  i5ß|,  jDjD,,  .  .  .  proportional  getheilt^  (Fig.  32). 
Daraus  erkläi-t  sich  auch  der  Ausdruck  „projectivisch  ähnlich^. 
Bei  dieser  Gelegenheit  will  ich  noch  folgende  Sätze  anführen: 
„Bewegen   sich   die   Eckpunkte   eines  Dreiecks   so   auf  drei  iu 
„einer  Ebene  gegebeneu  Geraden,  dass  zwei   Seiten  desselben 
„ihre  Richtung  nicht  ändern,  so  beschi'eibt  die  dritte  Seite  ent- 
„weder  auch  einen  Parallelstrahlenbüschel,  oder  einen  Strahlen- 
„büschel  II.  Ordnung,  der  eine  Parabel  umhüllt." 
Denn  durch  die  Parallelstrahlenbüschel,  welche  die  ersten  beiden 
Dreiecksseiten  beschreiben,  werden  zwei  von  den  drei  Punktreihen, 
die  in  den  gegebenen  Geraden  liegen,   auf  die  dritte  und  folglich 
auf  einander  projectivisch  ähnlich  bezogen. 

„Sind    eine   Punktreihe  u  und    ein   Strahlenbüschel   /i>,   die  in 

„derselben  Ebene  liegen,  projectivisch  auf  einander  bezogen,  und 

„zieht  man  durch  jeden  Punkt  von  u  eine  Parallele  zu  dem  ent- 

„ sprechenden  Strahle  von  S,  so  schneiden  sich  diese  Parallelen 

„entweder  in  einem  Punkte,   oder  sie  umhüllen  eine  Parabel." 

Schneiden  wir  nämlich  den  Strahlenbüschel  S  durch  die  unendlich 

ferne   Gerade  der  Ebene,   so   erhalten  wir  eine  unendlich  ferne 

Punktreihe,   welche  zu  u  projectivisch  ist.     Liegt  dieselbe  nicht 

perspectivisch  zu  ti,  so   erzeugt  sie  mit  u  einen  Strahlenbüschel 

IL  Ordnung,  welcher  auch  die  unendlich  ferne  Gerade  enthält, 

und  folglich  eine  Parabel  umhüllt. 

Wird  eine  Curve  IL  Ordnung  aus  einem  unendlich  fernen 
Punkte  projicirt,  der  nicht  in  ihrer  Ebene  liegt,  so  erhalten  wir 
eine  Kegelfläche  mit  unendlich  fernem  Mittelpunkt,  deren  Strahlen 
also  parallel  sind.  Dieselbe  wird  eine  „Cylinderfläche"  IL  Ord- 
nung genannt.  Zwei  projectivische  Ebenenbüschel,  deren  Axen 
parallel  sind,  erzeugen  demnach  entweder  einen  Parallelstrahlen- 
büschel oder  eine  Cylinderfläche  IL  Ordnung.  Wir  theilen  diese 
Cylinderflächen  ein  in  elliptische,  parabolische  und  hyperbolische, 
jenachdem  sie  von  irgend  einer  und  folglich  von  jeder  Ebene, 
die  nicht  durch  ihren  unendlich  fernen  Mittelpunkt  geht,  in 
EUipsen,  Parabeln  oder  Hyperbeln  geschnitten  werden,  oder  was 
dasselbe  ist,  jenachdem  sie  keinen,  einen  oder  zwei  unendlich 
ferne  Strahlen  enthalten. 
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Pol  und  Polare  in  Bezug  auf  Curven  zweiter  Ordnung. 


Die  Sätze  über  Vierecke,  welche  einer  Curve  IL  ürdnuiig 
eingeschrieben  oder  auch  umschrieben  sind,  führen  uns  zu  einer 
Reihe  sehr  wichtiger  Eigenschaften  dieser  Curven,  von  denen  ich 
Ihnen  schon  in  der  Einleitung  einzelne  angegeben  habe.  Wir  ge- 
langen zu  denselben  durch  folgende  Betrachtung: 

Ist  in  der  Ebene  einer  Curve  II.  Ordnung  ein  Punkt  U  ge- 
geben (Figg.  41  und  42),  der  nicht  auf  der  Curve  selbst  liegt, 
und  legen  wir  durch  denselben  zwei  die  Curve  schneidende  Ge- 
rade (oder  Socanten)  AC  und  BD^  so  können  wir  diese  als  Dia- 
gonalen eines  der  Cun*^  eingeschriebenen  einfachen  Vierecks 
AB  CD  beti*achten.  Die  zwei  Piiare  Gegenseiten  BC^  AD  und 
A  B^  CD  dieses  Vierecks  schneiden  sich  dann  in  je  einem  Punkte 
P  resp.  Q,  die  Tangenten  a  und  c  in  zwei  gegenüberliegenden 
Eckpunkten  A  und  C  schneiden  sich  in  einem  dritten  Punkte  h\ 
und  diese  drei  Schnitti)unkte  P,  Q  und  li  liegen  in  einer  Ge- 
raden M.  Auf  derselben  Geraden  schneiden  sich  auch  die  Tan- 
genten b  und  e/,  welche  in  den  Eckpunkten  B  und  D  construirt 
werden  können  (vgl.  die  Sätze  über  das  eingeschriebene  Viereck 
Seite  6G  und  ()9). 

Bezeichnen  wir  nun  durch  V  und  W  die  Schnittpunkte  der 
Geraden  u  mit  resp.  AC  und  7^7),  so  erkennen  Sie  sofort,  dass 
V  von  C  harmonisch  getrennt  ist  durch  die  Punkte  A  und  C. 
Denn  von  dem  Viereck  PBQD  schneiden  sicli  je  zwei  Gegen- 
seiten in  resp.  A  und  C,  während  die  Diagonale  BD  durch  C 
und  die  Diagonale  PQ  durch  V  geht.  Ebenso  sind  U  und  W 
hannonisch  getrennt  durch  B  und  />.  Die  Gerade  u  wird  also 
auch  gefunden ,  indem  wir  nur  eine  Secante  A  C  durch  l '  legen, 
auf  dieser  den  Punkt  V  suchen,  welcher  durch  die  Curvenpunkte 
A  und  C  harmonisch  von  U  getrennt  ist,  und  denselben  mit  dem 
Schnittpunkte  R  der  beiden  in  A  und  C  construirten  Tangenten 
verbinden.  Und  wie  auch  die  zweite  Secante  BD  durch  U  gelegt 
werden  möge,  so  müssen   doch  stets  auf  der  Geraden  u,  welche 
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schon  durch  die  erste  Secautc  völlig  bestimmt  ist,  folgende 
Punkte  liegen: 

1)  die   Schnittpunkte   P  und   Q  der  Gegenseiten  des  Vierecks 
ABCD, 

2)  der   Schnittpunkt  S  der   beiden   in   B  und  D  construirten 
Tangenten, 

3)  der  Punkt  TF,  welcher  von   U  durch   die  Punkte  B  und  D 
harmonisch  getrennt  ist. 

Wir  wollen  U  den  „Pol^  der  so  bestimmten  Geraden  ti  nennen, 
und  umgekehrt  n  die  „Polare"  des  Punktes  U.  Die  Polare  eines 
gegebenen  Punktes  bezüglich  einer  Curve  II.  Ordnung  kann  man 
hiernach  auf  verschiedene  Art,  und  zwar  durch  lineare  Construc- 
tionen  leicht  finden.  Umgekehrt  kann  der  Pol  U  einer  gegebenen 
Geraden  «  construirt  werden,  indem  man  aus  zwei  beliebigen 
Punkten  R  und  S  derselben  zwei  Paare  Tangenten  a,  c  und  6,  d 
an  die  Curve  IL  Ordnung  legt  (Figg.  41  und  42).  Durch  den 
Pol   U  gehen  dann : 

1)  die  Diagonalen  des  einfachen  Vierseits  abcff^ 

2)  die  Verbindungslinien   AC  und   BD  der  Berührungspunkte 
jedes  Tangentenpaares, 

3)  die  beiden  Strahlen,  von  denen  der  eine  durch  n  und  c,  der 
andere  durch  b  uijd  d  harmonisch  getrennt  ist  von  u. 

Denn  der  Schnittpunkt  U  von  A  C  und  B  D  ist  der  Pol  von  w, 
weil  seine  Polare  nach  dem  Obigen  mit  u  zusammenfällt,  da  auf  ihr 
die  Schnittpunkte  der  in  A  und  C,  sowie  in  B  und  D  construirten 
Tangentenpaare  liegen.  Ferner  sind  die  Geraden  i?  ^^undw  harmo- 
nisch getrennt  durch  a  und  c,  weil  die  Punkte  L^und  F  jener  beiden 
Geraden  durch  die  Berührungspunkte  A  und  C  dieser  Tangenten 
harmonisch  getrennt  sind ;  und  ebenso  ist  S  U  von  u  harmonisch 
getrennt  durch  b  und  d,  so  dass  die  Behauptung  3)  bewiesen  ist. 
Die  Richtigkeit  der  Behauptung  1)  folgt  unmittelbar  aus  dem  früher 
bewiesenen  Satze  (Seite  69)  über  das  umschriebene  Vierseit. 

Wenn  die  Polare  u  eines  Punktes  U  (Fig.  42)  die  Curve 
n.  Ordnung  schneidet,  so  wird  die  Curve  von  den  beiden  Geraden 
berührt,  welche  den  Punkt  U  mit  den  Schnittpunkten  verbindet. 
Denn  hätte  eine  dieser  Geraden  mit  der  Curve  noch  einen  zweiten 
Punkt  gemein,  so  müsste  derselbe  von  dem  ersten  Schnittpunkte 
harmonisch  getrennt  sein  durch  U  und  ?/,  und  dieser  erste  Schnitt- 
punkt könnte  also  nicht  auf  ti  liegen.  Die  Gerade  w  ist  also  in 
diesem   Falle   die   ^Berührungssehne'^   des  Punktes    t/,   d.  h.    die 
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Gerade,  welche  die  Berührungspunkte  der  beiden,   aus  U  nn  die 
Curve  IL  Ordnung  gelegten  Tangenten  verbindet. 

Alle  diese  Ergebnisse   können  wir  in  folgendem  Doppelsatze 
zusammenfassen: 

Wenn   durch   einen  Punkt  U^  '       Wenn  von  beliebig  vielen  Punk- 
welcher  in  der  Ebene  einer  Curve     ten  einer  Geraden  u,  welche  in 


II.  Ordnung,  aber  nicht  auf 
derselben  liegt,  beliebig  viele 
Secanten  durch  die  Curve  ge- 
legt werden,  und  man  be- 
stimmt: 

1)  in  jedem  der  Curve  einge- 
schriebenen einfachen  Vier- 
eck, welches  irgend  zwei 
dieser  Secanten  zu  Diago- 
nalen hjit,  die  Schnittpunkte 
der  Gegenseiten, 

2)  auf  jeder  Secante  den  Punkt, 
welcher  von  U  durch  die 
beiden  Curvenpunkte  harmo- 
nisch getrennt  ist, 

3)  den  gemeinschaftlichen  Punkt 
der  beiden  Tangenton,  welche 
in  den  Schnittpunkten  einer 
jeden  Secante  die  Curve  be- 
rühren, 

4)  wenn  von  U  Tangenten  an 
die  Curve  gezogen  werden 
können,  dicBerührungspunkte 
derselben, 

so  liegen  alle  diese  Punkte  auf 
einer  (leraden  w,  welche  die 
Polare  des  Punktes  U  in  Be- 
zug auf  die  Curve  IL  Ordnung 
genannt  wird. 

Liegt  ein  Punkt  A  auf  der  Curve  IL  Ordnung,  und  ist  a  die 
Tangente  in  diesem  Punkte,  so  soll  a  die  Polare  von  A  heissen 
und  umgekehrt  A  der  Pol  von  a.  Dieser  Fall  kann  als  (irenzfall 
des  vorigen  betrachU't  werden.  Hierdurch  und  durch  das  Vor- 
hergehende  ist  also  jedem  Punkte  der  Ebene  eine  Polare  in  Be- 


der  Ebene  einer  Curve  IL  Onl- 
nung  liegt,  aber  dieselbe  nicht 
berührt,  je  zwei  Tangenten  an 
die  Curve  gezogen  werden,  und 
man  bestimmt: 

1)  in  jedem  der  Curve  umschrie- 
benen einfachen  Vierseit, 
dessen  Gegenseiten  von  zwei 
solchen  Tangentenpaanm  ge- 
bildet werden,  die  Diago- 
nalen, 

2)  für  jeden  Punkt  von  u  die 
Gerade,  welche  durch  die 
beiden  Tangenten  der  Curve 
harmonisch  von  m  getrennt 
ist, 

3)  die  Gerade,  welche  die  Be- 
rührungspunkte eines  je<len 
Tangentenpaares  verbindet, 

4)  wenn  t«  die  Curve  schneidet, 
die  beiden  Tangenten  in  den 
Schnittpunkten, 

so  gehen  alle  diese  Geraden 
durch  einen  Punkt  U^  welcher 
der  Pol  der  Geraden  n  in  Be- 
zug auf  die  Curve  IL  Ordnung 
genannt  wird. 
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zug  auf  die  Curve  II.  Ordnung  zugeordnet,   und  umgekehrt  jeder 
Geraden  ein  Pol. 

Wenn  in  der  Ebene  einer  CuiTe  II.  Ordnung  ein  Punkt  ge- 
geben ist,  so  wollen  wir  sagen,  derselbe  liege  „ausserhalb*'  oder 
,,innerhalb^  der  Curve,  jenachdem  durch  ihn  zwei  oder  keine 
Tangenten  an  die  Curve  gelegt  w^erden  können.  Die  sämmtlichen 
Punkte  einer  Tangente  liegen  also  ausserhalb  der  Curve;  nur 
der  Berührungspunkt  liegt  ;,auf'*  der  Curve.  Jede  Gerade,  welche 
in  der  Ebene  der  Curve  liegt,  enthält  unendlich  viele  Punkte, 
welche  ausserhalb  der  Curve  liegen,  weil  die  Gerade  mit  jeder 
Tangente  einen  Punkt  gemein  hat;  und  zwar  folgen  diese  Punkte 
stetig  auf  einander,  weil  die  Tangenten  stetig  aufeinander  folgen. 
Alle  Punkte  einer  Geraden,  welche  innerhalb  der  Curve  liegen, 
folgen  daher  auch  stetig  auf  einander.  Wenn  also  die  Ver- 
bindungslinie von  zwei  ausserhalb  der  Curve  gelegenen  Punkten 
von  der  Curve  geschnitten  wird,  so  sind  diese  Punkte  nicht  durch 
die  Schnittpunkte  von  einander  getrennt,  sondern  man  kann  auf 
der  ausserhalb  der  Curve  liegenden  Strecke  der  Geraden  von 
A  nach  B  gelangen  (nöthigenfalls,  indem  man  durch  den  unend- 
lich fei'nen  Punkt  hindurchgeht),  ohne  einen  Curvenpunkt  zu  über- 
schreiten. Ebenso  sind  zwei  innerhalb  der  Curve  liegende  Punkte 
nicht  durch  die  Curve  von  einander  getrennt,  sondern  liegen  auf 
einer  von  der  Curve  eingeschlossenen  Strecke  ihrer  Verbindungs- 
linie. Von  zwei  Punkten  dagegen,  welche  durch  die  Curve  von 
einander  getrennt  sind,  liegt  der  eine  innerhalb,  der  andere 
ausserhalb  der  Curve;  denn  sie  können  nach  dem  eben  Be- 
wiesenen weder  beide  innerhalb,  noch  beide  ausserhalb  der  Curve 
liegen.     Also : 

^Eine  Ebene  wird  durch  eine  in  ihr  liegende  Curve  II.  Ordnung 

„in    zwei   Theile    zerlegt.      Von   einem    beliebigen   Punkte   des 

„einen  Theils  kann  man   zu  jedem  anderen  Punkte  desselben 

„Theiles,   dagegen  zu   keinem  Punkte  des   anderen  Theilcs  ge- 

„langen,    ohne   die   Curve   zu   überschreiten.     Die  Punkte   des 

„einen  Theiles  liegen  ausserhalb  der  Curve,  und  es  lassen  sich 

„von  ihnen  je  zwei  Tangenten  an  die  Curve  ziehen ;  die  Punkte 

„des   anderen  Theiles  liegen   innerhalb  der  CurvB,   und  durch 

„sie  gehen  keine  Tangenten.*^ 

Ein  innerhalb  der  Curve  gelegener  Punkt  ist  somit  von  jedem 

Punkte  seiner  Polare  harmonisch  getrennt  durch  die  Curve,   und 

jede  durch  ihn  gelegte  Gerade  schneidet  die  Curve  in  zwei  Punkten, 
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während  seine  Polare  nicht  von  der  Curve  geschnitten  wird.  Ein 
ausserhalb  der  Curve  gelegener  Punkt  R  dagegen  ist  nicht  von 
jedem  Punkte  seiner  Polare  durch  die  Cur\'e  getrennt;  sondern 
zieht  man  durch  R  die  beiden  Tangenten  an  die  Curve,  so  be- 
grenzen dieselben  auf  der  Polare  eine  Strecke,  deren  sämmtlichc 
Punkte  von  R  harmonisch  getrennt  sind.  Die  Curve  nebst  allen 
von  ihr  eingeschlossenen  Punkten  ist  in  dem  einen  der  beiden 
vollkommenen  Winkel  enthalten,  welche  von  zwei  Tangenten  ge- 
bildet werden. 

Wir  werden  von  diesen  Sätzen,  die  Ihnen  vielleicht  als  selbst- 
verständlich erscheinen,  aber  nach  meiner  Ansicht  des  Beweises 
gleichwohl  bedurften,  später  mehrfach  Gebrauch  macheu.  Zunächst 
beweise  ich  mit  ihrer  Hülfe  folgenden  Hauptsatz  der  Polarentheorie: 


Die  Polaren  der  sämmt- 
lichen  Punkte  einer  Ge- 
raden w  gehen  durch  den 
Pol  U  dieser  Geraden. 
Liegt  ein  Punkt  von  u  innerhalb 
der  Curve  H.  Ordnung,  so  ist  er 
von  U  harmonisch  getrennt,  und 
seine  Polare  muss  deshalb  durch 
U  gehen.  Liegt  aber  irgend 
ein  Punkt  R  von  w  (Figg.  41 
und  42)  ausserhalb  der  Curve, 
so  kann  man  durch  ihn  zwei 
Tangenten  an  die  Curve  ziehen. 
Und  die  Gerade,  welche  den 
Berührungspunkt  der  einen  die- 
ser Tangenten  mit  U  verbindet, 
ist  die  Polare  von  Ä,  weil  ihr 
Pol  sowohl  auf  «  als  auch  auf 
jener  Tangente  liegen  muss. 
Liegt  endlich  ein  Punkt  von  u 
auf  der  Curve,  so  ist  die  Tan- 
gente in  demselben  seiue  Po- 
lare; diese  aber  geht  gleichfalls 


Die  Pole  der  sämmtli- 
chen  Strahlen  eines  Punk- 
tes U  liegen  auf  der  Po- 
lare «  dieses  Punktes.  Wenn 
ein  Strahl  von  U  die  Curve 
n.  Ordnung  schneidet,  so  erhält 
man  den  Pol  derselben,  indem 
man  an  den  Schnittpunkten  Tan- 
genten construirt  und  deren 
Schnittpunkt  sucht.  Dieser  aber 
liegt,  wie  vorhin  bewiesen,  auf 
der  Polare  «  von  U,  Schneidet 
aber  irgend  ein  Strahl  von  V 
die  Curve  nicht,  so  liegt  sein 
Pol  innerhalb  der  Curve,  ist  also 
von  jedem  Punkte  des  Strahles 
und  folglich  auch  von  U  har- 
monisch getrennt,  also  wiwler 
auf  u  gelegen.  Berührt  endlich 
ein  Strahl  die  Curve,  so  liegt 
der  Berührungspunkt  auf  n  und 
ist  zugleich  der  Pol  jenes 
Strahles. 


durch   IL 

Durch  diese  und  die  vorhergehenden  Sätze  ist  das  Gesetz 
der  Reciprocität,  auf  welches  ich  später  noch  einmal  zurü(*k- 
kommen  werde,  wenigstens  für  das  ebene  System  oder  überhaupt 
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für  Grundgebilde  der  zweiten  Stufe  bewiesen.  Denn  zu  jedem 
ebenen  Gebilde  können  wir  mit  Hülfe  einer  Curve  IL  Ordnung  ein 
reciprokes  ebenes  Gebilde  construiren,  indem  wir  zu  jedem  Punkte 
des  ersteren  die  Polare,  zu  jeder  Geraden  den  Pol  bestimmen. 
Daher  wird  es  künftig  genügen,  wenn  ich  für  ebene  Gebilde  von  je 
zwei  reciproken  Sätzen  immer  nur  den  einen  beweise. 

Mit  Hülfe  der  Polaren  hat  Brianchon  seinen  Lehrsatz  aus 
demjenigen  des  Pascal  abgeleitet.  Zu  jeder  Seite  des  einer  Cun'e 
EL  Ordnung  eingeschriebenen  Sechecks  construirte  er  nämlich  den 
Pol,  indem  er  in  den  beiden  auf  der  Seite  gelegenen  Eckpunkten 
Tangenten  construii-te  und  deren  Schnittpunkt  suchte  (Fig.  43). 
Den  Seiten  und  Eckpunkten  des  eingeschrielienen  Seclisecks  ent- 
sprechen also  die  Eckpunkte  und  Seiten  des  umschriebenen 
Sechsecks;  und  der  Schnittpunkt  von  zwei  beliebigen  Seiten  des 
ersteren  hat  zur  Polare  die  Verbindungslinie  der  entsprechenden 
Eckpunkte  des  letzteren.  Da  nun  die  drei  Punkte,  in  welchen  die 
drei  Paar  Gegenseiten  des  eingeschriebenen  Sechsecks  sich  schnei- 
den, in  einer  Geraden  n  liegen,  so  gehen  auch  die  drei  Geraden, 
welche  die  drei  Paar  Gegenpunkte  des  umschriebenen  Sechsecks 
verbinden,  durch  einen  Punkt  f/,  den  Pol  jener  Geraden  w. 

Sie  ersehen  schon  aus  dieser  einen  Anwendung,  welcher 
Nutzen  aus  der  Polarentheorie  gezogen  werden  kann.  Mit  Hülfe 
einer  Curve  U.  Ordnung  kann  jetzt  z.  B.  zu  jeder  ebenen  Curve 
ein  Strahlenbüschel  gefunden  werden,  welcher  jener  Cui*ve  reci- 
prok  ist,  indem  jeder  Punkt  der  Curve  einen  Strahl  des  Bü- 
schels zur  Polare  hat.  Und  den  Eigenschaften  der  Curve  werden 
Eigenschaften  des  Büschels  entsprechen.  Wir  werden  später  noch 
allgemeinere  Beziehungen  dieser  Art  zu  untersuchen  haben. 

Sind  P  und  Q  zwei  beliebige  Punkte  einer  Geraden  u  (Figg.  41 
und  42),  so  gehen  dem  obigen  Hauptsatze  zufolge  ihre  Polaren 
p  und  q  durch  den  Pol  U  von  u.  Wir  wollen  nun  P  irgendwo 
auf  II,  dagegen  Q  im  Schnittpunkte  von  u  und  p  annehmen ;  dann 
bilden  P,  Q  und  U  die  Eckpunkte  und  ihre  Polaren  /?,  q  und  u 
die  ihnen  gegenüberliegenden  Seiten  eines  Dreiecks.  Dasselbe 
wird  ein  ^Poldreieck  der  Curve  U.  Ordnung^  genannt;  jeder  Eck- 
punkt desselben  ist  der  Pol  der  ihm  gegenüberliegenden  Seite. 
Für  solche  Poldreiecke  gilt,  wie  ohne  Weiteres  einleuchtet,  der 
Doppelsatz  (vgl.  auch  Fig.  37). 


Die    drei    Paar    Gegenseiten 
jedes     vollständigen     Vierecks, 


Die    drei   Paar   Gegenpunkte 
jedes     vollständigen     Vierseits, 


Re^e,  Crcom<?tiio  der  Lago.    I.    2.  Aufl.  ß 
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welches  einer  Curve  IL  Ordnung 
eingeschrieben  ist,  schneiden  sich 
in  den  Eckpunkten  eines  Pol- 
dreiecks der  Curve. 


welches  einer  Curve  IL  Ordnung 
umschrieben  ist,  liegen  auf  den 
Seiten  eines  Poldreiecks  der 
Curve  (Seite  78). 


Zu  jedem  Poldreieck  PQU  können  unendlich  viele  der  Curve 
eingeschriebene  Vierecke  construirt  werden,  deren  drei  Paar  Gegen- 
seiten sich  in  P,  Q  und  U  schneiden.  Man  lege  durch  P  eine 
Secante  BC  an  die  Curve  (Figg.  41  und  42),  verbinde  die  beiden 
Curvenpunkte  B  und  C  derselben  mit  dem  Punkte  U  und  bringe 
die  Geraden  HU  und  CÜ  in  resp.  D  und  A  zum  zweiten  Male 
mit  der  Curve  zum  Durchschnitt;  dann  ist  AB  CD  eines  jener 
unendlich  vielen  eingeschriebenen  Vierecke,  wie  Sie  leicht  seihst 
beweisen  werden. 

Werden  nun  von  dem  eingeschriebenen  Viereck  die  Eckpunkte 
A   und  C  nebst  dem  Punkte   U  festgehalten,  der  Punkt  P  aber 
auf  der  Polare  u  von  U  verschoben,   so   bewegt  sich   der   Eck- 
punkt B  auf  der  Curve;   die  Geraden  PB  und  QB  beschreiben 
folglich  um  die  Mittelpunkte  C  und  A  zwei  projectivische  Strahlen- 
büschel und   also  auch   die  Punkte  P  und  Q  zwei  projectivische 
Punktreihen,    welche   Schnitte  jener   Strahlenbüschel   sind.      Wir 
schliessen  daraus,  dass  der  Strahlenbüschel,   welchen  die  Polare 
UQ  oder  p  des  Punktes  P  \xm  U  beschreibt,  während  P  die  Punkt- 
reihe ti  durchläuft,   zu  dieser  Punktreihe  projectivisch  ist     Also: 
Wenn  ein  Punkt  P  eine  Pnnktreihe  u  beschreibt^  so  beschreibt 
ghichzeiiig   seine  Polare   p   einen  Strahlenbüschel   U,    loelcher  rti 
der  Punktreihe  projectivisch  ist. 

Durch  diesen  Satz  wird  die  Abhängigkeit,  in  welcher  eine 
beliebige  Figur  zu  ihrer  Polarfigur  steht,  näher  angegeben.  Wir 
schliessen  z.  B.  aus  demselben  Folgendes: 

„Sind   in    einer  Ebene  zwei  Curven  IL  Ordnung    x    und  X  ge- 
^geben,  und  bestimmen  wir  zu  jedem  Punkte  der  einen  x  die 
^Polare    in  Bezug  auf  die   andere  Curve  X,    so  umhüllen  alle 
^diese  Polaren  eine  dritte  ("urvc  IL  Ordnung.^ 
Denn  denken  wir  uns  x  durch  zwei  projectivische  Strahleubüschel 
(I  und  V  erzeugt,  so  entsprec^hen  diesen  zwei  Punktreihen  m  und  r, 
welche  zu  den  Strahlenbüscheln,  und  folglich  auch  zu  einander  pro- 
jectivisch  sind.     Diese  Punktreihen  erzeugen  den  Strahlenbüschcl 
IL  Ordnung,  welcher  jene  dritte  Curve  IL  Ordnung  umhüllt 

In  der  Theorie  der  Curven  IL  Ordnung  werden  noch  die  fol- 
genden Bezeichnungen  häufig  angewendet: 
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Zwei  Punkte  der  Ebene  heissen 
conjugirt  bezüglich  einer  Curve 
U.  Ordnung,  wenn  der  eine  und 
folglich  jeder  auf  der  Polare  des 
anderen  liegt. 


Zwei  Gerade  der  Ebene  heissen 
conjugirt  bezüglich  einer  Curve 
II.  Ordnung,  wenn  die  eine  und 
folglich  jede  durch  den  Pol  der 
anderen  geht. 


Ein  Punkt  ist  also  jedem  Punkte  seiner  Polare,  und  eine 
Gerade  ist  jeder  durch  ihren  Pol  gehenden  Geraden  conjugirt 
Die  Eckpunkte  und  ebenso  die  Seiten  jedes  Poldreiecks  der  Curve 
sind  paarweise  einander  conjugirt.  Ein  auf  der  Curve  IL  Ordnung 
liegender  Punkt  ist  auch  sich  selbst  conjugirt,  weil  er  auf  seiner  Polare, 
der  Tangente,  liegt;  und  eine  Tangente  der  Curve  ist  sich  selbst  con- 
jugirt, weil  sie  durch  ihren  Pol,  den  Berührungspunkt,  hindurchgeht. 


Wenn  die  Verbindungslinie 
von  zwei  conjugirten  Punkten 
A  und  B  die  Curve  II.  Ordnung 
schneidet,  so  sind  A  und  B 
durch  die  beiden  Schnittpunkte 
harmonisch  getrennt.  Denn  die 
Polare  von  A  geht  durch  B  und 
enthält  alle  Punkte,  die  von  A 
durch  zwei  Curvenpunkte  har- 
monisch getrennt  sind. 


Wenn  aus  dem  Schnittpunkte 
von  zwei  conjugirten  Geraden  a 
und  b  Tangenten  an  die  Curve 
II.  Ordnung  möglich  sind,  so  sind 
a  und  b  durch  diese  Tangenten 
harmonisch  getrennt.  Denn  der 
Pol  von  a  liegt  auf  b  und  durch 
ihn  gehen  alle  Strahlen,  die  von 
a  durch  zwei  Tangenten  der 
Curve  harmonisch  geti'ennt  sind. 


Die  Curve  IL  Ordnung  schliesst  deshalb  von  jedem  Poldreieck 
einen  Eckpunkt  ein  und  die  übrigen  beiden  aus;  sie  schneidet 
zwei  von  den  Seiten  des  Poldreiecks,  nicht  aber  die  dritte. 

Aus  der  Erklärung  der  conjugirten  Punkte  und  Geraden  folgt 
weiter : 


Wenn  zwei  Punkte  A  und  B 
demselben  dritten  C  conjugirt 
sind,  so  ist  die  Gerade  AB  die 
Polare  von  C.  Denn  die  Polare 
von  C  muss  sowohl  durch  A  als 
auch  durch  B  gehen. 


Wenn  zwei  Gerade  a  und  b 
derselben  dritten  c  conjugirt  sind, 
so  ist  der  Schnittpunkt  ab  der 
Pol  von  c.  Denn  dieser  Pol 
muss  sowohl  auf  a  als  auch  auf 
b  liegen. 


Sind  «  und  v  zwei  Gerade  der  Ebene,  welche  einander  nicht 
conjugirt  sind,  so  können  wir  jedem  Punkte  P  von  u  den  ihm 
conjugirten  Punkt  P|  von  v  zuweisen;  die  Punktreihen  u  und  v 
sind  datlurch  auf  einander  projectivisch  bezogen.  Denn  v  erscheint 
dann  als  Schnitt  des  Strahlenbüschels  U^  welcher  aus  den  Po- 
laren der  sämmtlichen  Punkte  von  u  besteht  und  (nach  Seite  82) 
zu  der  Punktreihe  w  projectivisch  ist.     Die  Verbindungslinien  von 


84 


Achter  Vortrag. 


je  zwei  conjugirten  Punkten  P  und  Py  der  Geraden  w  und  v  bilden 
also  einen  Strahlenbüscliel  I.  oder  IL  Ordnung,  jenachdem  der 
Schnittpunkt  uv  sich  selbst  conjugirt  ist  (d.  h.  auf  der  Curve 
IL  Ordnung  liegt),  oder  nicht.  Da  P  den  Punkten  P|  und  17 
gleichzeitig  conjugirt  ist,  so  ist  Py  Ü  die  Polare  von  P,  und  PPg 
der  Geraden  P|  Ü  conjugirt.  Jenen  Strahlenbüschel  L  oder  IL  Ord- 
nung erhalten  wir  also  auch,  wenn  wir  durch  jeden  Punkt  Py  von  o 
denjenigen  Strahl  legen,  welcher  der  Geraden  Pj  U  conjugirt  ist 

Sind  andererseits  U  und  V  zwei  nicht  conjugirte  Punkte  der 
Ebene,  so  können  wir  jedem  Strahle  p  von  V  den  ihm  conjugirten 
Strahl  p,  von  V  zuweisen;  die  Strahlenbüschel  U  und  T'  sind 
dadurch  projectivisch  auf  einander  bezogen.  Denn  U  ist  dann 
ein  Schein  der  Punktreihe  ??,  welcher  die  Pole  der  säramtliclien 
Strahlen  von  V  angehören,  und  welche  zu  dem  Strahlenbüschel  V 
projectivisch  ist  Die  Büschel  U  und  V  erzeugen  daher  eine 
Punktreihe  erster  oder  zweiter  Ordnung,  jenachdem  der  gemein- 
schaftliche Strahl  UV  sich  selbst  conjugirt  ist  (d.  h.  die  gegebene 
Curve  IL  Ordimng  berührt),  oder  nicht  Da  7/1  den  Strahlen 
p  und  V  gleichzeitig  conjugirt  ist,  so  ist  pw  der  Pol  von  p|,  und 
der  Punkt  pip  dem  Punkte  pv  conjugirt  Jene  Punktreihe  I.  oder 
IL  Ordnung  erhalten  wir  also  auch,  wenn  wir  in  jedem  Strahle 
p  von  U  denjenigen  Punkt  bestimmen,  welcher  zu  dem  Punkte  pv 
conjugirt  ist     Wir  erhalten  folglich  die  Siitze: 

Sind  in  der  Ebene  einer  Curve  IL  Ordnung  eine  Gera<le  r 
und  ein  nicht  auf  derselben  liegender  Punkt  U  gegeben,  und 


bestimmen  wir  in  jedem  Strahle 
von  U  denjenigen  Punkt,  wel- 
cher dem  Schnittpunkt  des 
Strahles  mit  der  Geraden  v  con- 
jugirt ist,  so  liegen  alle  diese 
Punkte  in  einer  Cun'e  IL  Ord- 
nung, welche  durch  den  Pol  l*^ 
der  Geraden  v,  durch  U  und 
die  Berührungsj)unkte  der  bei- 
den Tangenten  hindurchgeht,  die 
von  U  an  die  gegebene  Curve 
IL  Ordnung  etwa  gezogen  werden 
können.  Nur  wenn  v  durch  einen 
dieser  Berührungspunk ti*  geht, 
also  die  Gera<le   rV  eine  Tan- 


wird  durch  jeden  Punkt  von  r 
derjenige  Strahl  gelegt,  welcJier 
der  Verbindungslinie  jenes  Punk- 
t(»s  mit  dem  Punkte  U  conjugirt 
ist,  so  umhüllen  alle  diese  Strah- 
len eine  Curve  IL  Ordnung, 
welclie  von  der  Polare  «  des 
Punktes  U^  von  v  und  den  Tan- 
genten der  beiden  Punkte  be- 
rührt wird,  in  denen  die  gege- 
bene Cur^'e  IL  Ordnung  etwa 
von  V  geschnitten  wird.  Nur 
wenn  V  auf  einer  dieser  beiden 
Tangenten  liegt,  also  der  Punkt 
t#r  der  gegebenen  Curve  IL  Onl- 
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gente  der  gegebenen  Cnrve 
IL  Ordnung  ist,  erhalten  wir  ein 
gerades  Gebilde  statt  einer  Curve 
IL  Ordnung.*) 


nung  angehört,  erhalten  wir 
einen  Strahlenbüschel  L  Ord- 
nung statt  der  sämmtlichen  Tan- 
genten einer  Curve  IL  Ordnung, 


Werden  also  links  die  gegebene  Curve  IL  Ordnung  und  der 
Punkt  U  festgehalten,  so  entspricht  jedem  Punkt  der  Ebene  ein 
conjugirter  Punkt,  welcher  mit  dem  ersteren  auf  einem  Strahle 
von  U  liegt;  jeder  Geraden  dagegen  entspricht  im  Allgemeinen 
eine  Curve  IL  Ordnung.  Werden  ebenso  rechts  die  gegebene 
Curve  IL  Ordnung  und  die  Gerade  v  festgehalten,  so  entspricht 
jedem  Strahl  der  Ebene  ein  conjugirter  Sti'ahl,  welcher  den  er- 
steren in  einem  Punkte  von  v  schneidet;  jedem  Strahlenbüschel 
I.  Ordnung  entspricht  dagegen  im  Allgemeinen  ein  Strahlenbüschel 
IL  Ordnung.  Wir  gelangen  auf  diese  Weise  zu  zwei  besonderen 
Fällen  der  sogenannten  ^^geometrischen  Verwandtschaft  zweiten 
Grades*^. 

Aus  unserer  Beweisführung  (Seite  83  und  84)  ergeben  sich 
noch  folgende  Sätze: 


Ist  ein  Dreieck  A  AJB^  (Fig.  44) 
einer  Curve  IL  Ordnung  einge- 
schrieben, so  schneidet  jede  Ge- 
rade, welche  der  einen  Seite -4  Ä| 
conjugirt  ist,  die  beiden  anderen 
Seiten  in  zwei  conjugii-ten  Punk- 
ten. Und  wenn  umgekehrt  eine 
Gerade  von  zwei  Seiten  des  Drei- 
ecks in  conjugirten  Punkten  ge- 
schnitten wird,  so  geht  sie  durch 
den  Pol  der  dritten  Seite. 


Ist  ein  Dreieck  UVW(FigAb) 
einer  Curve  II.  Ordnung  um- 
schrieben, so  wird  jeder  Punkt, 
welcher  dem  einen  Eckpunkte 
W  conjugirt  ist,  aus  den  beiden 
anderen  Eckpunkten  durch  zwei 
conjugirte  Strahlen  projicirt.  Und 
wenn  umgekehrt  ein  Punkt  aus 
zwei  Eckpunkten  des  Dreiecks 
durch  conjugirte  Strahlen  pro- 
jicirt wii'd,  so  liegt  er  auf  der 
Polare  des  dritten  Eckpunktes. 

Die  Punktreihen  AM  oder  «  und  BiM  oder  t;  (Fig.  44)  sind 
nämlich  perspectivisch  auf  einander  bezogen,  wenn  jedem  Punkte 


♦)  Als  besonderer  Fall  des  Satzes  links  ist  der  folgende  zu  erwähnen: 
»Die  Halbirungspunkte    der   sämmtlichen  Sehnen    einer  Curve   II.  Ordnung, 
„welche    nach    einem    beliebig    gegebenen  eigentlichen  Punkte  convergiren, 
fliegen  auf  einer  anderen  Curve  II.  Ordnung." 
Die  Gerade  v  liegt  in  diesem  Falle  unendlich  fem»  und  jeder  der  Halbirungs- 
punkte ist  durch  die  Curve  von  einem  unendlich  fernen  Punkte  harmonisch  ge- 
trennt, also  demselben  conjugirt. 
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von  M  sein  conjugirter  Punkt  in  v  als  entsprechender  zugewiesen 
wird;  denn  der  gemeinschaftliche  Punkt  M  von  u  und  v  ist  sieh 
seihst  conjugirt.  Der  Mittelpunkt  S  des  von  u  und  v  erzeugten 
Strahleubüschels  muss  aber  auf  der  in  A  construirten  Tangente 
liegen,  weil  der  Schnittpunkt  Ai  derselben  mit  v  dem  Punkte  A 
conjugirt  ist ;  und  ebenso  liegt  S  auf  der  Tangente  des  Punktes  fi| . 
Folglich  ist  S  der  Pol  von  A  B^ ,  und  jede  durch  S  gelegte  Gerade 
schneidet  u  und  v  in  zwei  conjugirten  Punkten.  —  Den  Satz  rechts 
können  Sie  ganz  analog  beweisen;  seine  Richtigkeit  folgt  aber 
auch  aus  dem  Gesetz  der  Reciprocität. 

Ich  schliesse  diese  Reihe  von  Sätzen,  indem  ich  Ihnen  noch 
den  folgenden  beweise,  welcher  sich  auch  umkehren  lässt: 

^Wird  eine  Curve  IL  Ordnung  von  zwei  conjugirten  Strahlen 
jjÄ  C  und  BD  geschnitten  (Fig.  46),  so  sind  die  Schnittpunkte 
„A,  -B,  C,  D  vier  harmonische  Punkte,  und  die  Tangenten  a, 
„b,  c,  d  in  demselben  vier  harmonische  Tangenten  der  Curve.  ^ 

Der  Pol  Q  von  ÄC^  in  welchem  die  Tangenten  a  und  c  sich 
schneiden,  muss  auf  der  Geraden  BD  liegen,  weil  diese  zu  AC 
conjugirt  sein  soll;  ebenso  liegt  der  Schnittpunkt  E  von  b  und  d 
auf  ÄC,  Bezeichnen  wir  noch  mit  P  den  Schnittpunkt  von  A  C 
und  BD,  so  sind  P,  5,  Q,  D  vier  harmonische  Punkte  und  EQ, 
b,  EP,  d  vier  harmonische  Strahlen.  Also  sind  auch  die  Strahlen 
CA,  CB,  c,  (fD  vier  harmonische  Strahlen,  und  die  Punkte  ca, 
cb,  C,  cd  vier  harmonische  Punkte;  d.  h.  die  Punkte  A,  B,  C,  D 
werden  aus  C  und  folglich  aus  jedem  Punkte  der  Curve  durch 
vier  harmonische  Strahlen  projicirt,  und  die  Tangenten  a,  6,  c,  d 
werden  von  c  und  folglich  von  jeder  Tangente  in  vier  harmo- 
nischen Punkten  geschnitten. 

Alle  für  die  Curve  II.  Ordnung  soeben  aufgestellten  Sätze 
lassen  sich  wieder  sofort  auf  die  Kegelfläche  II.  Ordnung  über- 
tragen, weil  letztere  durch  eine  Ebene,  die  nicht  den  Mittelpunkt 
enthält,  in  einer  Curve  II.  Ordnung  geschnitten  wird.  Ich  wieder- 
hole hier  nur  folgenden  Satz: 

^Ist  in  einem  Strahlenbündel  eine  Kegelfläche  11.  Ordnung  und 
^ein  nicht  auf  derselben  gelegener  Strahl  s  gegeben,  und  legt 
;,man  durch  »  beliebig  viele,  die  Kegelfläche  schneidende  Ebenen, 
^und  bestimmt: 

;,!)  in  jeder  Ebene  den  Strahl,  welcher  von  s  durch  die  Kegel- 
fläche harmonisch  getrennt  ist. 
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,2)  die  gemeinschaftliche  Gerade   der  beiden   Ebenen,   welche 

die  Kegelfläche  in  den  Schnittlinien  jeder  Ebene  berühren, 

^3)  in  jedem  der  Kegelfläche  eingeschriebenen  Vierkant,  dessen 

Diagonalebenen  irgend  zwei  jener  durch  s  gelegten  Ebenen 

sind,  die  Schnittlinien  der  Gegenseiten, 

^4)  den  Berührungsstrahl  jeder  Berührungsebene,  welche  durch  s 

an  die  Kegelfläche  gelegt  werden  kann, 
„so  liegen  alle  diese  Strahlen  in  einer  Ebene  2,  welche  die 
, Polarebene  des  Strahles  s  genannt  wird.^ 
Ich  überlasse  es  Ihnen,  auch  die  übrigen  Sätze  der  Polarentheorie 
auf  die  Kegelfläche  zu  übertragen,  und  bemerke  nur  noch,  dass  s 
der  ^Polstrahl"  der  Ebene  ü  bezüglich  der  Kegelfläche  IL  Ord- 
nung genannt  werden  kann. 
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Gleichungen  derselben. 


Aus  den  Sätzen  über  Pol  und  Polare  ergiebt  sich: 
,  Werden  in  einer  Curve  II.  Ordnung  beliebig  viele,  zu  einander 
^parallele  Sehnen  gezogen,  so  liegen  die  Halbirungspunkte  dieser 
^Sehnen   auf  einer  Geraden,   welche   ein   Durchmesser  der 
pCurve  genannt  wird^  (vergl.  Fig.  47). 
Denn  da  alle  diese  Halbirungspunkte  durch  die  Curve  harmonisch 
getrennt   sind  von   dem   unendlich  fernen   Punkte  der  parallelen 
Sehnen,  so  liegen  sie  auf  der  Polare  dieses  Punktes.     Also: 

Die  Polare  jedes  unendlich  fe^men  Punktes  ist  ein  Durch- 
messer  der  Curve  IL  Ordnung, 
Auf  dem  Durchmesser  liegen  auch  die  Berührungspunkte  der  bei- 
den Tangenten,  welche  parallel  zu  den  vom  Durchmesser  halbirten 
Sehnen  an  die  Curve  IL  Ordnung  gezogen  werden  können.  Je 
zwei  Tangenten,   die  in  den  Endpunkten  einer  solchen  Sehne  die 
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Curve  IL  Ordnung  berühren,  schneiden  sich  in  einem  Punkte  des 
Durchmessers  (Seite  78) ;  die  Sehne  ist  dem  Durchmesser  conjugirt. 
Wir  fanden  früher  (Seite  80),  dass  die  Polaren  der  sämmt- 
liehen  Punkte  einer  Geraden  sich  im  Pole  dieser  Geraden  schneiden. 
Für  die  Durchmesser  einer  Curve  II.  Ordnung  lautet  dieser  Satz: 
SämmtUche  Durchmesser  einer  Curve  IL  Ordnung  schneiden 

sich    in   einem   Punkte,    nämlich    im   Pole    der   unendlich  fernen 

Geraden, 
Ist  die  Curve   eine  Parabel,   so  wird  dieselbe  von  der  unendlich 
fernen  Geraden  berührt,  und  der  Berührungspunkt  selbst  ist  (nach 
Seite  78)  der  Pol  der  unendlich  fernen  Geraden;  oder: 

^Die  Durchmesser  einer  Parabel  sind  parallel,  und  gehen  durch 

^den  unendlich  fernen  Punkt  der  Parabel."* 
Ist  dagegen  die  Curve  eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  so  ist  der  Pol 
der   unendlich   fernen   Geraden   ein   eigentlicher  Punkt;   derselbe 
soll  „Mittelpunkt''   der  Curve  II.  Ordnung  heissen,   weil  ihm  fol- 
gende Eigenschaft  zukommt: 

„Jede  Sehne  einer  Curve  II.  Ordnung,  welche  duixh  den  Mittel- 

„punkt  hindurchgeht,  wird  in  letzterem  halbirt^ 
Der  Mittelpunkt  nämlich  ist  von  dem  unendlich  fernen  Punkte  der 
Sehne  harmonisch  getrennt  durch  die  beiden  Punkte,   welche  die 
Sehne  mit  der  Curve  IL  Ordnung  gemein  hat. 

Die  Parabel  hat  keinen  Mittelpunkt,   wie  sich  aus  folgendem 
Satze  ergiebt: 

„Wenn   zwei  Sehnen   einer  Curve   IL  Ordnung   sich  gegenseitig 

„halbiren,  so  ist  ihr  Schnittpunkt  der  Pol  der  unendlich  fernen 

„Geraden,  und  die  Sehnen  selbst  sind  folglich  Durchmesser  der 

„Curve." 
Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  erkennen  Sie  daraus,  dass  jener 
Schnittpunkt  von  den  unendlich  fernen  Punkten  der  Sehnen  durch 
die  Curve  harmonisch  getrennt  ist.  Da  nun  der  Pol  der  unend- 
lich fernen  Geraden  in  Bezug  auf  eine  Parabel  identisch  ist  mit 
dem  unendlich  fernen  Punkte  der  Parabel,  so  giebt  es  keine  zwei 
Parabelsehnen,  die  einander  halbiren. 

„Im  Mittelpunkte  einer  Hyperbel  schneiden  sich  die  Asymp- 

„toten  derselben"; 
denn  durch  den  Pol  einer  Geraden  gehen  allemal  die  Tangenten 
derjenigen  Punkte,  welche  die  Gerade  mit  der  Curve  IL  Ordnung 
gemein  hat.   —  Der  Mittelpunkt  einer  Hyperbel  liegt  ausserhalb, 
derjenige  der  Ellipse  innerhalb  der  Curve  (Seite  79). 
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Zu  jedem  Durchmesser  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  giebt  es 
einen  conjugirten  Durchmesser;  von  zwei  conjugirten  Durchmessern 
geht  jeder  durch  den  unendlich  fernen  Pol  des  anderen. 

^Jede  Sehne  einer  Ellipse  oder  Hyperbel,  welche  zu  dem  einen 
,von  zwei  conjugirten  Durchmessern  der  Curve  parallel  läuft, 
„wird  durch  den  anderen  halbirt'' ; 
denn  sie  geht  durch  den  Pol  des  letzteren.  Schneidet  von  zwei 
conjugirten  Durchmessern  der  eine  die  Curve,  so  sind  die  Tan- 
genten in  den  beiden  Schnitt2)unkteu  dem  anderen  Durchmesser 
parallel.  Hiernach  kann  zu  jedem  Durchmesser  leicht  der  con- 
jugirte  gefunden  werden. 

„Von  jedem  einer  Curve  II.  Ordnung  umschriebenen  Paralle- 
^logramm   sind  die  Diagonalen   zwei   conjugirte  Durchmesser.^ 
^Von  jedem  einer  Curve  II.  Ordnung  eingeschriebenen  Pa- 
^rallelogramm   sind   die  Seiten  zwei   conjugirten  Durchmessern 
^parallel. '^ 
Die   Diagonalen   sowohl   des  eingeschriebenen  als   auch   des  um- 
schriebenen Parallelogramms  (Fig.  48)  sind  Durchmesser  der  Curve, 
weil   ihr  Schnittpunkt  die  unendlich  ferne  Gerade  zur  Polare  hat 
(Seite  78).     Ziehen  wir  durch  diesen  Schnittpunkt  zwei  Parallelen 
/7,   9   zu   den   Seiten    des    eingeschriebenen   Parallelogramms,    so 
halbirt  jede   derselben   dasjenige  Paar  Gegenseiten,   welches  der 
anderen  parallel  ist;  p  und  q  sind  also  zwei  conjugirte  Durch- 
messer.   Auf  p  und  q  liegen  auch  die  Pole  der  vier  Seiten  des  ein- 
geschriebenen  Parallelogramms;    oder   p  und   q  sind  die  Diago- 
nalen desjenigen  umschiiebenen  Vierecks,  dessen  Seiten  die  Curve 
II.  Ordnung  in  den  Eckpunkten  des  eingeschriebenen  Vierecks  be- 
rüliren.    Dieses  jimschriebene  Viereck  ist  aber  ein  Parallelogramm, 
weil  die  Tangenten  an  den  Endpunkten  eines  Durchmessers  parallel 
sind,   und  zwar  kann  es  als  ein  ganz  beliebiges,   der  Curve  um- 
schriebenes Parallelogramm  betrachtet  werden. 

Der  letzte  Satz  lässt  sich  auch  so  aussprechen: 
„Die  beiden  Sehnen,  welche  einen  beliebigen  Punkt  einer  Ellipse 
„oder  Hyperbel  mit  den  Endpunkten  eines  Durchmessers  ver- 
„binden,  sind  zwei  conjugirten  Durchmessern  der  Curve  parallel.^ 
Sind   also   von  einer  Curve  IL  Ordnung  zwei  Paare  conjugirter 
Durchmesser  und  ein  Punkt  gegeben,   so  kann  man  leicht  fünf 
weitere  Punkte  der  Curve  finden.     Man  ziehe  denjenigen  Durch- 
messer, welcher  durch  den  gegebenen  Punkt  P  geht,  und  bestimme 
dessen    zweiten   Schnittpunkt   Q  mit  der   Curve  auf  Grund   des 
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Satzes,  dass  PQ  durch  den  Mittelpunkt  halbirt  wird,  lieber  PQ 
als  Diagonale  construire  man  ferner  zwei  Parallelogramme,  deren 
Seiten  je  einem  Paare  conjugirter  Durchmesser  parallel  sind ;  dann 
liegen  die  zwei  Paare  neuer  Eckpunkte  dieser  Parallelogramme 
ebenfalls  auf  der  Curve  II.  Ordnung.  Ebenso  können  von  einer 
Curve  II.  Ordnung  leicht  sechs  Tangenten  angegeben  werden, 
wenn  eine  solche  und  zwei  Paare  conjugirter  Durchmesser  be- 
kannt sind. 

^  Wenn  je  zwei  conjugirte  Durchmesser  einer  Curve  II.  Ordnung 
„auf  einander  senkrecht  stehen,  so  ist  die  Curve  ein  Kreis.*' 
Denn  in  diesem  Falle  stehen  die  Seiten  jedes  eingeschriebenen 
Parallelogramms  senkrecht  aufeinander;  das  Parallelogramm  ist 
also  ein  Rechteck  und  seine  Diagonalen,  d.  h.  zwei  beliebige 
und  folglich  alle  Dui'chmesser  der  Curve  haben  gleiche  Länge. 

Dass  der  Kreis  eine  Curve  II.  Ordnung  ist,  folgt  auch  aus 
der  Eigenschaft  desselben,  dass  Peripheriewinkel,  die  auf  dem- 
selben Bogen  stehen  (wie  /_  ASB  und  /_  -4S,B,  Fig.  49),  ein- 
ander gleich  sind.  Denn  hiernach  wird  der  Kreis  erzeugt  durch 
zwei  Strahlenbüschel  S  und  Äj,  die  einander  gleich  und  daher 
auch  projectivisch  sind.  Ebenso  lässt  sich  direct  zeigen,  dass  die 
sämmtlichen  Tangenten  eines  Kreises  einen  Büschel  II.  Ordnung 
bilden.  Die  Kegelschnitte  der  Alten,  nämlich  die  Curven,  in 
welchen  Kegelflächen  mit  kreisförmiger  Basis  durch  Ebenen  ge- 
schnitten werden,  sind  hiernach  auch  Cui'ven  II.  Ordnung;  denn 
eine  Kreiskegelfläche  wird  aus  je  zwei  ihrer  Strahlen  durch  projec- 
tivische  Ebeneubüschel  projicirt.  Wir  werden  später  zeigen,  dass 
nicht  blos  jeder  Kegelschnitt  eine  Curve  II.  Ordnung,  sondern 
dass  auch  umgekehrt  jede  Curve  II.  Ordnung  ein  Kegelschnitt  ist, 
oder  dass  durch  jede  Curve  II.  Ordnung  Kegelflächen  gelegt 
werden  können,  die  auch  Kreise  zu  Schnittlinien  haben. 

Da  sich  die  projectivischen  Eigenschaften  des  Kreises  auf 
diese  einfache  Weise  ergeben,  so  haben  alle  Autoren,  welche  wie 
Steiner  und  Chasles  die  neuere  Geometrie  durch  die  Rech- 
nung begründen,  den  Kreis  zum  Ausgangspunkt  für  die  Unter- 
suchung der  Curven  II.  Ordnung  gewählt.  Bei  diesem  Lehrgange 
ist  jedoch  der  Nachweis  erforderlich ,  dass  durch  projectivische 
einförmige  Grundgebildc  keine  anderen  Curven  II.  Ordnung  als 
die  Kegelschnitte  erzeugt  werden  können.  Denn  gäbe  es  noch 
andere,  so  müssten  für  diese  alle  für  den  Kreis  aufgestellten 
Sätze  noch  besonders  bewiesen  werden,  z.  B.  die  Sätze,   dass  sie 
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aus  je  zwei  ihrer  Punkte  durch  projectivische  Strahlenbüschel 
projicirt,  und  dass  ihre  sämmtlichen  Tangenten  von  je  zwei  der- 
selben in  projectivischen  Punktreihen  geschnitten  werden.  Wenn 
nämlich  auch  diese  Sätze  für  den  Kreis  bewiesen  sind,  so  lassen 
sie  sich  direct  doch  nur  auf  Schnitte  von  Kreiskegeln  ausdehnen. 
„Enthält  eine  Curve  II.  Ordnung  mehr  als  ein  Paar  conjugirter 

„Durchmesser,   die  aufeinander  senkrecht  stehen,  so  ist  sie  ein 

.,  Kreis.  ^ 
Denn  ziehen  wir  durch  die  Endpunkte  A  und  B  eines  Durch- 
messers Parallelen  zu  zwei  auf  einander  senkrechten  conjugirten 
Durchmessern,  so  erhalten  wir  ein  Rechteck,  welches  der  Curve 
II.  Ordnung  und  zugleich  einem  Kreise  eingeschrieben  ist.  Jedes 
zweit«  Paar  rechtwinkliger  conjugirter  Durchmesser  liefert  uns 
ein  zweites  solches  Rechteck  über  dei^selben  Diagonale  A  B.  Der 
Kreis  hat  also  mit  der  gegebenen  Curve  IL  Ordnung  ausser  A 
und  B  noch  mindestens  vier  Punkte  gemein,  und  fällt  daher  ganz 
mit  ihr  zusammen  (Seite  63). 

Stehen  zwei  conjugirte  Durchmesser  auf  einander  senkrecht, 
so  sollen  sie  die  „Axen",  und  ihre  Schnittpunkte  mit  der  Curve 
II.  Ordnung  sollen  die  „Scheitelpunkte"  der  letzteren  heissen. 
Nur  der  Kreis  hat  mehr  als  ein  Paar  Axen,  indem  je  zwei  con- 
jugirte Durchmesser  ein  Axenpaar  bilden.  Um  die  Aufgabe  zu 
lösen: 

„Von  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  die  Axen  zu  construiren", 
Terfahren  wir  wie  folgt.  Wir  beschreiben  über  einem  Durchmesser 
AB  der  Curve  (Fig.  50)  aus  deren  Mittelpunkte  einen  Kreis, 
welcher  die  Tangenten  an  den  Endpunkten  jenes  Durchmessers 
und  daher  auch  die  Curve  schneidet.  Jeder  von  den  beiden 
Halbkreisen,  in  welche  der  Kreis  durch  den  Durchmesser  zer- 
fallt, liegt  dann  theilweise  innerhalb,  theilweise  ausserhalb  der 
Curve,  und  hat  daher  noch  einen  Schnittpunkt  mit  dieser  gemein. 
Die  vier  Schnittpunkte  des  Kreises  mit  der  Curve  sind  die  Eck- 
punkte eines  eingeschriebenen  Rechtecks,  zu  dessen  Seiten  die  ge- 
suchten Axen  parallel  laufen.     Es  folgt  aus  dieser  Construction : 

„Die  Ellipse  sowohl  wie  die  Hyperbel  hat  ein  Paar  Axen.^ 
Eine  Axe  kann  auch  definirt  werden  als  ein  Durchmesser 
der  Curve  IL  Ordnung,  welcher  senkrecht  steht  auf  den  ihm  con- 
jugirten und  durch  ihn  halbirten  Sehnen.  Die  Parabel  hat  nur 
eine  Axe;  dieselbe  enthält  die  Mittelpunkte  aller  Sehnen,  welche 
zu  der  gemeinschaftlichen  Richtung  der  Durchmesser  senkrecht 
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sind.     Durch  jede  Axe  zerfallt  eine  Curve  II.  Ordnung  in   zwei 
symmetrische  Hälften. 

Zwei  coujugirte  Gerade  sind  (Seite  83)  harmonisch  getrennt 
durch  die  beiden  Tangenten,  welche  durch  ihren  Schnittpunkt 
an  die  Curve  II.  Ordnung  gezogen  werden  können.     Also: 

^Je   zwei  coujugirte  Durchmesser  der  Hyperbel  sind  durch  die 
^Asymptoten  harmonisch  getrennt.    Der  eine  derselben  schneidet 
^daher  die  Hyperbel,  der  andere  nicht.    Die  Axen  der  Hyperbel 
„halbiren  die  Winkel  zwischen  den  Asymptoten"  (Seite  37). 
Auf  jeder  Geraden,   welche  zu   dem   einen  von  zwei  conju- 
girten  Duixhmessern  parallel   läuft,   wird  daher  von  den  Asymp- 
toten  eine   Strecke    eingeschlossen,    deren    Mittelpunkt   auf   dem 
anderen   Durchmesser  liegt  (Seite.  37).     Schneidet  oder  berührt 
die  Gerade   die  Curve,   so  fallt  der  Älittelpuidct  der  auf  ihr  ent- 
haltenen Sehne  oder  andererseits  der  Berülirungspunkt  zusammen 
mit    dem   Mittelpunkte   jener   Strecke.     Daher   die   Sätze  (vergL 
Fig.  52): 

^Auf  jeder  Secante  einer  Hyperbel  sind  die  beiden  Ab- 
^  schnitte,  welche  zwischen  der  Curve  und  ihren  beiden  Asymptoten 
„liegen,  einander  gleich." 

„Der  Abschnitt  einer  Hyperbel-Tangente,  welcher  zwischen 
„den  Asymptoten  liegt,  wird  im  Berührungspunkte  halbirt" 
Der  erste  dieser  Sätze  kann  zu  einer  sehr  einfachen  Construction 
einer  Hyperbel  benutzt  werden,  von  welcher  die  Asymptoten  und 
ein  eigentlicher  Punkt  gegeben  sind.  Auf  jeder  durch  den  Punkt 
gelegten  Secante  kann  sofort  der  zweite  Hyperbelpunkt  gefunden 
werden. 

Die  Hyperbel  wird  nur  von  einer  ihrer  Axen  in  zwei  Scheitel- 
punkten geschnitten;  die  Ellipse  hat  vier  Scheitelpunkte,  da  sie 
von  jeder  ihrer  beiden  Axen  geschnitten  wird;  die  Piu*abel  hat 
nur  einen  eigentlichen  Scheitelpunkt,  weil  sie  von  ihrer  Axe  zum 
zweiten  Male  im  unendlich  fernen  Pimkte  geschnitten  wird. 

Eine  Hyperbel  wird  gleichseitig  genannt,  wenn  ihre 
Asymptoten  auf  einander  senkrecht  stehen.  Die  Winkel  zwischen 
je  zwei  conjugirten  Durchmessern  der  gleichseitigen  Hyj)erbel 
werden  (Seite  37)  durch  die  Asymptoten  halbirt.  Wenn  sonach  ein 
Durchmesser  sich  um  den  Mittelpunkt  dreht,  so  di*eht  sich  sein 
conjugirter  Durchmesser  in  entgegengesetztem  Sinne,  jedoch  so, 
dass  die  beiden  von  den  Durchmessern  beschriebenen  Büschel  ein- 
ander gleich  werden.     Die  projectivischen  Strahlenbüschel,  durch 
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ivelche  die  gleichseitige  Hyperbel  aus  den  Endpunkten  eines 
r>urclimessers  projicirt  wird,  sind  auch  einander  gleich;  denn  je 
2'wei  einander  entsprechende  Strahlen  derselben  sind  zu  zwei 
conjugirten  Durchmessern  parallel  (Seite  89),  weil  sie  sich  in  einem 
Punkte  der  Hyperbel  schneiden. 

Wird  der  Halbirungspunkt  D  einer  Parabelsehne  A  B  (Fig.  51) 
verbunden  mit  dem  Schnittpunkte  C  der  in  A  und  B  construirten 
Tangenten,  so  ist  die  Verbindungslinie  ein  Durchmesser  der  Pa- 
rabel: denn  sie  ist  die  Polare  des  unendlich  fenien  Punktes  von 
A  B  (Seite  78).  Nun  sind  aber  C  und  D  harmonisch  getrennt  durch 
die  beiden  Schnittpunkte  von  CD  mit  der  Parabel,  und  einer 
dieser  Schnittpunkte  liegt  unendlich  fern.  Der  andere  Schnitt- 
punkt E  halbirt  also  die  Strecke  CD\  oder: 

^Die  Gerade,  welche  den  Pol  einer  Parabelsehne  mit  dem 
^Mittelpunkte  derselben  verbindet,  wird  durch  die  Parabel 
„halbirt.'' 
Auf  gleiche  Weise  ergiebt  sich,  dass  durch  eine  Hyperbel  die 
beiden  Geraden  halbirt  werden,  welche  parallel  zu  den  Asymptoten 
aus  einem  beliebigen  Punkte  der  Ebene  an  die  Polare  dieses 
Punktes  gezogen  werden  können. 

Dieses  sind  die  wichtigsten  metrischen  Beziehungen,  welche 
sich  aus  der  Polarentheorie  der  Curven  II.  Ordnung  schon  jetzt  er- 
geben. Aber  auch  aus  den  Sätzen  über  eingeschriebene  und  um- 
schriebene Vierecke  und  Dreiecke  lassen  sich  für  diese  Curven 
einige  nicht  unwichtige  metrische  Relationen  ableiten,  insbesondere 
aus  dem  Satze  (vergl.  S.  66) : 

„Die  beiden  Diagonalen  eines  der  Curve  II.  Ordnung  umschrie- 
„benen  Vierecks  BB^DiD  schneiden  sich  in  einem  Punkte  S, 
;, welcher  mit  den  beiden  Berührungspunkten  von  je  zwei  Gegen- 
^  Seiten  in  einer  Geraden  liegt.  ^ 

Ist  die  Curve  eine  Hyperbel,  und  werden  (wie  in  Fig.  52)  die 
zwei  Paar  Gegenseiten  des  Vierecks  gebildet  von  den  Asymptoten 
und  irgend  zwei  Tangenten  derselben,  so  liegt  S  auf  der  unend- 
lich fernen  Geraden  und  die  beiden  Diagonalen  BD^  und  B^D 
laufen  parallel.  Die  Dreiecke  D^DB  und  DiB^B,  welche  dieselbe 
Grundlinie  D^B  haben,  sind  folglich  inhaltsgleich,  und  ebenso  die 
Dreiecke  D^AD  und  B^AB,  welche  sich  von  jenen  um  das  ge- 
meinschaftliche Dreieck  D^AB  unterscheiden.     Also: 

„Die  Dreiecke,  welche  von  den  Asymptoten  einer  Hyperbel  mit  be- 
„liebigen  Tangenten  derselben  gebildet  werden,  sind  inhaltsgleich.« 
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Die  parallelen  Diagonalen  BDi  und  Ä|Z>  und  der  Mittel- 
punkt A  begrenzen  auf  den  Asymptoten  proportionale  Abschnitte; 
wir  haben: 

ABiAD^  =AD:AB^  oder  AB.AB^  =AD,ADy, 

d.  h.  das  Product  der  Abschnitte,  welche  eine  Tangente  BBx 
(oder  DDi)  auf  den  beiden  Asymptoten  bildet,  ist  constant  Wir 
wollen  nun  durch  den  Berührungspunkt  P  der  Tangente  eine 
Parallele  PQ  zu  der  einen  Asymptote  bis  an  die  andere  ziehen- 
Dann  ergiebt  sich,  weil  P  den  Abschnitt  BBi  der  Tangente  hal- 
birt  (Seite  92): 

Q P   oder   y  =  ^  ABi    und    A Q    oder   x  =  ^  AB, 
Da   nun  AB.AB^  sich   nicht  ändert,   wenn  die  Tangente  BBi 
in  andere  Lage  gebracht  wird,  so  bleibt  auch  x.y  constant,   wo 
auch  der  Punkt  P  auf  der  Parabel  liegen  möge.     Also: 

^Wählt  man   die   Asymptoten    einer   Hyperbel   zu   Axen    eines 
^Systems    paralleler    Coordinaten,    so    ist    die    Gleichung    der 
^Hyperbel  xy  =  Consf 
Damit  ist   die   synthetische  Theorie  der  Hyperbel  mit  der  analy- 
tischen in  Verbindung  gebracht. 

In  den  Elementen  der  analytischen  Geometrie  pflegt  man 
die  Ellipse  und  die  Hyperbel  durch  Parallel-Coordinaten  auf  zwei 
conjugirte  Durchmesser  zu  beziehen.  Indem  wir  dieses  Verfahren 
auf  unsere  Curven  zweiter  Ordnung  anwenden,  beweisen  wir  ohne 
grosse  Mühe  ihre  Identität  mit  den  analytisch  durch  Gleichungen 
dargestellten  Curven  zweiten  Grades. 

Von  den  conjugirten  Durchmessern  OX  und  0  Y  (Fig.  53) 
schneidet  mindestens  der  eine,  ÖX^  die  CuiTe  II,  Ordnung  (Seite  92), 
und  die  Tangenten  «  und  «|  der  beiden  Schnittpunkte  A  und  C| 
sind  dem  anderen  Durchmesser  O  Y  parallel.  Wir  beweisen  nun 
zunächst  den  Satz: 

^Das  Product  der  Strecken  AB  und  C",/?,,  welche  eine  beliebige 
„Tangente  J5  jB,  der  Curve  II.  Ordnung  auf  den  beiden  parallelen 
„Tangenten  w  und  M|  abschneidet,  ist  constant*' 
Nämlich  die  drei  Tangenten  bilden  mit  irgend  einer  vierten  DIJ^ 
ein  der  Cuitc  umschriebenes  Viereck,  dessen  Diagonalen  B D^ 
und  ß|Z)  sich  in  einem  Punkte  Sdes  Durchmessei's  AC^  schneiden, 
und  aus  der  Proportion  AB:(\Di  =  AD:C\Biy  die  daraus  sich 
ergiebt,  folgt  sofort,  dass  A  B  .  C, J5,  gleich  AD  .  C| Z)| ,  also  con- 
staut  ist.  Dieses  constante  Product  ist  positiv,  etwa  =  +  ft-,  wenn 
die  Curve  eine   Ellipse  ist ;   und  zwar  ist  b  der  auf  Ö  Y  liegende 
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Halbmesser  der  Ellipse,  wie  man  leicht  findet,  wenn  man  DD^ 
parallel  zu  OX  zieht.  Im  Fall  der  Hyperbel  ist  AB.CiBi 
n^ativ,  etwa  =  —  i^,  weil  die  Strecken  AB  und  C|-B|  entgegen- 
gesetzten Sinn  haben,  und  b  ist  die  absolute  Grösse  der  Strecken, 
welche  jede  der  beiden  Asymptoten  auf  den  parallelen  Tangenten 
u  und  f<|   abschneidet. 

Die  drei  Tangenten  «,W|  und  7iß|,  von  welchen  die  letztere 
im  Punkte  Pdie  Curve  berühren  möge,  bilden  nun  ein  umschriebenes 
Dreieck,  von  welchem  -B,i?|  und  der  unendlich  ferne  Punkt  des 
Durchmessers  O  F  die  Eckpunkte  sind;  die  drei  Geraden,  welche 
diese  Eckpunkte  mit  den  Berührungspunkten  der  gegenüberliegenden 
Seiten  verbinden,  schneiden  sich  folglich  in  einem  Punkte  (Seite  66), 
d.  h.  der  Schnittpunkt  R  der  Geraden  BCi  und  B^A  liegt  auf 
der  Ordinate  y  oder  Q  P  des  Punktes  P.     Weil  aber : 

QR  ^   QCi  ^  PBi  _  RP^ 
AB         ACx  BBx  AB' 

so  muss  QR  r=  RP=  ^  QP  oder  =  ^  y  sein. 

Die  Gleichung  der  Curve  II.  Ordnung  ergiebt  sich  nun,  wenn 
wir  die  beiden  Seiten  der  Gleichungen: 

QR  ^QCi     ^^^      QR  _   AQ 


AB         ACi      CiBi         ACx 

mit  einander  multipliciren  und  sodann  QR^^^y^  AB,  C|  Ä,  =  4-  i^^ 
ACi  =  2.i40==2a  und  OQ  =  x^  also  auch  Q C,  =  a  —  x  und 
AQ  =  a  -\-  X  setzen ;  wir  erhalten  dann : 

und  zwar  gilt  das  obere  Vorzeichen  für  die  Ellipse,  das  untere 
für  die  Hyperbel.  Dieser  Gleichung  genügen  die  Coordinaten  x^y 
eines  beliebigen  Punktes  P  der  Curve  IL  Ordnung,  wenn  dieselbe 
auf  zwei  conjugirte  Durchmesser  bezogen  wird. 

Ist  die  Curve  eine  Parabel,  so  pflegt  man  zur  Ordinatenaxe 
eine  beliebige  Tangente  0  Y  (Fig.  54)  zu  wählen,  und  zur  Abscissen- 
axe  den  Durchmesser  OX,  welcher  durch  den  Berührungspunkt 
0  von  Ö  F  geht.  Irgend  zwei  andere  Tangenten  -4P  und  ilP|, 
welche  die  Ö  F  in  -B  und  JB,  schneiden,  bilden  nun  zwei  Gegen- 
seiten eines  Tangenten  Vierecks,  von  welchen  O  F  und  die  unend- 
lich ferne  Gerade  der  Ebene  die  anderen  beiden  Gegenseiten  sind; 
und  der  Schnittpunkt  8  der  beiden  Diagonalen  dieses  Vierecks 
liegt  folglich  auf  den  beiden  Geraden  PP^  und  OX,  welche  die 
Berührungspunkte  der  zwei  Paar  Gegenseiten  verbinden.  Da  hier- 
nach das  Viereck  ABSB^  ein  Parallelogramm  ist  und  die  Drei- 
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ecke  BPS  und  /?|SP|  ähnlich  sind,  ausserdem  die  Ordinalen  PQ 
und  QyPi  oder  y  und  yi  der  resp.  Punkte  P  und  P|  parallel 
laufen,  so  ergiebt  sich: 

^  -  J^^-  -  A^_  _  ßl    und  ebenso    -^-  =  -^^'"^  -  -  ^  '^' 

Beiläufig  folgt  hieraus: 

Ä^  =  .4«L    oder   ^  =  ^' 

also  der  schon  früher  bewiesene  Satz,  dass  zwei  beliebige  Tangen- 
ten A  P  und  A  P|  der  Parabel  von  den  übrigen  proportional  g<»- 
theilt  werden. 

Ist  nun  ^  A'  II  OX  und  K  auf  Ö  Y  gelegen,  so  ergiebt  sich : 

AK  ^Alh    ^  y      ,     .      OQ  _  BV  ^  y 
OQx  BiPi  y,      "'*"     .4A'  AB         y,' 

und  hieraus  durch  Multiplication : 

d.  h.  „die  Abscissen  x  und  x,  der  beiden  Parabelpunkte  P  und  P^ 

„verhalten  sich  zu  einander  wie  die  Quadrate  der  Ordinateu.** 

Gewöhnlich    schreibt   man   diese   Gleichung    der   ParJibel    in    der 

Form  y2  =^  2  p  x^  indem  man  ^*  =^  2p  setzt. 


Zehnter  Vortrag. 

Regeischaaren  und  Regelflächen. 


Durch  projectivische  einfiirmige  Grundgebilde,  welche  ent- 
weder in  derselben  Ebene  liegen,  oder  demselben  Strahlenbündel 
angehören,  g(dangen  wir  zu  den  Curven,  Büscheln  und  Kegelflächeu 
IL  Ordnung.  Wir  wollen  jetzt  untersuchen,  ob  zwei  beliebig  zu 
einander  liegende,  projectivische  (irundgebilde  erster  Stufe  nicht 
noch  andere  als  die  genannten  Gebilde  IL  Ordnung  erzeugen 
können.     Zunächst  finden  vnr: 


Ein  Strahlenbüschel  S  erzeugt 
mit  einer  zu  ihm  projectivischen 


Ein  Strahlenbüschel  *S  erzeugt 
mit  einem  zu  ihm  projectivischen 


Punktreihe  u  denselben  Ebenen-  I  Ebenenbüschel  «  dieselbe  Punkt- 
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büschel  I.  oder  IL  Ordnung  wie 
mit  demjenigen  Strahlenbüschel, 
durch  welchen  u  aus  dem 
Mittelpunkte  S  projicirt  wird. 
Denn  die  Ebene,  welche  irgend 
einen  Punkt  von  u  mit  dem  ent- 
sprechenden Strahle  des  ersten 
Büschels  verbindet,  geht  auch 
durch  den  entsprechenden  Strahl 
des  zweiten  Büschels. 


reihe  I.  oder  IL  Ordnung  wie 
mit  demjenigen  Strahlenbüschel, 
in  welchem  u  durch  die  Ebene 
von  S  geschnitten  wird.  Denn 
der  Punkt,  in  welchem  irgend 
eine  Ebene  von  u  von  dem  ent- 
sprechenden Strahle  des  ersten 
Büschels  geschnitten  wird,  liegt 
auch  auf  dem  entsprechenden 
Strahle  des  zweiten  Büschels. 


Zwei  projectivische  Strahlenbüschel,  die  beliebig  im  Räume 
liegen,  erzeugen  (wenigstens  unmittelbar)  kein  neues  Gebilde. 
Denn  im  Allgemeinen  liegen  zwei  beliebige,  einander  entsprechende 
Strahlen  nicht  in  einer  Ebene,  haben  also  auch  keinen  Schnitt- 
punkt gemein.  Ebenso  erzeugen  eine  Punktreihe  und  ein  zu 
derselben  projectivischer  Ebenenbüschel  kein  neues  Gebilde,  weil 
ein  Punkt  des  ersteren  mit  der  entsprechenden  Ebene  des  letz- 
teren kein  drittes  Element  bestimmt. 

Neue  Gebilde  erhalten  wir  folglich  nur  noch  durch  zwei  projec- 
tivische Punktreihen  oder  Ebenenbüschel,  die  beliebig  im  Räume 
liegen.  Seien  u  und  «|  zwei  projectivische  Punktreihen,  die  nicht 
in  einer  Ebene  liegen,  so  erzeugen  dieselben  eine  Schaar  von 
Strahlen  F,  von  denen  jeder  zwei  homologe  Punkte  der  Punkt- 
reihen verbindet.  Keine  zwei  Gerade  dieser  Schaar,  welche  eine 
;,Regelschaar*'  genannt  werden  soll,  liegen  in  einer  Ebene;  denn 
sonst  würden  zwei  Punkte  von  u  und  ebenso  zwei  Punkte  von  i/| 
in  dieser  Ebene  liegen  und  folglich  u  und  M|  selbst,  gegen  die 
Annahme.  Die  sämmtlichen  Strahlen  der  Regelschaar  erfüllen 
eine  krumme  Fläche  (Figg.  55  und  56),  welche  eine  ^Regelfläche^ 
genannt  wird,  und  folgende  Eigenschaften  hat: 

^Die  Regelfläche  wird  noch  von  einer  zweiten  Schaar  U  von 
;,Geraden  erfüllt.  Jede  Gerade  der  einen  Schaar  wird  von  jeder 
^Geraden  der  anderen  Schaar  geschnitten ;  dagegen  liegen  keine 
^zwei  Gerade  aus  einer  und  derselben  Schaar  in  einer  Ebene." 
Jeder  Punkt,  welcher  auf  einem  Jede  Ebene,  welche  durch 
Strahle  der  einen  Schaar  liegt,     einen  Strahl  der   einen  Schaar 


ist  auch  auf  einem  Strahle  der 
anderen  Schaar  enthalten. 


geht,  enthält  auch  einen  Strahl 
der  anderen  Schaar. 


Seien  nämlich  «,  ri,  V2  irgend  drei  Strahlen  der  Schaar  K, 
so  dass  jeder  dieser  Strahlen  zwei  einander  entsprechende  Punkte 


Heye,  Geometrie  der  Lagp.     I.    3.  Aafl. 
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von  u  und  «^  verbindet,  und  sei  «2  ®^^®  Gerade,  welche  ebenfalls 
jene  drei  Strahlen  v,   v^,  «2  schneidet.     Projiciren  wir  dann  die 
Punktreihen  u  und  «j  aus  der  Axe  «2,  so  erhalten  wir  zwei  pro- 
jectivische  Ebenenbüschel,  welche  drei  Ebenen  «2^,  «2*^1  ^^^  «2*^2» 
und  folglich  alle  ihre  Ebenen  entsprechend  gemein  haben   (vgl. 
Seite  45).     Somit  liegen  je  zwei  einander  entsprechende  Punkte 
von  u  und  M|  mit  «2  in  einer  Ebene,  und  «2  wird  daher  von  jedem 
Strahle  der  Regelschaar  V  geschnitten.    Dasselbe  gilt  von  jeder  an- 
deren Geraden  W3,  welche  die  drei  Strahlen  v,  Vj,  «2  schneidet   Also: 
„Die  Regelschaar  U  besteht  aus  allen  Geraden,  welche  drei  be- 
„liebige  Strahlen  v,  V| ,  t?2  der  Regelschaar  V  schneiden.    Ebenso 
„besteht  die  Schaar  V  aus  allen  Geraden,  welche  drei  Strahlen 
„«,  W|,  i<2  der  Schaar  U  schneiden." 
Jeder  Strahl  der  einen  Schaar  soll  ein  „Leitstrahl"  der  anderen 
Schaar  heissen;  jede  der  beiden  Schaaren  heisst  die  „Leitschaar" 
der  anderen. 

Die  Regelfläche  kann  also  in  doppelter  Weise  durch  eine 
Gerade  beschrieben  werden,  indem  diese  an  drei  festen  Geraden, 
von  denen  keine  zwei  in  einer  Ebene  liegen,  hingleitet.  Die 
drei  festen  Geraden  sind  Leitstrahlen  der  Regelschaar,  welche 
von  der  beweglichen  Geraden  beschrieben  wird.  Jeden  Punkt 
eines  Leitstrahls  trifft  die  bewegliche  Gerade  einmal;  und  in  jede 
Ebene,  welche  durch  einen  Leitstrahl  gelegt  werden  kann,  fällt 
sie  einmal  hinein  (vergl.  Seite  23).  Die  vorhin  aufgestellten  Sätze 
sind  hierdurch  bewiesen. 

Zwei  projectivische  Ebenenbüschel  «  und  W|,  deren  Axen  nicht 
in  einer  Ebene  liegen,  erzeugen  ebenfalls  eine  Regelschaar  V. 
Dieselbe  erhalten  wir  auch  mittelst  der  projectivischen  Punkt- 
reihen 1/,  M|,  von  denen  das  erstere  ein  Schnitt  des  Büschels  «j 
mit  der  Geraden  u  ist,  und  das  letztere  ein  Schnitt  des  Büschels  u 
mit  der  Geraden  t/j.  Denn  jede  Gerade,  in  welcher  zwei  ent- 
sprechende Ebenen  jener  Büschel  sich  schneiden,  verbindet  auch 
zwei  entsprechende  Punkte  dieser  Punktreihen  mit  einander. 


Eine  Regelschaar  wird  von  je 
zwei  ihrer  Leitstrahlen  in  pro- 
jectivischen Punktreihen  ge- 
schnitten. 


Eine  Regelschaar  wird  aus  je 
zwei  ihrer  Leitstrahlen  durch  pro- 
jectivische Ebenenbüschel  pro- 
jicirt. 


Denn  seien  «?,  tü|,  W2  drei  Leitstrahlen  der  Regelschaar,  so 
dass  jeder  Strahl  der  letzteren  von  «j,  Wj,  it^  geschnitten  wird. 
Wir   erhalten    alsdann    beliebig  viele   Strahlen   der  Regelschaar, 
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Um  die  zweite  Hälfte  zunächst  des  Satzes  rechts  zu  beweisen, 
legen  wir  durch  drei  von  den  Berührungspunkten  eine  Ebene. 
Dieselbe  schneidet  den  Ebenenbüschel  in  einem  Strahlenbüschel 
II.  Ordnung,  von  welchem  jene  drei  Punkte  Berührungspunkte  sind, 
und  welcher  eine  Curve  II.  Ordnung  einhüllt  Aber  diese  Curve 
II.  Ordnung  ist  identisch  mit  derjenigen,  in  welcher  die  Regel- 
fläche von  der  Ebene  geschnitten  wird,  weil  beide  Curven  die 
drei  Berührungspunkte  und  deren  drei  Tangenten  gemein  haben. 
Ganz  analog  wird  der  Satz  links  bewiesen,  indem  man  durch  den 
Schnittpunkt  von  irgend  drei  Berührungsebenen  einen  Büschel  von 
Berührungs  ebenen  an  die  Regelfläche  legt. 

Eine  Regelfläche  II.  Ordnung  soll  ein  ^einfaches  oder  ein- 
schaliges Hyperboloid^  heissen  (Fig.  55),  wenn  sie  keine  unendlich 
ferne  Gerade  enthält,  sondern  mit  der  unendlich  fernen  Ebene 
eine  Curve  II.  Ordnung  gemein  hat.  Dagegen  wird  sie  ein  ^hyper- 
bolisches Paraboloid^  genannt  (Fig.  56),  wenn  die  eine  und  folg- 
lich (Seite  97)  jede  ihrer  beiden  Regelschaaren  einen  unendlich 
fernen  Strahl  besitzt.  Jede  der  beiden  Regelschaaren  eines  hyper- 
bolischen Paraboloides  wird  von  je  zwei  ihrer  Leitstrahlen  in 
projectivisch  ^^ähnlichen*'  Punktreihen  geschnitten,  deren  unend- 
lich ferne  Punkte  einander  entsprechen.  Ein  hyperbolisches  Para- 
boloid  wird  auch  beschrieben  durch  eine  Gerade,  welche  an  zwei 
sich  nicht  schneidenden  festen  Geraden  tt  und  t/|  hingleitet,  dabei 
aber  einer  festen  Ebene  parallel  bleibt,  welche  die  Richtung  von 
u  oder  M|  nicht  enthält.  Denn  die  bewegliche  Gerade  schneidet 
nicht  nur  u  und  «i,  sondern  ausserdem  die  unendlich  ferne  Ge- 
rade der  gegebenen  Ebene;  sie  beschreibt  also  eine  Regelfläche, 
welche  einen  und  folglich  noch  einen  zweiten  unendlich  fernen  Strahl 
enthält.  Das  hyperbolische  Paraboloid  wird  von  jeder  Ebene,  welche 
durch  keinen  Strahl  desselben  hindurchgeht,  in  einer  Hyperbel,  und 
nur  wenn  die  Ebene  eine  ganz  bestimmte  Richtung  enthält,  in 
einer  Parabel  geschnitten.  Die  Schnittcurve  II.  Ordnung  geht 
nämlich  durch  die  beiden  Punkte,  in  welchen  die  unendlich  fernen 
Strahlen  der  Fläche  von  der  Ebene  geschnitten  werden,  und  diese 
Punkte  fallen  nur  dann  zusammen,  wenn  die  Ebene  durch  den 
gemeinschaftlichen  Punkt  der  unendlich  fernen  Strahlen  hin- 
durchgeht. 

Das  einschalige  Hyperboloid  wird  nicht,  wie  das  hyperbolische 
Paraboloid,  von  der  unendlich  fernen  Ebene  berührt,  sondern  von 
derselben    in    einer    Curve    II.  Ordnung    geschnitten.      Die    Be- 
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deshalb  ausser  den  Geraden  v  und  n  keinen  Punkt  P  mit  der 
Hache  gemein.  Denn  sonst  würde  jede  Gerade,  welche  durch  P 
geht,  und  u  und  v  in  je  einem  Punkte  schneidet,  der  Regelfliiche 
angehören,  die  ganze  Ebene  also  mit  letzterer  zusammenfallen, 
was  unmöglich  ist  Da  nun  jede  dritte  Gerade  der  Ebene,  welche 
durch  den  Schnittpunkt  von  u  und  v  hindurchgeht,  nur  diesen 
Schnittpunkt  tiv  mit  der  Regelfläche  gemein  hat,  also  dieselbe 
berührt,  so  wollen  wir  sagen,  ^die  Regelfläche  werde  von  der 
Ebene  im  Punkte  uo  berührt*'. 

„Die  Anzahl  der  Berührungsebenen,  die  durch  eine  Gerade 
;,an  die  Regelfläche  gelegt  werden  können,  ist  gleich  der  An- 
„zahl  der  Punkte,  welche  die  Gerade  mit  der  Regelfläche  ge- 
„mein  hat" 
Denn  da  in  jeder  solchen  Berührungsebene  ein  Strahl  der  einen  (und 
auch  ein  Strahl  der  anderen)  Regelschaar  enthalten  ist,  so  hat  die 
gegebene  Gerade  mit  diesem  Strahle  einen  Schnittpunkt  gemein. 
Es  fallen  aber  keine  zwei  dieser  Schnittpunkte  auf  einander,  weil 
keine  zwei  Strahlen  einer  Regelschaar  in  einerlei  Ebene  liegen. 
Daraus  folgt,  dass  eine  Gerade  ganz  in  die  Regelfläche  hineinfällt, 
wenn  in  ihr  mehr  als  zwei  Berührungsebenen  derselben  sich  schneiden. 
Denken  Sie  sich  eine  Regelschaar  durch  zwei  projectivische 
Ebenenbüschel  erzeugt,  und  diese  durch  eine  beliebige  Ebene  ^ 
geschnitten,  so  erhalten  Sie  in  der  Ebene  zwei  projectivische 
Strahlenbüschel,  und  jeder  Schnittpunkt  von  irgend  zwei  homo- 
logen Strahlen  der  letzteren  liegt  auf  einem  Strahle  der  Regel- 
schaar. Denken  Sie  sich  dagegen  die  Regelschaar  durch  zwei 
projectivische  Punktreihen  erzeugt,  und  projiciren  Sie  diese  aus 
einem  beliebigen  Punkte  Ä,  so  erhalten  Sie  zwei  ccmcentrische 
projectivische  Strahlenbüschel,  und  jede  Verbindungsebene  von 
irgend  zwei  homologen  Strahlen  der  letzteren  geht  durch  einen  Strahl 
der  Regelfläche.    Daraus  ergiebt  sich  der  erste  Theil  der  Sätze : 


Eine  Regelschaar  wird  durch 
jede  Ebene  2,  welche  keinen 
Strahl  derselben  enthält,  in  einer 
Curve  II.  Ordnung  geschnitten. 
Die  sämmtlichen  p]benen,  welche 
die  Regelfläche  in  den  Punkten 
einer  solchen  Curve  II.  Ordnung 
berühren,  bilden  einen  Ebenen- 
büschel II.  Ordnung. 


Eine  Regelschaar  wird  aus  je- 
dem Punkte  Ä,  welcher  auf  kei- 
nem Strahle  derselben  liegt,  durch 
einen  Ebcnenbiischel  II.  Onl- 
nung  projicirt  Die  sämmtlichen 
Punkte,  in  welchen  die  Regelfläche 
von  den  P^benen  eines  solchen  Bü- 
schels berührt  wird,  liegen  auf 
einer  Curve  II.  Ordnung. 


Begelschaaren  und  Begelfläch^n.  101 

Um  die  zweite  Hälfte  zunäch8t  des  Satzes  rechts  zu  beweisen, 
legen  wir  durch  drei  von  den  Berührungspunkten  eine  Ebene. 
Dieselbe  schneidet  den  Ebenenbüschel  in  einem  Strahlenbüschel 
II.  Ordnung,  von  welchem  jene  drei  Punkte  Berührungspunkte  sind, 
und  welcher  eine  Curve  IL  Ordnung  einhüllt  Aber  diese  Curve 
II.  Ordnung  ist  identisch  mit  derjenigen,  in  welcher  die  Regel- 
fläche von  der  Ebene  geschnitten  wird,  weil  beide  Curven  die 
drei  Berührungspunkte  und  deren  drei  Tangenten  gemein  haben. 
Ganz  analog  wird  der  Satz  links  bewiesen,  indem  man  durch  den 
Schnittpunkt  von  irgend  drei  Berührungsebenen  einen  Büschel  von 
Berührungs  ebenen  an  die  Regelfläche  legt. 

Eine  Regelfläche  II.  Ordnung  soll  ein  ^einfaches  oder  ein- 
schaliges Hyperboloid^  heissen  (Fig.  55),  wenn  sie  keine  unendlich 
ferne  Gerade  enthält,  sondern  mit  der  unendlich  fernen  Ebene 
eine  Curve  II.  Ordnung  gemein  hat.  Dagegen  wird  sie  ein  ^hyper- 
bolisches Paraboloid^  genannt  (Fig.  56),  wenn  die  eine  und  folg- 
lich (Seite  97)  jede  ihrer  beiden  Regeischaaren  einen  unendlich 
fernen  Strahl  besitzt.  Jede  der  beiden  Regeischaaren  eines  hyper- 
bolischen Paraboloides  wird  von  je  zwei  ihrer  Leitstrahlen  in 
projectivisch  ^ähnlichen^  Punktreihen  geschnitten,  deren  unend- 
^ch  ferne  Punkte  einander  entsprechen.  Ein  hyperbolisches  Para- 
boloid  wird  auch  beschrieben  durch  eine  Gerade,  welche  an  zwei 
sich  nicht  schneidenden  festen  Geraden  u  und  ti|  hingleitet,  dabei 
aber  einer  festen  Ebene  parallel  bleibt,  welche  die  Richtung  von 
u  oder  mj  nicht  enthält.  Denn  die  bewegliche  Gerade  schneidet 
nicht  nur  u  und  W|,  sondern  ausserdem  die  unendlich  ferne  Ge- 
rade der  gegebenen  Ebene;  sie  beschreibt  also  eine  Regelfläche, 
welche  einen  und  folglich  noch  einen  zweiten  unendlich  fernen  Strahl 
enthält.  Das  hyperbolische  Paraboloid  wird  von  jeder  Ebene,  welche 
durch  keinen  Strahl  desselben  hindurchgeht,  in  einer  Hyperbel,  und 
nur  wenn  die  Ebene  eine  ganz  bestimmte  Richtung  enthält,  in 
einer  Parabel  geschnitten.  Die  Schnittcurve  IL  Ordnung  geht 
nämlich  durch  die  beiden  Punkte,  in  welchen  die  unendlich  fernen 
Strahlen  der  Fläche  von  der  Ebene  geschnitten  werden,  und  diese 
Punkte  fallen  nur  dann  zusammen,  wenn  die  Ebene  durch  den 
gemeinschaftlichen  Punkt  der  unendlich  fernen  Strahlen  hin- 
durchgeht. 

Das  einschalige  Hyperboloid  wird  nicht,  wie  das  hyperbolische 
Paraboloid,  von  der  unendlich  fernen  Ebene  berührt,  sondern  von 
derselben    in    einer    Curve    IL  Ordnung    geschnitten.      Die    Be- 
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rührangsebenen  in  den  unendlich  fernen  Punkten  des  Hyperboloides 
sind  daher  sämmtlich  eigentliche  Ebenen,  welche  (nach  Seite  100) 
sich  in  einem  Punkte  S  schneiden  und  einen  Ebenenbüschel 
II.  Ordnung  bilden.  Die  von  letzterem  eingehüllte  Kegelfläche  S 
II.  Ordnung  schmiegt  sich  dem  Hyperboloid  an  in  seiner  unendlich 
fernen  Gurre,  und  wird  der  „Asymptotenkegel*^  desselben  genannt 
Jeder  Strahl  des  Asymptotenkegels  läuft  zu  je  einem  Strahle  der 
beiden  Regeischaaren  parallel,  indem  er  den  unendlich  fernen 
Punkt  desselben  enthält  Eine  beliebige  Ebene,  welche  durch 
keinen  Strahl  des  einfachen  Hyperboloides  hindurchgeht,  schneidet 
dasselbe  in  einer  Hyperbel,  Parabel  oder  Ellipse,  jenachdem  sie 
mit  der  unendlich  fernen  Curve  des  Hyperboloides  zwei  Punkte, 
einen  oder  keinen  Punkt  gemein  hat,  oder  was  dasselbe  ist,  je- 
nachdem sie  zu  zwei  Strahlen,  oder  nur  zu  einem  oder  zu  keinem 
Strahle  des  Asymptotenkegels  parallel  ist 

Ich  füge  noch  folgenden  Satz  hinzu,   der  sich  aus  dem  Bis- 
herigen ei^ebt: 

;,Wird  zu  jedem  Strahle  einer  Regelschaar  eine  Parallele  durch 
^einen  beliebig  gegebenen  Pimkt  gelegt,   so  li^en  alle   diese 
^Parallelen  in  einer  Ebene  oder  in  einer  Kegelfläche  II.  Ord- 
^nnng,  jenachdem  die  Regelschaar  einem  hyperbolischen  Para?. 
^boloid  oder  einem  einschaligen  Hyperboloid  angehört^ 
Ein    hyperbolisches  Paraboloid    wird   ^«gleichseitig^   genannt, 
wenn    die    Strahlen    seiner   beiden    Regeischaaren    zu    zwei    auf 
einander  senkrechten   Ebenen  parallel   laufen.     Jede  Regelschaar 
des  gleichseitigen  Paraboloides  enthält  einen  Strahl,   welcher  die 
Leitebene  und  damit  auch  jeden  Stnihl  der  anderen  Schaar  recht- 
winklig schneidet 


Eilfter  Vortrag. 

Projectivische  Verwandtschaft  Yon  ElementargebildeiL 


Durch  projectivische  einförmige  Grundgebilde  können  fünf 
Gebilde  zweiter  Ordnung  erzeugt  wenlen,  wie  wir  gesehen  habi*a. 
nämlich  die  Curve  oder  Puuktreilie  IL  Ordnung,   der  Strahlen* 
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und  der  Ebenenbüschel  IL  Ordnung,  die  Kegelfläche  IL  Ordnung 
und  die  Regelscliaar.  Es  ist  zweckmässig,  mit  v.  Stau  dt  diese 
fünf  Gebilde  IL  Ordnung  und  die  drei  einförmigen  Grundgebilde 
zusammenzufassen  unter  dem  gemeinschaftlichen  Namen  Elemen- 
targ ebilde.  Zu  den  Elementargebilden  gehören  dann  zwei  Punkt- 
gebilde, nämlich  die  Punktreihe  L  und  IL  Ordnung,  ferner  zwei 
Ebenengebilde ,  nämlich  der  Ebenenbüschel  I.  und  IL  Ordnung, 
und  endlich  vier  Strahlengebilde,  nämlich  der  Strahlenbüschel 
L  und  IL  Ordnung,  die  Kegelfläche  IL  Ordnung  und  die  Regelschaar. 

Mein  gegenwärtiger  Vortrag  nun  wird  Ihnen  zeigen,  dass  wir 
auch  diese  Elementargebilde  in  analoger  Weise  auf  einander 
beziehen  können,  wie  es  mit  den  einförmigen  Grundgebilden  ge- 
schehen ist.  Das  Gebiet  unserer  Untersuchimgen  erweitert  sich 
dadurch  bedeutend;  namentlich  erkennen  Sie  sofort,  dass  wir  auf 
diese  Weise  zu  einer  grossen  Anzahl  neuer  Punkt-,  Strahlen-  und 
Ebenen-Gebilde  gelangen,  die  ebenso  bemerkenswerthe  Eigenschaften 
besitzen,  wie  die  bisher  betrachteten.  Zugleich  aber  werden  wir  zu 
weiteren  wichtigen  Sätzen  über  die  Gebilde  IL  Ordnung  geführt, 
welche  auf  anderem  Wege  schwerlich  so  leicht  sich  ergeben  möchten. 

Zunächst  erinnere  ich  Sie  an  folgende  früher  aufgestellte 
Sätze,  welche  auch  als  Definitionen  der  harmonischen  Elemente 
in  Gebilden  IL  Ordnung  aufgefasst  werden  können: 


Vier  harmonische  Punkte  einer 
Curve  IL  Ordnung  werden  aus 
jedem  fünften  Punkte  der  Curve 
durch  vier  harmonische  Strahlen 
projicirt  (Seite  62). 

Vier  harmonische  Strahlen 
einer  Kegelfläche  IL  Ordnung 
werden  aus  jedem  fünften  Strahle 
der  Kegelfläche  durch  vier  har- 
monische Ebenen  projicirt 
(Seite  72). 


Vier  harmonische  Ebenen  eines 
Ebenenbüschels  IL  Ordnung  wer- 
den von  jeder  fünften  Ebene  des 
Büschels  in  vier  harmonischen 
Strahlen  geschnitten  (Seite  72). 

Vier  harmonische  Strahlen 
eines  Strahlenbüschels  IL  Ord- 
nung werden  von  jedem  fünften 
Strahle  des  Büschels  in  vier  har- 
monischen Punkten  geschnitten 
(Seite  62). 


^Vier    harmonische   Strahlen    einer    Regelschaar    werden    von 

^jedem   Leitstrahle  der  Schaar  in  vier  harmonischen  Punkten 

^geschnitten,  und  aus  jedem  Leitstrahle  durch  vier  harmonische 

;,Ebenen  projicirt*'  (Seite  99). 

Wir  können  nun  die  früher  (Seite  43)  aufgestellte  Definition 

der  projectivischen   Verwandtschaft  von  Grundgebilden  auch   auf 

die  Elementargebilde  überhaupt  ausdehnen,  indem  wir  sagen: 
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Zioei  Elemenlargebilde  heiasen  projectivisch,  toenn  sie  so  auf 
eUiander  bezogen  sind,  dass  je  vier  harmonischen  Elementen  des 
einen    Gebildes    vier    harmonische    Elemente    des    anderen    ent- 
sprechen. 
Es  folgt  aus  dieser  Definition,  dass  zwei  Elementargebilde  zu  ein- 
ander projectivisch  sind,  sobald  sie  zu  einem  und  demselben  dritten 
projectivisch  sind. 

Auch  den  Begriff  der  perspectivischen  Lage  einförmiger  Grund- 
gebilde können  wir  ausdehnen  auf  Elementargebilde  überhaupt, 
indem  wir  sagen: 

Zwei  ungleichartige  projectivische  Elementargebilde  heissen 
pet'spectivisch,  toenn  jedes  Elenient  des  einen  in  dem  entsprechenden 
Elemente  des  anderen  liegt 

Eine  Punktreihe  II.  Ordnung  z.  B.  liegt  perspectivisch  zu 
einer  durch  sie  hindurchgehenden  Kegelfläche,  wenn  jedem  Strahle 
der  letzteren  der  auf  ihm  liegende  Punkt  der  ersteren  zugewiesen 
ist.  Eine  Punktreihe  II.  Ordnung  wird  ferner  aus  jedem  ihrer 
Punkte  durch  einen  zu  ihr  perspectivischen  Strahlenbüschel  pro- 
jicirt;  ein  Strahlenbüschel  II.  Ordnung  wird  durch  jeden  seiner 
Strahlen  in  einer  zu  ihm  perspectivischen  Punktreihe  geschnitten, 
und  ebenso  eine  Regelschaar  durch  jeden  ihrer  Leitstrahlen  u.  s.  w. 
Denn  zwei  Eicmentargebilde ,  von  welchen  das  eine  mittelst  des 
anderen  in  solcher  Weise  erzeugt  ist,  sind  auch  projectivisch,  weil 
vier  harmonischen  Elementen  des  einen  allemal  vier  harmonische 
Elemente  des  anderen  entsprechen.  Wird  jedem  Punkte  einer 
Curve  II.  Ordnung  seine  Taugente  zugewiesen,  so  ist  die  Curve 
auf  den  sie  einhüllenden  Strahleubüschel  perspectivisch  bezogen; 
denn  je  vier  harmonische  Punkte  der  Curve  werden  von  vier  har- 
monischen Strahlen  des  Büschels  berührt  (Seite  71).  Zwei  Curven 
IL  Ordnung  sind  daher  projectivisch  auf  einander  bezogen ,  weim 
die  beiden  sie  einhüllenden  Strahlenbüschel  zu  einander  projec- 
tivisch sind. 

Zwei  Gebilde  IL  Ordnung  können  dadurch  projectivisch  auf 
einander  bezogen  werden,  dass  man  zwei  zu  ilmen  perspectiVische 
einförmige  Grundgebilde  projectivisch  auf  einander  bezieht  Zwei 
projectivische  Elementargebilde  können  folglich  (nach  Seite  50) 
stets  als  erstes  imd  letztes  in  einer  Keilie  von  Elementargebilden 
betrachtet  werden,  deren  jedes  zum  folgenden  iierspectivisch  liegt 
Auch  können  zwei  Elementargebilde  auf  eine  einzige  Art  projec- 
tivisch auf  einander   bezogen   werden,    so   dass   drei   gegebenen 
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Elementen  des  einen  beziehungsweise  drei  gegebene  Elemente  des 
andern  entsprechen;  denn  dieser  Satz  ist  für  einförmige  Grund- 
gebilde bereits  bewiesen. 

Sollen  z.  B.  zwei  Punktreihen  IL  Ordnung  k  und  ky  (Fig.  57), 
die  in  einer  Ebene  liegen,  projectivisch  so  auf  einander  bezogen 
werden,  dass  den  Punkten  A^  ß,  C  von  k  die  resp.  Punkte  24j,Ä|,Cj 
von  A|  entsprechen,  so  bezeichnen  wir  mit  5  und  Tj  die  beiden 
Punkte  von  k  und  ft|,  welche  aus  A  resp.  A^  durch  den  Strahl 
AAi  projicirt  werden,  und  projiciren  sodann  die  Punktreihen 
aus  S  und  7*1  durch  zwei  Strahlenbüschel  S  {A  B  C ,  ,  ,)  und 
7\  (-4j  jB|  C|  . . .).  Letztere  sind  projectivisch  und  liegen,  weil  sie  den 
Strahl  ÄAi  entsprechend  gemein  haben,  perspectivisch.  Je  zwei 
homologe  Punkte  D  und  Z>|  der  beiden  Punktreihen  werden  also 
aus  S  resp.  Tj  durch  zwei  Strahlen  projicirt,  die  sich  auf  einer 
bestimmten  Geraden  u  schneiden. 

;,Wenn   zwei   gleichartige   projectivische  Elementargebilde, 
„z,  B.  zwei  Punktreihen  IL  Ordnung,  in  einander  liegen,  so  haben 
^sie   entweder  alle  oder  höchstens  zwei  Elemente  entsprechend 
^gemein.*' 
Denn  identische  Elementargebilde  sind  zugleich  projectivisch. 


Zwei  Curven  IL  Ordnung,  die 
in  derselben  Ebene  liegen  und 
einen  Punkt  S  gemein  haben, 
sind  projectivisch  auf  einander 
bezogen,  wenn  je  zwei  Punkte 
derselben  einander  zugewiesen 
werden,  die  mit  S  in  einer  Ge- 
raden liegen.  Denn  beide  Curven 
sind  alsdann  perspectivisch  zu 
dem  Strahlenbüschel  S.  Jeden 
von  S  verschiedenen  gemein- 
schaftlichen Punkt  haben  die 
Curven  entsprechend  gemein; 
den  Punkt  S  jedoch  nur  dann, 
wenn  sie  in  ihm  eine  gemein- 
schaftliche Tangente  haben,  also 
einander  in  S  berühren. 


Zwei  Curven  IL  Ordnung,  die 
in  derselben  Ebene  liegen  und 
eine  gemeinschaftliche  Tangente  s 
haben,  sind  projectivisch  auf  ein- 
ander bezogen,  wenn  je  zwei  Tan- 
genten derselben  einander  zuge- 
wiesen werden,  welche  sich  in 
einem  Punkte  von  s  schneiden. 
Denn  die  Büschel  IL  Ordnung, 
welche  die  Curven  einhüllen,  sind 
alsdann  perspectivisch  zu  der 
Punktreihe  ».  Die  Curven  haben 
jede  von  s  verschiedene  gemein- 
schaftliche Tangente  entspre- 
chend gemein;  s  selbst  aber 
nur  dann,  wenn  sie  sich  in 
einem  Punkte  von  8  berühren. 


Zwei  von  einander  verschiedene  Curven  IL  Ordnung,  welche 
in  der  Unks  angegebenen  Weise  auf  einander  bezogen  sind,  haben 
höchstens    drei    Punkte    entsprechend    gemein.     Denn   wenn   sie 
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ausser  S  noch  vier  gemeinschaftliche  Punkte  haben,  oder  anderer- 
seits noch  drei  gemeinschaftliche  Punkte  und  eine  gemeinschaft- 
liche Tangente  in  S,  so  sind  sie  identisch  (nach  Seite  63).  Ebenso 
können  rechts  die  beiden  Curven  höchstens  drei  Tangenten  ent- 
sprechend gemein  haben.  Wir  werden  so  zu  dem  Doppelsatze 
geführt : 


Wenn  zwei  projectivische  Cur- 
ven IL  Ordnung  vier  Punkte  A^ 
-ß,  C\  S  entsprechend  gemein 
haben,  so  haben  sie  alle  ihre 
Punkte  entsprechend  gemein, 
und  sind  folglich  identisch. 


Wenn  zwei  projectivische  Cur- 
ven IL  Ordnung  vier  Tangenten 
entsprechend  gemein  haben,  so 
haben  sie  alle  ihre  Tangenten 
entsprechend  gemein,  und  sind 
folglich  identisch. 


Wir  beweisen  den  Satz  links  wie  folgt.  Die  beiden  Curven 
können  nur  auf  eine  einzige  Art  so  auf  einander  bezogen  werden, 
dass  den  drei  Punkten  A^  B,  C  der  einen  dieselben  drei  Punkte 
Ay  B^  C  der  anderen  entsprechen.  Dieses  geschieht  aber,  indem 
wir  beide  Curven  auf  den  Strahleubüschel  S  perspcctivisch  be- 
ziehen. Sollen  nun  die  Curven  auch  den  Punkt  S  entsprechend 
gemein  haben,  so  haben  sie  in  ihm  eine  gemeinschaftliche  Tangente 
und  sind  folglich  identisch  (Seite  63).  —  Der  Satz  rechts  ergiebt 
sich  aus  dem  anderen  mittelst  des  Princips  der  Reciprocität,  welches 
wir  ja  für  die  Ebene  bereits  bewiesen  haben ;  doch  kann  ich  Ihnen 
als  nützliche  Uebung  nur  empfehlen,  einen  directen  Beweis  fiir 
denselben  aufzusuchen. 

Werden  die  Curven  aus  einem  beliebigen  Mittelpunkte  durch 
zwei  projectivische  Kegelflächen  projicirt,  so  erhalten  wir  für  diese 
einen  ganz  analogen  Doppelsatz.  Ist  eine  Curve  II.  Ordnung 
projectivisch  zu  einer  Regelschaar  oder  Kegelfläche  IL  Ordnung, 
und  liegen  mehr  als  drei  Punkte  der  Curve  auf  den  ihnen  ent- 
sprechenden Strahlen,  so  ist  die  Curve  perspcctivisch  zu  der  Regel- 
schaar oder  Kegelfläche;  denn  sie  ist  identisch  mit  dem  Schnitte 
derselben,  welcher  in  ihrer  Ebene  liegt,  weil  sie  zu  demselben 
projectivisch  ist  und  mit  ihm  mehr  als  drei  Punkte  entsprechend 
gemein  hat.  Ebenso  hat  ein  Ebeneiibüschel  IL  Ordnung  zu  einem 
Strahleubüschel  IL  Ordnung  oder  zu  einer  Regelschaar,  die  zu 
ihm  projectivisch  sind,  perspectivische  Lage,  wenn  mehr  als  drei 
seiner  Ebenen  durch  die  ihnen  entsprechenden  Strahlen  des  Strahlen- 
büschels oder  der  Regelschaar  hindurchgehen.  Projiciren  wir 
nämlich  das  Strahlengebilde  IL  Ordnung  aus  dem  Mittelpunkte 
des  P]benenbüschels,  so  erhalten  wir  einen  zweiten  Ebenenbüschel 
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II.  Ordnung,  welcher  mit  dem  ersten  identisch  ist;  denn  er  ist  zu 
demselben  projectivisch,  und  hat  mehr  als  drei  Ebenen  mit  dem- 
selben entsprechend  gemein. 

Hierher  gehört  auch  der  Beweis  der  Sätze: 


Zwei  Kegelflächen  IL  Ordnung, 
welche  verschiedene  Mittelpunkte 
haben,  und  in  der  Verbindungs- 
linie 8  ihrer  Mittelpunkte  von 
einer  und  derselben  Ebene  be- 
rührt werden,  schneiden  sich  in 
einer  Curve  IL  Ordnung. 

Beziehen  wir  nämlich  die  Kegel- 
flächen perspectivisch  auf  den 
Ebenenbüschel «,  so  haben  sie  den 
Strahl  8  entsprechend  gemein,  und 
je  zwei  andere  einander  entspre- 
chende Strahlen  der  Flächen 
haben  einen  Punkt  gemein,  weil 
sie  in  einer  (durch  «  gehenden) 
Ebene  liegen.  Die  Verbindungs- 
ebene von  irgend  drei  Schnitt- 
punkten homologer  Strahlen 
schneidet  die  Kegelflächen  in  zwei 
projectivischen  Curven  IL  Ord- 
nung, welche  identisch  sind,  weil 
sie  nicht  nur  jene  drei  Schnitt- 
punkte, sondern  auch  einen 
Punkt  von  s  entsprechend  ge- 
mein haben. 


Zwei  Curven  IL  Ordnung, 
welche  in  verschiedenen  Ebenen 
liegen,  und  die  Schnittlinie  « 
ihrer  Ebenen  in  einem  und  dem- 
selben Punkte  berühren,  liegen 
auf  einer  Kegelfläche  IL  Ord- 
nung. 

Beziehen  wir  die  Strahlen- 
büschel IL  Ordnung,  welche  die 
Curven  umhüllen,  perspectivisch 
auf  die  Punktreihe  «,  so  haben 
sie  den  Strahl  s  entsprechend 
gemein  (vergl.  Seite  105),  und 
je  zwei  andere  homologe  Strah- 
len der  Büschel  liegen  in 
einer  Ebene,  weil  sie  sich  auf  8 
schneiden.  Aus  dem  Schnitt- 
punkte von  irgend  drei  Verbin- 
dungsebenen homologer  Strah- 
len werden  die  Strahlenbü- 
schel durch  zwei  projectivische 
Ebenenbüschel  IL  Ordnung  pro- 
jicirt,  welche  identisch  sind,  weil 
sie  nicht  nur  jene  drei  Ebenen, 
sondern  auch  eine  durch  « 
gehende  Ebene  entsprechend  ge- 
mein haben. 

Einfacher  noch  lässt  sich  der  Beweis  so  führen.  Legen  wir 
links  durch  drei  gemeinschaftliche  Punkte  der  Kegelflächen  eine 
Ebene,  so  haben  die  beiden  in  ihr  liegenden  Schnittcurven  diese 
drei  Punkte  gemein,  ausserdem  aber  den  Schnittpunkt  von  s  mit 
der  Ebene.  Und  da  beide  Curven  in  letzterem  Punkte  von  der- 
jenigen Geraden  berülirt  werden,  in  welcher  die  gemeinschaftliche 
Berührungsebene  der  Kegelflächen  geschnitten  wird,  so  fallen  diese 
Schnittcurven  zusammen  (Seite  63).  Aehnlich  ergiebt  sich  der 
Satz  rechts. 


Wenn  ein  Strahlenbüschel  S 
I.  Ordnung  mit  einer  zu  ihm 
projectivischen  Curve  s  IL  Ord- 
nung in  einer  Ebene,  jedoch 
nicht  zu  derselben  perspectivisch 
liegt,  so  gehen  höchstens  drei 
Strahlen  des  Büschels  durch  die 
ihnen  entsprechenden  Punkte  der 
Curve,  mindestens  aber  ein  Strahl. 
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Beiläufig  folgt  noch,  dass  jede  Curve  II.  Ordnung  auch  als 
Schnitt  von  Kreiskegeln  betrachtet  werden  kann.  Denn  man  kann 
auf  unzählige  Arten  einen  Kreis  zu  einer  gegebenen  Curve  IL  Ord- 
nung in  eine  solche  Lage  bringen,  dass  sie  einander  berühren 
und  in  verschiedenen  Ebenen  liegen,  also  auch  auf  einer  und 
derselben  Kegelfläche  enthalten  sind.  Die  Curven  IL  Ordnung  sind 
also  mit  den  ^Kegelschnitten^  der  Alten  identisch,  und  dürfen 
deshalb  im  Folgenden  auch  mit  diesem  Namen  bezeichnet  werden. 

Wenn  eine  Punktreihe  I.  Ord- 
nung mit  einem  zu  ihm  projec- 
tivischen Strahlenbüschel  U.  Ord- 
nung in  einer  Ebene,  jedoch 
nicht  zu  demselben  perspectivisch 
liegt,  so  liegen  höchstens  drei 
Punkte  der  Punktreihe  auf  den 
ihnen  entsprechenden  Strahlen 
des  Büschels,  mindestens  aber 
ein  Punkt. 

Denn  jeder  zu  der  Curve  «  perspectivische  Strahlenbüschel  S| 
ist  auch  zum  Büschel  S  projectivisch,  und  erzeugt  mit  diesem  im 
Allgemeinen  eine  zweite  Curve  IL  Ordnung,  die  mit  der  ersten 
jeden  Punkt  gemein  haben  muss,  welcher  auf  dem  ihm  ent- 
sprechenden Strahle  von  S  liegt.  Gehen  also  mehr  als  drei  Strahlen 
von  S  durch  ihre  entsprechenden  Punkte  von  «,  so  haben  die 
beiden  Curven  ausser  Si  noch  mindestens  vier  Punkte  gemein, 
sind  also  identisch,  und  S  liegt  perspectivisch  zu  «.  —  Da  jede 
Curve  IL  Ordnung  ihre  P^bene  in  zwei  geti'ennte  Theile  zerlegt,  so 
müssen  die  beiden  Curven,  falls  sie  nicht  einander  decken,  ent- 
weder in  ihrem  gemeinschaftlichen  Punkte  S^  einander  berühren, 
oder  sie  schneiden  einander  in  Si  und  mindestens  in  noch  einem 
zweiten  Punkte  P,  indem  die  eine  Curve  theils  innerhalb,  theils 
ausserhalb  der  anderen  liegt  Im  letzteren  Falle  entsprechen  die 
Strahlen  8P  und  S^P  einander,  und  SP  geht  folglich  durch  den 
ihm  entsprechenden  Punkt  P  der  Curve  «;  im  ersteren  Falle  ent- 
spricht dem  Strahle  SS^  von  ä  die  gemeinschaftliche  Tangente 
in  iS|  und  folglich  der  auf  S/S,  liegende  Punkt  Sj  der  Curve  «. 
Also  liegt  mindestens  ein  Punkt  der  Curve  auf  dem  ihm  ent- 
sprechenden Strahle  des  Büschels. 

Ganz  analoge  Sätze  gelten  für  die  Gebilde  I.  und  IL  Onl- 
nung  im  Sti'ahlenbündel.     Wir  ziehen  daraus  den  Schluss: 
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Sind  ein  einförmiges  Grundgebilde  und  ein  Eleinentargebilde 
IL  Ordnung  projeclivisch  auf  einander  bezogen,  und  gehen  mehr  als 
drei  Elemente  des  einen  Gebildes  durch  die  ihnen  entspj^echenden 
Elemente  des  anderen,  so  liegen  die  beiden  Gebilde  perspectivisch, 
d.  h,  jedes  Element  des  einen  Gebildes  geht  durch  das  ihm  ent- 
sprecJiende  ElemeTit  des  anderen, 
Ist  das  Gebilde  IL  Ordnung  eine  Regelschaar,  das  andere  Gebilde 
also  entweder  eine  Punktreihe  oder  ein  Ebenenbüschel  I.  Ordnung,  so 
können  wir  schon  dann  schliessen,  dass  dieselben  perspectivisch 
liegen,  wenn  drei  Strahlen  der  Regelschaar  durch  die  entsprechenden 
drei  Punkte  der  Punktreihe  gehen  oder  aber  in  den  entsprechenden 
Ebenen  des  Ebenenbüschels  liegen.     Denn  der  Träger  der  Punkt- 
reihe oder  die  Axe  des  Ebenenbüschels  ist  dann  ein  Leitstrahl 
der  Regelschaar  (Seite  99),  weil  sie  drei  Strahlen  der  letzteren 
schneidet. 

Wie  wichtig  diese  Sätze  sind,  mögen  Sie  aus  den  Folgerungen 
abnehmen : 


Ein  Ebenenbüschel  I.  Ordnung 
erzeagt  mit  einer  zu  ihm  projec- 
tivischen  Regelschaar  oderKegel- 
ääcbe  IL  Ordnung  im  Allgemei- 
nen eine  ^Raumcurve  IIL  Ord- 
nung^, welche  mit  jeder  Ebene 
mindestens  einen  Punkt  und 
höchstens  drei  Punkte  ge- 
mein hat. 


Eine   Punktreihe    L  Ordnung 
und   eine  Regelschaar  oder  ein 
Strahlenbüschel  IL  Ordnung,  die 
zu   einander  projectivisch   sind, 
erzeugen  im  Allgemeinen  einen 
„Ebenenbüschel    III.  Ordnung^, 
welcher  mit  jedem  Punkte  min- 
destens  eine  Ebene   und  höch- 
stens drei  Ebenen  gemein  hat. 
Denn  eine  Ebene  schneidet  die  Regelschaar  oder  Kegelfläche 
in  einer  zu  ihr  perspectivischen  Punktreihe  IL  Ordnung,  von  welcher 
im  Allgemeinen  höchstens   drei  Punkte   auf  den  entsprechenden 
Ebenen  des  Büschels  liegen. 


Wenn  eine  Punktreihe  I.  Ord- 
nung u  und  eine  zu  ihr  projec- 
tivische Piinktreihe  k  IL  Ordnung 
in  einer  Ebene  liegen,  so  bilden  die 
sämmtlichen  Verbindungslinien 
ihrer  homologen  Punkte  einen 
^Strahlenbüschel  dritter  Ord- 
nung**, welcher  nämlich  mit 
jedem  Büschel  I.  Ordnung  der 
Ebene    mindestens    einen    und 


Wenn  ein  Strahlenbüschel 
I.  Ordnung  und  ein  zu  ihm 
projectivischer  Strahlenbüschel 
IL  Ordnung  in  einer  Ebene 
liegen,  so  bilden  die  sämmtlichen 
Schnittpunkte  ihrer  homologen 
Strahlen  eine  „Linie  dritter 
Ordnung^,  welche  nämlich  mit 
jeder  Geraden  der  Ebene  min- 
destens einen  und  höchstens  drei 
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Punkte  gemein  hat,  falls  die 
Gerade  nicht  einen  Theil  der 
Linie  III.  Ordnung  bildet. 


höchstens  drei  Strahlen  gemein 
hat,  falls  derselbe  nicht  einen 
Theil  des  Büschels  III.  Ordnung 
ausmacht. 

Denn  ist  aS  ein  beliebiger  zu  m  perspectivischer  und  folglich 
zu  k  projectivischer  Büschel  I.  Ordnung ,  so  gehen  entweder  alle, 
oder  höchstens  drei  Strahlen  von  S  durch  die  entsprechenden 
Punkte  von  Ä,  mindestens  aber  ein  Strahl. 

Haben  die  Punktreihen  u  und  k  I.  und  II.  Ordnung  einen 
Punkt  P  entsprechend  gemein,  so  ist  jeder  durch  P  gehende  Strahl 
als  Verbindungslinie  von  zwei  (zusammenfallenden)  einander  ent- 
sprechenden Punkten  .zu  betrachten,  und  der  Strahlenbüschel 
dritter  Ordnung  enthält  den  Büschel  I.  Ordnung  P,  Die  folgenden 
Sätze  sind  deshalb  nicht  als  Ausnahmen,  sondern  als  besondere 
Fälle  des  eben  bewiesenen  Satzes  zu  betrachten. 


Wenn  eine  Punktreihe  I.  Ord- 
nung u  und  eine  zu  ihr  projec- 
tivische  Punktreihe  II.  Ordnung 
k  zwei  Punkte  -4,  B  entsprechend 
gemein  haben,  so  erzeugen  sie 
einen  Strahlenbüschel  I.  Ord- 
nung. 


Wenn     ein     Strahlenbüschel 

I.  Ordnung  und  ein  zu  ihm 
projectivischer    Strahlenbüschel 

II.  Ordnung  zwei  Strahlen  ent- 
sprechend gemein  haben,  so  er- 
zeugen sie  eine  Punktreihe  I.  Ord- 
nung. 


Möge  noch  dem  Punkte  C  von  u  der  Punkt  Cj  von  k  ent- 
sprechen und  sei  S  derjenige  Punkt  von  ft,  welcher  aus  C|  durch 
den  Strahl  Cj  C  projicirt  wird.  Beziehen  wir  dann  «  und  k  [)er- 
spectivisch  auf  den  Strahlenbüschel  6\  so  sind  sie  auf  einander 
projectivisch  so  bezogen,  dass  den  drei  Punkten  A^  Ä,  C  von  t/ 
die  resp.  drei  Punkte  i4,  ß,  C|  von  k  entsprechen.  Weil  aber 
(Seite  104)  die  projectivische  Verwandtschaft  von  u  und  k  durch 
die  drei  Paare  homologer  Punkte  eindeutig  bestimmt  ist,  s<» 
bilden  die  Verbindungslinien  homologer  Punkte  wirklich  einen 
Strahlenbüschel  5  I.  Ordnung,  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Curve 
k  liegt. 


Durch  eine  Curve  II.  Ordnung 
und  zwei  Gerade  a,  ä,  welche 
mit  der  Curve  je  einen  Punkt 
gemein  haben,  aber  weder  mit 
ihr  noch  mit  einander  in  einer 
Ebene  liegen,  ist  eine  zu  der 
Curve     perspectivische      Regel- 


Durch  einen  Ebenenbüschel 
II.  Ordnung  und  zwei  Gera<le 
a,  6,  welche  aus  dem  Mittel- 
punkte des  Büschels  durch  zwei 
Ebenen  desselben  projicirt  wer- 
den und  sich  nicht  schneiden, 
ist   eine   zu  dem  Büschel    per- 
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schaar  bestimmt,  von  welcher 
die  beiden  Geraden  Leitstrahlen 
sind. 

Nämlich  die  beiden  zu  der 
Curve  perspectivischen  Ebenen- 
büschel a,  b  erzeugen  die  Regel- 
scbaar. 


spectivische  Regelschaar  be- 
stimmt, von  welcher  die  beiden 
Geraden  Leitstrahlen  sind. 

Nämlich  die  beiden  zu  dem 
Ebenenbüschel  perspectivischen 
geraden  Gebilde  a,  b  erzeugen 
die  Regelschaar. 


Die  Leitschaar  der  Regelschaar  enthält  die  Geraden  a,  6 
und  ist  ebenfalls  zu  der  Curve  resp.  dem  Ebenenbüschel  IL  Ord- 
nung perspectivisch. 


Wenn  ein  gerades  Gebilde  und 
eine  Curve  IL  Ordnung  zu  ein- 
ander projectivisch  sind  und 
einen  Punkt  A  entsprechend 
gemein  haben,  aber  nicht  in 
einer  Ebene  liegen,  so  erzeugen 
sie  eine  zu  ihnen  perspectivische 
Regelschaar. 


Wenn  ein  Ebenenbüschel  I. 
und  ein  Ebenenbüschel  IL  Ord- 
nung zu  einander  projectivisch 
sind  und  eine  Ebene  entspre- 
chend gemein  haben,  aber  die 
Axe  des  ersteren  Büschels  nicht 
durch  den  Mittelpunkt  des  letz- 
teren geht,  so  erzeugen  sie  eine 
zu  ihnen  perspectische  Regel- 
schaar. 

Mögen  (links)  den  Punkten  -4,  jB,  C  des  geraden  Gebildes 
die  Punkte  A^  -öj,  C^  der  Curve  entsprechen;  dann  ist  die  zu 
der  Curve  perspectivische  Regelschaar,  welcher  die  Geraden  BBi 
CCi  angehören,  auch  perspectivisch  zu  dem  geraden  Gebilde, 
weil  die  drei  Punkte  -4,  ß,  C  des  letzteren  in  den  ihnen  ent- 
sprechenden Strahlen  der  Regelschaar  liegen  (Seite  109).  Der 
Beweis  rechts  ist  ganz  analog  zu  führen. 

Aus  einem  beliebigen  Punkte,  welcher  nicht  in  der  Ebene 
der  Curve  liegt,  wird  diese  durch  eine  Kegelfläche  IL  Ordnung, 
die  Regelschaar  aber  durch  einen  Ebenenbüschel  I.  oder  IL  Ord- 
nung projicirt.  Und  durch  eine  beliebige  Ebene  wird  der  Ebenen- 
büschel II.  Ordnung  in  einem  Strahlenbüschel  IL  Ordnung,  die 
Regelschaar  aber  in  einer  Punktreihe  I.  oder  IL  Ordnung  ge- 
schnitten.    Daraus  ergiebt  sich: 


Wenn  ein  gerades  Gebilde 
und  eine  Kegelfläche  IL  Ordnung 
projectivisch  sind,  und  ein  Punkt 
des  ersteren  auf  dem  entspre- 
chenden Strahle  des  letzteren 
liegt,    80    erzeugen   die   beiden 


Wenn  ein  Ebenenbüschel 
I.  Ordnung  und  ein  Strahlen- 
büschel IL  Ordnung  projectivisch 
sind,  und  eine  Ebene  des  er- 
steren durch  den  entsprechen- 
den Strahl   des   letzteren  geht, 
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Gebilde  einen  zu  ihnen  perspec- 
tivischen  Ebenenbüschel  I.  oder 
IL  Ordnung. 


so  erzeugen  die  beiden  Büschel 
eine  zu  ihnen  perspectivische 
Punktreihe  I.  oder  11.  Ordnung. 


Dieser  Satz  führt  unmittelbar  zu  dem  folgenden,  wenn  berück- 
sichtigt wird,  dass  jede  Curve  IL  Ordnung  als  Schnitt  einer  Kegel- 
fläche IL  Ordnung  aufgefasst  werden  kann : 


Wenn  ein  gerades  Gebilde  und 
eine  Curve  IL  Ordnung,  welche 
zu  einander  projectivisch  sind, 
in  einer  Ebene  liegen  und  einen 
Punkt  entsprechend  gemein  ha- 
ben, so  erzeugen  sie  einen  zu 
ihnen  perspectivischen  Strahlen- 
büschel L  oder  IL  Ordnung. 


Wenn  ein  Strahlenbüschel 
I.  Ordnung  und  ein  Strahlen- 
büschel IL  Ordnung,  welche  zu 
einander  projectivisch  sind,  in 
einer  Ebene  liegen  und  einen 
Strahl  entsprechend  gemein  ha- 
ben, so  erzeugen  sie  eine  zu  ihnen 
perspectivische  Punktreihe  I.  oder 


IL  Ordnung. 

^Zwei  zu   einander  projectivische  Regeischaaren  abc  und 
;,a|6|C|,   von  welchen  jede  die  Leitschaar  der  anderen  ist,   er- 
;,  zeugen  eine  zu  ihnen  perspectivische  Curve  IL  Ordnung  und 
„zugleich  einen  zu  ihnen  perspectivischen  Ebenenbüschel  IL  Ord- 
„nung.^ 
Die  beiden  Regelschaaren  können  nämlich  nur  auf  eine  Art  pro- 
jectivisch so  auf  einander  bezogen  werden,  dass  den  Strahlen  a, 
6,  c  der  einen  Schaar  die  resp.  Strahlen  a|,  6|,  C|   der  anderen 
Schaar  entsprechen.     Dieses  geschieht  aber,  wenn  je  zwei  Strahlen 
einander   zugewiesen   werden,    welche   die   Verbindungsebene   der 

•  •  • 

drei  Punkte  aa|,  2»6|,  cc|  in  einem  und  demselben  Paukte 
schneiden  oder  aus  dem  Schnittpunkte  der  drei  Ebenen  aa^^  fc6|, 
0C|  durch  eine  und  dieselbe  Ebene  projicirt  werden. 


Zwei  zu  einander  projecti- 
vische Curven  IL  Ordnung, 
welche  in  einander  liegen,  er- 
zeugen entweder  einen  zu  ihnen 
perspectivischen  Strahlenbüschel 
IL  Ordnung,  oder  es  giebt  einen 
Punkt,  der  mit  je  zwei  homo- 
logen Punkten  der  Curven  in 
einer  Geraden  liegt. 


Zwei  zu  einander  projecti- 
vische Strahlenbüschel  II.  Ord- 
nung, welche  in  einander  liegen, 
erzeugen  entweder  eine  zu  ihnen 
perspectivische  Curve  IL  Ord- 
nung, oder  es  giebt  eine  Ge- 
rade, auf  welcher  je  zwei  homo- 
loge Strahlen  der  Büschel  sich 
schneiden. 


Jede  zu  der  einen  Curve  perspectivische  Regelschaar  erzeugt 
nämlich  mit  ihrer  Leitschaar,  die  wir  auf  die  andere  Curve  per- 
spectivisch  beziehen,   einen   Ebeuenbüschel    IL  Ordnung,   welcher 
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zu  allen  vier  Gebilden  perspectivisch  ist;  und  jenachdem  der 
Mittelpunkt  dieses  Büschels  ausserhalb  oder  auf  der  Ebene  der 
Curve  liegt,  entsteht  der  erstere  oder  der  letztere  der  beiden  im 
Satze  genannten  Fälle.  —  Wenn  also  von  den  Geraden,  welche 
je  zwei  homologe  Curvenpunkte  verbinden,  irgend  drei  durch  einen 
und  denselben  Punkt  U  gehen  (Figg.  60  und  61),  so  schneiden  sie 
sich  alle  in  diesem  Punkte. 


Zwei  zu  einander  projectivi- 
sche Ebenenbüschel  II.  Ordnung, 
welche  zw^ei  Ebenen  entspre- 
chend gemein  haben,  aber  nicht 
concentrisch  sind,  erzeugen  ein 
zu  ihnen  perspectivisches  Strah- 
lengebilde IL  Ordnung,  nämlich 
entweder  eine  Regelschaar  oder 
einen  Strahlenbüschel  IL  Ord- 
nung. 


Zwei  zu  einander  projectivische 
Curven  AB  CD  und  ABC^D^ 
IL  Ordnung,  welche  zwei  Punkte 
A  und  B  entsprechend  gemein 
haben,  aber  nicht  in  derselben 
Ebene  liegen,  erzeugen  ein  zu 
ihnen  perspectivisches  Strahlen- 
gebilde IL  Ordnung,  nämlich 
entweder  eine  Regelschaar  oder 
eine  Kegelfläche  IL  Ordnung. 

Denn  die  zu  der  Curve  AB  CD  perspectivisch  e  Regelschaar 
oder  Kegelfläche,  welcher  die  Strahlen  CCi  und  DDi  angehören, 
ist  auch  zu  der  Curve  ABC^D^  perspectivisch  (Seite  106).  Die 
Curven  erzeugen  eine  Kegelfläche,  wenn  ihre  Tangenten  in  C  und 
Ci  die  Gerade  AB  in  einem  und  demselben  Punkte  schneiden. 
Denn  erzeugten  die  Curven  auch  in  diesem  Falle  eine  Regelschaar, 
so  würde  die  Verbindungsebene  jener  Tangenten  ausser  dem 
Strahle  CC^  der  Regelschaar  noch  einen  Leitstrahl  derselben 
enthalten  (Seite  97),  und  daher  mit  einer  oder  jeder  der  Curven 
noch  einen  von  C  oder  Q  verschiedenen,  auf  diesem  Leitstrahl 
liegenden  Punkt  gemein  haben,  was  unmöglich  ist.    Hieraus  folgt: 


Wenn  zwei  Curven  IL  Ord- 
nung in  verschiedenen  Ebenen 
liegen,  und  von  der  Schnittlinie 
dieser  Ebenen  ein  und  dasselbe 
Stück  A  B  einschliessen,  so  giebt 
es  zwei  Kegelflächen,  von  denen 


Zwei  nicht  concentrische  Kegel- 
flächen IL  Ordnung,  welche  einem 
und  demselben  Flächenwinkel 
eingeschrieben  sind,  schneiden 
sich  in  zwei  Curven  IL  Ord- 
nung. 


jede  durch  beide  Curven  geht 

Denn  die  Curven  lassen  sich  auf  zweifache  Art  projectivisch 
so  auf  einander  beziehen,  dass  sie  die  Endpunkte  i4,  B  ihrer  ge- 
meinsdiaftlichen  Sehne  entsprechend  gemein  haben,  und  dass  die 
Tangenten  von  zwei  anderen  homologen  Punkten  C  und  C|  sich 
in  einem  Punkte  der  AB  schneiden. 

R  e  y  e ,  Gcomotrie  der  Lakc     I.    2.  Aufl.  g 
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Wir  sind  jetzt  in  den  Stand  gesetzt,  folgenden  Satz  über  die 
perspectivische  Lage  von  Elementargebilden  zweiter  Ordnung  zu 
beweisen : 

Wenn  eine  Curve  uml  ein  Büschel  IL  Ordnung  otier  eine 
Kegelfläche  und  ein  Ebenenbüachel  IL  Ordnung  zu  einander  pro- 
jectivisch  sind,  und  fünf  Elemente  A,  B,  (\  D,  E  des  ersteren 
Gebildes  in  den  ihnen  entsprechenden  Elementen  a,  ß,  Yv  ^p  * 
des  letzteren  liegen,  so  sind  die  Gebilde  zu  einander  per»j)ec- 
tivisch. 
Wir  wollen  annehmen ,  das  erste  Gebilde  sei  eine  Curve  II.  Ord- 
nung ti,  und  das  zweite  ein  Ebenenbüschel  IL  Ordnung  /S;  denn 
auf  diesen  Fall  lassen  sich  alle  übrigen  zurückfuhren.  Wir 
brauchen  dann  nur  zu  zeigen,  dass  ein  Strahlengebilde  construirt 
werden  kann,  welches  gleichzeitig  zu  der  Curve  und  zum  Ebenen- 
büschel perspectivisch  ist;  denn  damit  ist  bewiesen,  dass  jeder  Punkt 
der  Curve  auf  der  ihm  entsprechenden  Ebene  des  Büschels  liegt. 
Ist  die  Ebene  «  der  Curve  ein  Element  des  Büschels  S,  so 
erhalten  wir  in  ihr  (als  Schnitt  mit  S)  einen  zu  S  i)erspecti- 
vischen  Strahlenbüschel  I.  Ordnung  « (a  ß  f  o  s),  welcher  auch  zur 
Curve  u(ABCDE)  perspectivisch  liegt,  weil  mehr  als  drei 
Strahlen  desselben  durch  die  ihnen  entsprechenden  Curvenpunkte 
gehen  (Seite  109);  der  Punkt  /S  liegt  daher  auf  der  Curve.  Und 
umgekehrt,  wenn  S  auf  der  Curve  liegt,  so  projiciren  wir  letztere 
aus  S  durch  einen  Strahlenbüschel  I.Ordnung  S{ABCDE), 
welcher  auch  zum  P^beneiibüschel  Ä(aßYOs)  persi^cctivisch  ist, 
weil  mehr  als  drei  Strahlen  desselben  in  den  ihnen  entsprechenden 
Ebenen  von  S  liegen;  die  Ebene  w  gehört  daher  dem  Ebenen- 
büschel S  als  Element  an.  —  Liegt  aber  der  Punkt  «S  nicht 
auf  der  Curve,  und  gehört  folglich  deren  Ebene  u  nicht  zu  dem 
Ebenenbüschel  S,  so  sei  i4,  derjenige  Curvenpunkt,  welcher  aus 
A  durch  die  Ebene  a  projicirt  wird,  also  der  zweite  Schnittpunkt 
dieser  Ebene  mit  der  Curve,  welcher  mit  A  zusammenfallt,  wenn 
die  Cune  von  a  berührt  wird.  Durch  Ai  ziehen  wir  in  der 
Ebene  o  eine  von  AÄi  vei*schicdene  Gerade  y,  und  projiciren 
ans  dieser  die  Cuitc  IL  Ordnung  durch  einen  Ebenenbüschel 
I.  Ordnung  g(ABCDE),  Derselbe  ist  zu  dem  Ebenenbüschel 
IL  Ordnung  S  projectivisch  und  erzeugt  mit  ihm  eine  zu  beiden 
perspectivische  Regelschaar  (Seite  111),  weil  er  mit  ihm  die  Ebene 
a  entsprechend  gemein  hat;  und  diese  Regelschaar  ist  auch  zu  der 
Cune  IL  Ordnung  perspectivisch,  weil  vier  Strahlen  der  ersteren 
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durch    die    ihnen    entsprechenden    Punkte    der    letzteren    gehen 
(Seite  106). 


Wenn  eine  Curve  IL  Ordnung 
A  B  CD  E  und  eine  Regelschaar 
abcde  zu  einander projectivisch, 
aber  nicht  perspectivisch  sind, 
und  zwei  Punkte  -4,  B  der  Curve 
in  den  ihnen  entsprechenden 
Strahlen  a,  b  der  Regelschaar 
liegen,  so  erzeugen  die  beiden 
Gebilde  einen  zu  ihnen  perspec- 
tivischen  Ebenenbüschel  I.  oder 
IL  Ordnung. 


Wenn  ein  Ebenenbüschel 
IL  Ordnung  und  eine  Regel- 
schaar zu  einander  projecti- 
visch, aber  nicht  perspectivisch 
sind,  und  zwei  Ebenen  des  Bü- 
schels durch  die  ihnen  ent- 
sprechenden Strahlen  der  Regel- 
schaar gehen,  so  erzeugen  die 
Gebilde  eine  zu  ihnen  i)er- 
spectivische  Punktreihe  I.  oder 
IL  Ordnung. 


Die  drei  Ebenen  Cc,  Dd,  £e,  welche  die  Punkte  C,  Z>,  E 
der  Curve  mit  ihren  entsprechenden  Strahlen  c,  <Z,  e  der  Regel- 
schaar verbinden,  schneiden  sich  in  einer  Geraden  oder  in  einem 
Punkte;  und  der  Ebenenbüschel,  welcher  aus  dieser  Schnittlinie 
oder  diesem  Schnittpunkte  die  Regelschaar  ahcde  projicirt,  ist 
auch  zu  der  Curve  ABCDE  perspectivisch. 


Zwei  projectivische  Curven 
IL  Ordnung,  welche  in  derselben 
Ebene  liegen  und  zwei  Punkte 
entsprechend  gemein  haben,  er- 
zeugen entweder  einen  zu  ihnen 
perspectivischen  Strahlenbüschel 
I.  oder  IL  Ordnung,  oder  es  giebt 
einen  Punkt,  der  auf  keiner  der 
beiden  Curven,  aber  mit  je  zwei 
einander  entsprechenden  Punk- 
ten derselben  in  einer  Geraden 
liegt. 


Zwei  projectivische  Strahlen- 
büschel IL  Ordnung,  welche  zwei 
Strahlen  entsprechend  gemein 
haben,  erzeugen  entweder  eine 
zu  ihnen  perspectivische  Punkt- 
reihe L  oder  IL  Ordnung,  oder 
es  giebt  eine  Gerade,  Avelche 
keinem  der  Büschel  angehört, 
aber  von  je  zwei  einander  ent- 
sprechenden Strahlen  derselben 
in  einem  und  demselben  Punkte 
geschnitten  wird. 


Nämlich  jede  Regelschaar,  welche  zu  der  einen  Curve  per- 
spectivisch ist,  erzeugt  mit  der  anderen  einen  Ebenenbüschel  I. 
oder  IL  Ordnung,  und  dieser  wird  von  der  Ebene  der  Curve  im 
Allgemeinen  in  einem  Strahlenbüschel  I.  oder  IL  Ordnung  ge- 
schnitten. Nur  wenn  der  Ebenenbüschel  von  der  IL  Ordnung  ist 
und  sein  Mittelpunkt  in  der  Ebene  der  Curven  liegt,  tritt  der  letzte 
Fall  unseres  Satzes  ein. 

Liegen  zwei  projectivische  Curven  IL  Ordnung  in  einer  Ebene, 
ohne  dass   sie  Punkte   entsprechend  gemein  haben,   so   erzeugen 
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sie  einen  Strahlenbüschel  höherer  Ordnung,  von  welchem  im 
Allgemeinen  höchstens  vier  Strahlen  durch  einen  Punkt  gehen. 
Gehen  nämlich  durch  einen  Punkt  5  der  Ebene  mehr  als  vier 
solcher  Strahlen,  so  gehen  durch  denselben  unendlich  viele  derselben : 
weil  ein  Ebenenbüschel  IL  Ordnung,  welcher  den  Punkt  S  zum 
Mittelpunkt  hat  und  zu  einer  der  beiden  Curven  IL  Ordnung  per- 
spectivisch  ist  (etwa  eine  zu  derselben  perspectivische  Regelschaar 
projicirt),  auch  zu  der  anderen  Curve  perspectivische  Lage  hat. 
Solcher  Punkte  S  können  aber  nur  einzelne  vorhanden  sein.  Ebenso 
erzeugen  zwei  projectivische  Strahlenbüschel  IL  Ordnung,  die  in 
einer  Ebene  liegen,  eine  Curve  höherer  (nämlich  vierter)  Ordnung, 
welche  im  Allgemeinen  mit  keiner  Geraden  mehr  als  vier  Punkte 
gemein  hat.  Wir  müssen  darauf  verzichten,  schon  hier  diese  und 
andere  Erzeugnisse  projectivischer  Elementargebilde  IL  Ordnung 
eingehend  zu  besprechen. 


Zwölfter  Vortrag. 

Involntorische  Elementargebilde. 


Wenn  zwei  gleichartige  Elementargebilde  u  und  t/|  (z.  B.  zwei 
Punktreihen)  zu  einander  projectivisch  sind  und  in  einander  liegen, 
so  kann  jedes  Element  P  ihres  gemeinschaftlichen  Trägei*s  sowohl 
zu  dem  einen  Gebilde  m,  als  auch  zu  dem  anderen  t/|  gerechnet 
werden,  und  es  entsprechen  ihm  folglich  zwei  andere  Elemente, 
eines  in  ii|  und  das  andere  in  v.  Im  Allgemeinen  sind  diese 
beiden  dem  P  entsprechenden  Elemente  von  einander  verscliieden 
(wie  in  Fig.  58,  wo  den  Punkten  P,  Q^  R  von  «  die  resp.  Punkte 
-^n  ^\^  ^h  ^'^"  «I  entsprechen);  doch  ist  es  auch  möglich,  dass 
dieselben  zusammenfallen  (wie  in  Fig.  59),  so  dass  dem  Elemente  P 
ein  anderes  P|  doppelt  entspricht  Dem  Elemente  P  des  ersten 
Gebildes  «  entspricht  dann  das  Element  P|  des  zweiten  t/|,  und 
dem  Elemente  P  des  zweiten  Wj  entspricht  ebenfalls  das  Element  Pj 
des  ersten  Gebildes  w. 

^Wenn  die  projectivischen  (iebilde  u  und  M|  nicht  alle  ihre 
^Elemente   entsprechend   gemein   haben,   aber  jedes   Element 
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^derselben    einem   anderen   doppelt   entspricht,    so   wollen  wir 
„sagen,  die  Gebilde  haben  involutorische  Lage  oder  sie 
fliegen  involutorisch.     Ebenso  heissen  zwei  ungleichartige 
,,projectivi8che  Gebilde,  z.  B.  eine  Punktreihe  und  ein  Strahleu- 
„büschel,   involutorisch,  wenn  das  eine  mit  einem  Schnitt 
„oder  Schein  des  anderen  involutorisch  liegt." 
Z.  B.  zwei  projectivische  Punktreihen  IL  Ordnung,  welche  auf 
derselben  Curve  liegen,  haben  involutorische  Lage  (Figg.  60  und  61), 
wenn  drei  und  folglich  (Seite  112)  alle  Verbindungslinien  von  je 
zwei    einander    entsprechenden    Punkten    sich    in    einem    Punkte 
schneiden;  dagegen  liegen  sie  nicht  involutorisch,  wenn  sie  einen 
zu  ihnen  perspectivischen  Strahlenbüschel  IL  Ordnung  erzeugen. 
Weist  man  jedem  Punkte  einer  Geraden  «,  welche  in  der  Ebene 
einer  Curve  IL  Ordnung  liegt,  aber  dieselbe  nicht  berührt,  seine 
Polare  bezüglich  dieser  Curve  zu,   so  erhält  man  einen  Strahlen- 
büschel I.  Ordnung,  welcher  nicht  blos  projectivisch  auf  die  Punkt- 
reihe u  bezogen  ist,  sondern  auch  zu  derselben  involutorische  Lage 
hat  (Seite  80  und  82). 

Wir  können  nun  folgenden  Satz  aufstellen: 
„Zwei  zu  einander  projectivische  Punktreihen  IL  Ordnung,  welche 
,auf  derselben  Curve  liegen,  haben  involutorische  Lage,  wenn 
,in  ihnen  irgend  einem  Punkte  A  ein  anderer  Punkt  Ai  doppelt 
,  entspricht" 
Seien  B  und  5j  (Figg.  60  und  61)  zwei  beliebige  andere  einander 
entsprechende  Punkte  der  Punktreihen,  so  dass  den  Punkten 
A,  Ai,  B  der  einen  Punktreihe  die  resp.  Punkte  v4|,  -4,  JB|  der 
anderen  zugewiesen  sind;  sei  ferner  U  der  Schnittpunkt  von  AAi 
und  iß|,  und  u  dessen  Polare  in  Bezug  auf  die  Curve  IL  Ord- 
nung. Die  beiden  Strahlenbüschel  Bi{AA^B)  und  J5(-4|/15j), 
welche  aus  den  Punkten  5j  und  B  die  resp.  Punktreihen  AA^B 
und  A^ABi  projiciren,  sind  alsdann  perspectivisch  zu  dem  geraden 
Gebilde  \i.  Denn  sie  sind  zu  den  Punktreihen  IL  Ordnung  und 
folglich  zu  einander  projectivisch,  und  weil  sie  den  Strahl  B^B 
oder  BBi  entsprechend  gemein  haben,  so  sind  sie  Scheine 
eines  und  desselben  geraden  Gebildes;  dieses  gerade  Gebilde  liegt 
aber  in  w,  weil  (Seite  78)  der  Schnittpunkt  der  einander  ent- 
sprechenden Strahlen  B^Ä  und  BA^^  sowie  derjenige  von  B^A^ 
und  BA  auf  der  Geraden  u  enthalten  ist.  Je  zwei  andere 
Curvenpunkte^  C  und  6'|,  welche  mit  U  in  einer  Geraden  liegen, 
werden  ebenso  dui-ch   zwei  Paare  homologer  Strahlen  der  zu  u 
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perspectivischen  Büschel  B  und  B|  projicirt,  und  sind  daher  zwei 
einander  doppelt  entsprechende  Punkte  der  Punktreihen  II.  Ordnung. 
Hieraus  und  aus  finiher  (Seite  78)  aufgestellten  Sätzen  folgt: 
^Wenn    zwei   projectivische    Curven    IL  Ordnung    involutorisch 
fliegen,   so   schneiden   sich  die   sämmtlichen  Verbindungslinien 
„homologer  Punkte  in  einem  und  demselben  Punkte  ü,  und  die 
„sämmtlichen  Sclmittpunkte  homologer  Tangenten  liegen  auf  der 
„Polare  u  dieses  Punktes  U.    Die  Gerade  u  wird  die  Involutions- 
„axe  und  der  Punkt  Z7das  Involutionscentrum  der  Curven 
„genannt." 
Die  beiden  Strahlenbüschel  II.  Ordnung,  durch  welche  zwei  in- 
volutorisch liegende  Curven  IL  Ordnung  eingehüllt  werden,  haben 
ebenfalls  involutorische  Lage,  denn  die  Tangenten  von  je  zwei  ein- 
ander entsprechenden  Punkten  müssen  einander  gleichfalls  in  dop- 
pelter Weise  entsprechen.     Die  Strahlenbüschel  werden  daher  auch 
von  jedem  ihrer  Strahlen  in  zAvei  involutorisch  liegenden  Punktreihen 
I.  Ordnung  geschnitten.    Ebenso  werden  zwei  involutorisch  liegende 
CuiTen  IL  Ordnung  aus  jedem  ihrer  Punkte  durch  zwei  involuto- 
risch   liegende   Strahlenbüschel   I.  Ordnung  projicirt,    aus  jedem 
ausserhalb   ihrer  Ebene  gelegenen  Punkte  aber  durch  zwei  invo- 
lutorisch liegende  Kegelfläclien.     Eine  Regelschaar,  welche  zu  der 
einen  von  den  beiden  Curven  perspectivisch  ist,  liegt  zu  der  an- 
deren involutorisch  u.  s.  w. 

Wir  kömien  hiernach  den  einen  der  vorhin  aufgestellten  Sätze 
auf  alle  Elementargebilde  ausdehnen,  indem  wir  sagen: 

Zwei  gleichartige  Elenietiiargehilde,  welche  projectivisch  sind 
und  in  einander  liegen,  habest  involutorische  Lage^  wenn  irgend 
zwei  Elemente  derselben  einander*  doppelt  entsprechen. 
Sind  nämlich  die  beiden  Elementargebilde  zwei  in  einander  liegende 
Strahlengebilde,  so  construiren  wür  zwei  in  einander  liegende  Puukt- 
reihen  IL  Ordnung,  welche  zu  denselben  perspectivisch  sind.  Da 
diese  letzteren  involutorische  Lage  haben,  weil  zwei  Punkte  der- 
selben einander  doppelt  entsprechen,  so  müssen  auch  die  beiden 
Strahlengebilde  involutorisch  liegen.  Sind  aber  die  Elementar- 
gebilde zwei  Ebenenbüschel  oder  zwei  gerade  Gebilde,  so  con- 
struiren wir  zwei  zu  ihnen  perspectivische  und  in  einander  liegende 
Strahlengebilde,  und  weil  dann  die  letzteren,  wie  soeben  I)ewie8en, 
involutorische  Lage  haben,  so  gilt  dasselbe  von  den  ersteren. 

Zwei  involutorisch  liegende  gleichartige  Gebilde  werden  sehr 
häufig  als  ein  einziges  „involutorisches^  Gebilde  angesehen,  debseu 


Involutorische  Elementargebilde.  119 

Elemente  dann  ;,j)aarweise  einander  zugeordnet"  oder  auch  ^in- 
volutorisch  gepaart"  genannt  werden.  So  z.  B.  sind  die  Punkte 
einer  Geraden  w,  die  beliebig  in  der  Ebene  einer  Cuire  IL  Ordnung 
angenommen  ist,  involutorisch  gepaart,  wenn  je  zwei  conjugirte 
Punkte  derselben  einander  zugeordnet  werden  (Seite  1 17).  Ebenso 
bilden  u.  A.  die  sämmtlichen  Paare  conjugirter  Durchmesser  einer 
Curve  II.  Ordnung  einen  involutorischen  Strahlenbüschel.  Wir 
können  ferner  sagen: 

In  einer  involutorischen  Curve 
IL  Ordnung  (Figg.  60  und  61) 
liegen  je  zwei  einander  zuge- 
ordnete Punkte  mit  einem  nicht 
auf  der  Curve  gelegenen  Punkte 
in  einer  Geraden,  und  je  zwei 
einander  zugeordnete  Tangenten 
schneiden  sich  auf  der  Polare 
jenes  Punktes  bezüglich  der 
Curve  IL  Ordnung. 


In  einer  involutorischen  Kegel- 
fläche IL  Ordnung  liegen  je  zwei 
einander  zugeordnete  Strahlen 
mit  einer  nicht  in  der  Fläche 
gelegenen  Geraden  in  einer 
Ebene,  und  je  zwei  einander 
zugeordnete  Berührungsebenen 
schneiden  sich  auf  der  Polar- 
ebene jener  Geraden  bezüglich 
der  Kegelfläche. 


Der  Satz  links  ist  nur  eine  Wiederholung  des  Seite  118  be- 
wiesenen; und  der  Satz  rechts  ergiebt  sich  aus  jenem,  wenn  die 
Kegelfläche  IL  Ordnung  durch  eine  beliebige  Ebene  in  einer  Curve 
IL  Ordnung  geschnitten  wird.  Haben  nämlich  zwei  Elementar- 
gebilde perspectivische  Lage,  und  sind  die  Elemente  des  einen 
involutorisch  gepaart,  so  sind  dadurch  auch  die  Elemente  des 
anderen  involutorisch  gepaart. 

^Will  man  die  Elemente  eines  Elementargebildes  involutorisch 

^paaren,   so  darf  man  zwei  Paare  A^  A^  und  -ß,  /ij  zugeord- 

„ueter  Elejnente  willkürlich  annehmen;  dadurch  aber  ist  jedem 

^Elemente  des  Gebildes  ein  anderes  zugeordnet." 

Das  involutorische  Elementargebilde  entsteht  nämlich  aus  zwei  in 

einander  liegenden  Gebilden,  welche  projectivisch  so  auf  einander 

bezogen  werden,  dass  den  drei  Elementen  A,  Ay,  B  des  einen  die 

resp.  Elemente  -^j,  -4,  B^   des   anderen  entsprechen;   aber  diese 

Beziehung  ist  nur  auf  eine  einzige  Art  möglich. 

Ist  das  involutorische  Elementargebilde  eine  Curve  IL  Ord- 
nung, so  kann  zu  jedem  fünften  Punkte  C  der  zugeordnete  t'i 
leicht  gefunden  werden  mit  Hülfe  des  Involutionscentrums  U 
(Figg.  60  u.  61),  in  welchem  ÄAi  und  BB^  sich  schneiden,  und 
durch  welches  auch  CCj  hindurchgeht,  oder  auch  mit  Hülfe  der 
luvülutionsaxe.     Analoges  gilt  von  der  Kegelfläche   IL  Ordnung. 
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Sind  die  Strahlen  einer  Regelschaar  involutorisch  zu  paaren,  80 
schneiden  wir  dieselbe  in  einer  Curve  IL  Ordnung  und  brauchen 
dann  nur  die  Punkte  der  letzteren  involutorisch  zu  paaren.  Die 
Strahlen  eines  Büschels  I.  Ordnung  S  (Fig.  62)  werden  involuto- 
risch gepaart,  wenn  man  eine  zu  dem  Büschel  perspectivische 
Curve  II.  Ordnung  consti'uirt,  z.  B.  einen  durch  den  Mittelpunkt 
S  gehenden  Kreis,  und  die  Punkte  dieser  Curve  einander  paar- 
weise zuordnet.  Aehnlich  können  wir  mit  jedem  anderen  Ele- 
mentargebilde verfahren.  Die  Elemente  eines  einförmigen  Grund- 
gebildes können  übrigens  auch  ohne  Hülfe  der  Gebilde  IL  Ord- 
nung involutorisch  gepaart  werden. 

Zwei  involutorisch  liegende,  gleichartige  Elementargebilde, 
z.  B.  zwei  involutorische  Punktreihen  IL  Ordnung  (Figg.  60  und  Gl), 
sind  einstimmig  oder  entgegengesetzt  projectivisch,  jenachdem  zwei 
einander  zugeordnete  Elemente  A  und  i4|  durch  irgend  zwei  an<lere 
B  und  Bi  getrennt  sind  oder  nicht.  Im  ersteren  Falle  (Fig.  61) 
bewegen  sich  zwei  einander  entsprechende  Elemente,  von  denen 
das  eine  das  Gebilde  AAfB  und  das  andere  gleichzeitig  das  Ge- 
bilde AyABi  beschreibt,  in  gleichem  Sinne,  und  können  nie  zu- 
sammentreffen ;  im  letzteren  Falle  (Fig.  60)  bewegen  sie  sich  in 
entgegengesetztem  Sinne,  und  müssen  zweimal  auf  einander  fallen. 
Wir  wollen  jedes  Element,  welches  zwei  involutorisch  liegende 
Gebilde  entsprechend  gemein  haben,  ein  ^ Ordnungselement**  des- 
jenigen involutorischen  Gebildes  nennen,  welches  aus  jenen  beiden 
zusammengesetzt  ist;  es  gilt  dann  der  Satz: 

„Ein  involutorisches  Elementargebilde  hat  keine  oder  zwei 
„Ordnungs- Elemente,  jenachdem  zwei  einander  zugeordnete 
;,  Elemente  desselben  durch  irgend  zwei  andere  getrennt  sind 
„oder  nicht.  In  jedem  Ordnungs- Elemente  fallen  zwei  ein- 
„ander  zugeordnete  Elemente  des  involutorischen  Gebildes  zu- 
„sammen.^ 

Liegt  das  Involutionscentrum  U  einer  involutorischen  Curve 
IL  Ordnung  ausserhalb  der  letzteren  (Fig.  60),  so  hat  die  Curve 
zwei  Ordnungspunkte  iJ/,  N^  nämlich  die  Berührungspunkte  der 
beiden  Tangenten,  welche  aus  U  an  die  Curve  gezogen  werden 
können.  Die  Involutionsaxe  «  schneidet  in  diesen  Punkten  die 
Curve,  weil  «  die  Polare  von  U  ist  (Seite  78\ 

„Die  Ordnungselemente  3/,  N  eines  involutorischen  Ele- 
^mentargebildes  sind  durch  je  zwei  einander  zugeordnete  Ele- 
„mento  A^  Ai  harmonisch  getrennt." 


i 
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Es  genügt,  wenn  dieser  Satz  für  eine  involutorische  Curve  IL  Ord- 
nung bewiesen  wird,  da  jeder  andere  Fall  auf  diesen  zurück- 
geführt werden  kann.  Sei  -ß,  B|  ein  zweites  Paar  einander  zu- 
geordneter Punkte  (Fig.  60) ;  dann  schneiden  sich  die  Gegenseiten  des 
einfachen  Vierecks  ABAiBi  in  zwei  conjugirten  Punkten  (Seite  83), 
welche  durch  3/  und  N  harmonisch  von  einander  getrennt  sind. 
Die  Strahlen  BA^  BM,  BAi^  BN  sind  also  vier  harmonische 
Strahlen,  weil  sie  vier  harmonische  Punkte  projiciren  und  folg- 
lich sind  die  Ordnungspunkte  M  und  N  in  der  Curve  har- 
monisch getrennt  durch  die  Punkte  A  und  A^,  Dasselbe  folgt 
aus  einem  Satze  von  Seite  86,  da  M  N  und  A  A^  zwei  conjugirte 
Strahlen  sind. 

Um  die  Elemente  eines  Elementargebildes  involutorisch  zu 
paaren,  können  wir  auch  zwei  Ordnungselemente  ilf,  iV,  oder  ein 
Ordnungselement  M  und  ein  Paar  zugeordneter  Elemente  A,  Ai 
beüebig  annehmen;  dadurch  aber  ist  zu  jedem  Elemente  das  zu- 
geordnete völlig  bestimmt.  Denn  im  ersteren  Falle  sind  je  zwei 
Elemente  des  Gebildes  einander  zugeordnet,  welche  durch  M  und  N 
harmonisch  getrennt  sind;  im  letzteren  Falle  aber  kann  das  zweite 
Ordnungselement  N  sofort  bestimmt  werden,  da  es  von  M  durch 
A  und  -4,  harmonisch  getrennt  ist,  und  dieser  Fall  ist  dann  auf 
den  vorigen  zurückgeführt. 

Die  bisherigen  Sätze  über  die  involutorischen  Gebilde  sind 
von  solcher  Wichtigkeit  und  werden  so  häufige  Anwendung  finden, 
dass  es  wohl  gerechtfertigt  erscheint,  wenn  wir  einige  derselben 
noch  einmal  auf  mehr  elementarem  Wege  beweisen;  zumal  da 
sich  hierbei  noch  neue  nützliche  Sätze  ergeben  werden.  Wir 
gehen  dabei  von  folgender  Erklärung  aus: 

^Zwei  Gebilde  ABCDE , .  .  und  v4iJ5,CiZ)|£|  .  .  .,  welche  nur 
^aus  einzelnen  Elementen  von  zwei  Elementargebilden  u  und  M| 
„bestehen,  sollen  projectivisch  genannt  werden,  wenn  die 
„Gebilde  u  und  «|  projectivisch  so  auf  einander  bezogen  werden 
„können,  dass  den  Elementen  A^  5,  (7,  Z),  jB,  .  .  .  von  u  die 
;,resp.  Elemente  i4j ,  -ß| ,  Cj ,  -D| ,  E^  ...  von  W|  entsprechen. 
„Wir  benutzen  das  Zeichen  ^  für  projectivisch.^ 

Sind  z.  B.  u  und  «i  zwei  Punktreihen  I.  Ordnung,  die  in  einer 
Ebene,  aber  nicht  in  derselben  Geraden  liegen,  so  ist  nur  dann 
ABCDE .  .  .  ^  A^B^CiD^Ei  ,  .  .,  wenn  die  Geraden  ÄA^,  ^B^^ 
CCj,  ßl>i,  EEi^  .  .  .  entweder  durch  einen  und  denselben  Punkt 
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gehen,   oder  eine  Curve  IL  Ordnung  berühren,  von  welcher  auch 
u  und  «I  zwei  Tangenten  sind.*) 

Ein  Gebilde  AB  CD,  welches  aus  vier  Elementen  eines  Ele- 
mentargebildes besteht  f  ist  prfjjectivisch  zu  jeder  aus  ihm  abge- 
leiteten Pemiutation,  welche  entsteht,  wenn  zwei  von  den  vier  Ele- 
menten, sowie  auch  die  beiden  Uhrigen  vertauscht  werden;  oder 
es  ist: 

ABCD  7^  BADC  7^  CDAB  t^  DCBA. 
Sei  ABCD  ein  gerades  Gebilde,  auf  welchen  Fall  alle  übrigen 
Fälle  sich  zurückführen  lassen,  und  sei  z.  B.  zu  beweisen,  dasb 
ABCD  7^  CDAB  ist.    Wir  projiciren  ABCD  aus  einem  belie- 
bigen Punkte  S  (Fig.  63)  auf  eine  durch  A  gehende  Gerade,  und 
nennen  AEFG   diese   Projection,   bezeichnen   ausserdem   mit   T 
den  Schnittpunkt  von  CF  und  DE,     Dann  ist: 
AEFG  eine  Projection  von  ABCD  aus  dem  Mittelpunkte  5, 
CTFS      ,  „  „     AEFG     ,      ,  .  A 

CDAB     ,  ,  ,     CTFS     ,      ,  n  E. 

Es  ist  also: 

ABCD  7^  AEFG  7^  CTFS  7^  CDAB 
und  folglich  ABCD  7^  CDAB. 

Ebenso  lassen  sich  die  übrigen  Beziehungen  beweisen.     Wir  fol- 
gern daraus; 

;,Ist  abcd  7^  ABCD,  so  ist  auch  abcd  ^  BADC  ^  CDAB 
„7^  DCBA,""**) 


*)  Die  Beziehung  ABCD  ^  AiBiCiDi  bedeutet  auch,  wie  früher 
(Seite  54)  gezeigt  wurde,  dass  zwischen  den  Abschnitten  der  (teraden  u  und  «i 
die  Proportion  besteht: 

AB   ,    CB  ^    AiBi    .    CiBi 
AD  •    CD  AxDx   •    CiDx  ' 

**)  Mit  Hülfe  diescss  wichtigen  Satzes  pflegt  man  u.  A.  die  folgenden  »ehr 
bemerkenswerthen  Lehrsatze  zu  beweisen: 

Die  sechs  Eckpunkte  von  zwei  be-  '  Die  sechs  Seiten  von  iwei  bclie- 
liebigen  Poldreiecken  einer  Curve  k^  i  bigen  Poldreiecken  einer  Curve  IL  Onl- 
II.  Ordnung  liegen  auf  einer  zweiten  nung  berühren  eine  zweite  Cuire 
Curve  II.  Ordnung,  welcher  unendlich  ^  IL  Ordnung,  welcher  unendlich  viele 
viele  Püldreiecke  der  orst«*reii  einge-  ,  Poldreiecke  der  ersteren  umschrieben 
schrieben  werden  können.  ;   werden  können. 

Seien  nämlich  .1//Cund  DEF  die  beiden  Poldreieck»',  von  der»»n  sech»« 
Eekpunktim  keine  drei  in  einer  (Jeraden  li»*gen  mögen.  Dann  bind  die  Strahlen- 
büsrhel  A{BCEh^  und  D(CBFE)  projectivisch  (Seite  H4^  weil  in  Bezug 
auf  k^  den  vier  Strahlen  AB.  AC,  AE,  AF  des  ersteren  die  resp.  Strahlen 
DC.  DB,  DF,  DEdiis  letzteren  conjugirt  »ind.   XxisA{BCFJF)  7^  DiCBFK 
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Zugleich  aber  ergiebt  sich  der  schon  früher  (Seite  118)  auf 
anderem  Wege  bewiesene  Satz,  dass  nämlich  zwei  in  einander 
liegende  projectivische  Elementargebilde  involutorische  Lage  haben, 
wenn  irgend  zwei  Elemente  derselben,  A  und  -Aj,  einander  doppelt 
entsprechen.  Denn  wenn  noch  dem  beliebigen  Elemente  B  des 
einen  Gebildes  das  Element  B^  des  anderen  entspricht,  so  dass  den 
Elementen  ^1,  -Ij,  B  des  ersteren  die  resp.  Elemente  -4j,  A^  /i|, 
des  letzteren  zugewiesen  sind,  so  folgt  aus  der  Relation: 

AA^BB^  7^  A^ABiB, 

dass  auch  dem  Element  B^  des  ersteren  Gebildes  das  Element  B 
des  letzteren  entspricht,  oder  dass  je  zwei  Elemente  B  und  B^ 
einander  doppelt  entsprechen. 

Eine  Folgerung,  die  wir  schon  früher  hätten  aufstellen  können, 
ist  diese: 

^Eine  Punktreihe  I.  Ordnung  u  liegt  involutorisch  zu  einem  ihr 

^projectivischen  Strahlenbüschel  S,  wenn  der  Mittelpunkt  des 

^letzteren  ausserhalb  u  liegt  und  von  irgend  zwei  Punkten  P 

„und   P,    der   Punktreihe   jeder    auf   demjenigen    Strahle    des 

^Büschels  liegt,  welcher  dem  anderen  Punkte  entspricht.^ 

Denn  der  Schnitt  des  Büschels  mit  der  Geraden  ist  projectivisch 

zu  u  und  hat  mit  u  involutorische  Lage,  weil  die  Punkte  P  und 

Pi  einander   doppelt  entsprechen.     Auf  ähnliche  Weise  erkennt 

man,  wann  ein  Ebenenbüschel  zu  einem  geraden  Gebilde  oder  zu 

einem  Strahlenbüschel  involutorisch  liegt. 

Der  Satz,  dass  je  zwei  einander  zugeordnete  Elemente  A^  Ai 
eines  involutorischen  Gebildes  durch  die  Ordnungselemente  il/,  N 
desselben,  wenn  solche  vorhanden,  harmonisch  getrennt  sind,  lässt 
sich  ebenfalls  elementar  beweisen.  Sei  das  involutorische  Gebilde 
M ,N .  AAi  ein  gerades  Gebilde  und  entstanden  aus  zwei  pro- 
jectivischen  Gebilden,  die  involutorisch  liegen;  dann  entsprechen 
den  Punkten  Af,  A,  N^  Ai    des   einen  Gebildes  die  Punkte  ü/, 


folgt  aber  A{BCEF)  7^  D(BCEF).  und  es  liegen  demnach  die  sechs  Punkte 
^»  B,  C\  D,  E<,  F  auf  einer  Curve  II.  Ordnung,  wie  der  Satz  links  behauptet. 
Sind  nun  Z>'  und  E"  zwei  Punkte  dieser  Cunre,  welche  bezuglich  der  zuerst 
angenommenen  Curve  k'^  einander  conjugirt  sind  und  folglich  einem  Poldreieck 
r/ET*  von  k^  als  Eckpunkte  angehören,  so  liegt  auch  der  Eckpunkt  F*  auf 
der  durch  A,  B,  (7,  2>,  Ey  F  gehenden  Curve  II.  Ordnung;  denn  mit  dieser 
Curve  hat  die  durch  A,  B,  C\  V,  E'.  F  gehende  fünf  und  folglich  alle  Punkt« 
gemein.  —  Auf  ähnliche  Art  ist  der  Satz  rechts  zu  beweisen- 
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^,,  y,  A  des  anderen,  weil  J/  und  N  beiden  Gebilden  ent- 
sprechend gemein  sind,  A  und  Ai  aber  einander  doppelt  ent- 
sprechen. Es  ist  also  MANAi  ^  MAiNA.  Projicireu  wir  nun 
MAXAi  aus  einem  beliebigen  Punkte  S  (Fig. 64)  auf  eine  durch  M 
gehende  Gerade,  und  nennen  MRKT  die  Projection,  so  ist  diese 
zu  MANA^  und  folglich  auch  zu  MA^NA  projectivisch,  also 
MRKT  7^  MAyNA,  Diese  projectivischen  Gebilde  haben  aber 
den  Punkt  M  entsprechend  gemein  und  liegen  folglich  perspec- 
tivisch:  d.h.  die  Geraden  RA^,  KN^  TA  schneiden  sich  in  einem 
und  demselben  Punkte  Q.  Wir  erhalten  somit  ein  Viereck  QRST, 
von  welchem  zwei  Paar  Gegenseiten  sich  resp.  in  A  und  Ai 
schneiden,  während  die  Diagonalen  beziehungsweise  durch  M  und  A' 
gehen,  so  dass  die  Punkte  J/^*V^|  wirklich  vier  harmonische 
Punkte  sind. 

Eine  Gruppe  von  drei  Elementenpaaren  AAi.BBi.  C(.\  eines 
involutorischen  Elementargebildes  wird  eine  Involution  genannt. 
Die  sechs  Elemente  einer  Involution  sind  nicht  unabhängig  von 
einander,  weil  in  einem  involutorischen  Elementargebilde  zu  jedem 
Elemente  das  zugeordnete  bestimmt  ist,  sobald  zwei  Paare  zu- 
geordneter Elemente  gegeben  sind.  Vielmehr  müssen  je  zwei  Ge- 
bilde projectivisch  sein,  welche  wie  AAiBC  und  A^ABit^^  oder 
ABiCiC  und  AiBC(.\  in  symmetrischer  Weise  aus  jenen  sechs 
Elementen  zusammengesetzt  sind.  Umgekehrt  folgt  aus  der  Be- 
ziehung AA^BC  7^  AiABi(\^  dass  die  drei  Elementenpaare  A,Ai : 
B^B^;  C\  Ci  eine  Involution  AAi  .  BB^  .  CC\  bilden;  denn  in 
den  projectivischen  Gebilden  .4^|7i(' und  AiAB^Ci  entsprechen 
die  Elemente  A  und  Ai  einander  doppelt,  und  folglich  auch  die 
Elemente  B  und  i5|,  sowie  C  und  ^i.  Ein  Ordnungselemeut  M 
oder  A^  kann  in  der  Involution  die  Stelle  eines  Elementeupaares 
vertreten:  so  z.B.  ist  M.AAi.BBi  eine  Involution,  wenn 
MAA^B  7^  MAiABi,  Ebenso  ist  J/.iV.yU,  eine  Involution« 
wenn  ^yl  iV^l,  projectivisch  zu  MAiNA^  also  ein  harmonisches 
Gebilde  ist. 

Wir  können  nun  folgenden  Doppelsatz  aufstellen: 
Die   sechs   Seiten   eines   voll-  j       Die    sechs    Eckpunkte    eines 


ständigen  ebenen  Vierecks  (iRST 
(Fig.  05)  werden  von  jeder  Gera- 
den u^  die  mit  dem  Viereck  in 
einer  Ebene  liegt,  aber  durch  kei- 


vollständigen  ebenen  Vie^seit^ 
werden  aus  jedem  Punkte,  der 
mit  dem  Vierseit  in  einer  Ebene, 
aber  auf  keiner  der  vier  Seiten 


neu  der  vier  Eckpunkte  geht,  in  ,  liegt,  durch  eine  Involution  pro- 
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einer  Involution  geschnitten,  näm- 
lich je  zwei  Gegenseiten  in  zwei 
einander  zugeordneten  Punkten. 


jicirt,  nämlich  je  zwei  Gegen- 
punkte durch  zwei  einander  zu- 
geordnete Strahlen. 


Möge  «  von  den  Seiten  RT  und  QS,  ST  und  QÄ,  QT 
und  RS  in  den  resp.  Punkten  A  und  >1|,  B  und  i^|,  C  und  C^ 
geschnitten  werden,  und  sei  0  der  Schnittj^unkt  von  QS  und  RT, 
Dann  ist  ATOR  eine  Projection  sowohl  von  ACA^By  aus  dem 
Mittelpunkte  Q,  als  auch  von  ABAiCy  aus  dem  Mittelpunkte  <S, 
und  daher 

ACA^B^   7^  ATOR  t^  ABA^C^, 

Ausserdem  aber  ergiebt  sich,  wenn  A  mit  >1|,  sowie  B  mit  Cj 
vertauscht  wird  (Seite  122): 

ABA^Cy   7^  AyCiAB. 
Folglich  ist  auch: 

ACA^By  7^  AyC\AB, 

und  AAy  .  BBi  .  C6|  ist  eine  Involution.  Denn  werden  zwei  in 
tt  liegende  gerade  Gebilde  projectivisch  so  auf  einander  bezogen, 
dass  den  Punkten  -4,  C,  Ay  des  ersten  die  resp.  Punkte  -4|,  C|,  -4 
des  zweiten  entsprechen,  so  liegen  die  Gebilde  involutorisch,  weil 
A  und  Ay  einander  doppelt  entsprechen,  und  B^  und  B  ent- 
sprechen einander  wegen  der  Beziehung  ACAyBi  ^  AyCiAB. 

Sind  nun  von  einer  involutorischen  Punktreihe  ti  zwei  Punkten- 
paare A,  Ai  und  JS,  JB|  gegeben,  und  soll  zu  einem  beliebigen 
fünften  Punkte  C  der  zugeordnete  C|  gesucht  werden,  so  können 
wir  ohne  Benutzung  der  Gebilde  II.  Ordnung  folgendermaassen  ver- 
fahren. Wir  construiren  ein  vollständiges  Viereck,  von  welchem 
zwei  Gegenseiten  durch  resp,  A  und  i4|,  zwei  andere  durch  resp. 
B  und  ßj  gehen,  eine  fünfte  Seite  aber  C  enthält;  dann  trifft  die 
sechste  Seite  den  gesuchten  Punkt  Cp 

Sind  zwei  Punkte  M  und  N  von  u  sowohl  durch  A  und  A^ 
als  auch  durch  B  und  J3|,  also  durch  zwei  Paar  Gegenseiten  des 
Vierecks  harmonisch  getrennt,  so  sind  sie  auch  durch  C  und  6|, 
d.  h.  durch  das  dritte  Paar  Gegenseiten  harmonisch  getrennt. 
Denn  M  und  N  sind  dann  die  Ordnungspunkte  des  involutorischen 
Gebildes  AAi  .  BBy  .... 

^Wenn  einem  einfachen  Viereck  QÄSZ'(Fig.66)  eine  Cuitc 
„IL  Ordnung  umschrieben  ist,  so  bilden  die  drei  Paare  von 
;,Punkten,  in  welchen  irgend  eine,  durch  keinen  der  vier  Eck- 
;,punkte  gehende  Gerade  v  die  Cur\^e  und  die  zwei  Paar  Gegen- 
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;,seiten  des  Vierecks  sclmeidet,  eine  Involution.     (Lehrsatz  des 

„Desargues.)^ 
Denn  es  werde  ti  von  den  Seiten  QT^  ÄS,  QR  und  TS  in  den 
resp.  Punkten  A^  yl|,  B,  B^  geschnitten,  von  der  Curve  aber  in 
den  Punkten  P  und  P|.  Dann  sind  die  beiden  Strahlenbüschel, 
durch  welche  die  Curvenpunkte  P,  iJ,  P|,  T  aus  Q  und  S  pro- 
jicirt  werden,  projectivisch  (Seite  62),  und  folglich  auch  die  Punkt- 
reihen PBPiA  und  Pi4|P,5,,  in  Avelchen  diese  Büschel  durch  die 
Gerade  u  geschnitten  werden.  Da  nun  PAiP^B^  ^  P^B^PA^ 
(Seite  122),  so  folgt  auch: 

PBP^A  7^  PyB^PA^, 
A,\i,  PPi  .  AAi  ,  BBi  ist  eine  Involution, 

Ein  ganz  analoger  Satz  gilt  für  die  Curven  IL  Ordnung, 
welche  einem  einfachen  Vierseit  eingeschrieben  sind,  also  die 
Seiten  desselben  berühren.  Weil  ein  involutorisches  einfiJrmiges 
Gebilde  schon  durch  zwei  Elementenpaare  i4,  Ai  und  Ä,  B^  be- 
stimmt ist,  so  können  wir  auch  folgenden  Doppelsatz  aufstellen: 


Die  sämmtlichen  Curven 
IL  Ordnung,  welche  einem  ebe- 
nen Viereck  umschrieben  sind, 
erzeugen  mit  einer  Geraden  t«, 
die  in  der  Ebene  des  Vierecks 
liegt,  aber  durch  keinen  Eck- 
punkt desselben  geht,  ein  invo- 
lutorisches gerades  Gebilde  u. 
In  demselben  sind  je  zwei 
Punkte  einand(»r  zugeordnet, 
welche  einer  und  derselben 
von  den  Curven  IL  Ordnung 
angehören.  In  seinen  beiden 
Ordnungspunkten  wird  u  von 
zwei  jener  Curven  IL  Ordnung 
berührt 


Die  sämmtlichen  Curven 
IL  Ordnung,  welche  einem  ebe- 
nen Vierseit  eingeschrieben  sind, 
erzeugen  mit  einem  Punkte  N, 
welcher  in  der  Ebene  des  Vier- 
seits,  aber  auf  keiner  Seite  des- 
selben liegt,  einen  involutori- 
schen  Strahlenbüschel  Ü.  In 
demselben  sind  je  zwei  Strahlen 
von  ti  einander  zugeordnet, 
welche  eine  und  dieselbe  von 
den  C'urven  IL  Ordnung  berüh- 
ren. Die  beiden  Ordnungsstrah- 
len von  S  berühren  in  diesem 
Punkte  zwei  jener  Curven  ü.  Ord- 
nung. 


Jenachdem   solche    Ordnungselemente    vorhanden    sind    oder 
nicht,   giebt   es  zrvei  oder  gar  keine  Curven  IL  Ordnung,   welche 


einem  ebenen  Viereck  umschrie- 
ben sind  und  zugleich  eine  in 
derselben  Ebene  gegebene  Ge- 
ranie w,  welche  durch  keinen  der 
vier  Eckpunkte  geht,   berühren. 


einem  ebenen  Vierseit  eing<^ 
schrieben  sind  und  zugleich 
durch  einen  in  derselben  Ebene, 
aber  auf  keiner  der  Seiten  ge- 
legenen   Punkt    hindurchgehen. 
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Zugleich  ist  die  Aufgabe ,  diese  Curven  IL  Ordnung  zu  con- 
struiren,  zurückgeführt  auf  die  folgende:  ^In  einem  involuto- 
rischen  einförmigen  Gebilde  die  Ordnungselemente  zu  bestimmen.^ 
Mit  dieser  Aufgabe  zweiten  Grades  werden  wir  uns  in  einem  der 
nächsten  Vorträge  beschäftigen. 

Ist  im  Satze  links  die  Gerade  n  unendlich  fern,   so  ergiebt 
sich  als  specieller  Fall  Folgendes: 
^Durch  vier  in  einer  Ebene  liegende  eigentliche  Punkte  können 
„entweder  zwei  oder  gar  keine  Parabeln  gelegt  werden.^ 


Dreizehnter  Vortrag.*) 
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punkte der  Cnrven  zweiter  Ordnung. 


Seien  A,  A^;  B,  B^;  C,  C,  (Figg.  67  und  68)  drei  Punkten- 
paare einer  involutorischen  Punktreihe  I.  Ordnung,  so  dass  (nach 
Seite  124)  unter  Anderem  die  Beziehung  stattfindet:  AA^BCi  ^ 
AiAB^C;  dann  gilt  (Seite  54)  für  die  Abschnitte,  welche  die  sechs 
Punkte  unter  einander  bilden,  folgende  Proportion: 

ÄAi  .  BAi  _  AiA  ,  BiÄ 

ÄCy   '    BCx  ~  AxC  '   BiC 
Wir  können  statt  derselben  auch  die  folgende  schreiben: 

AAi  .   BAi^  _  AA\  .   ABx  . 

ÄCx    '   BCi  ~  CAi   '   CBx' 
denn  es  ist  A^A  =  — ^4^4,;  A^C  =  —  CA^  u.  s.  w.,  weil  je  zwei 

solche  Abschnitte  gleiche  Länge,  aber  entgegengesetzten  Sinn  haben. 
Werden  alle  Divisoren  nebst  dem  Factor  AAy  fortgeschafft,  so 
ergiebt  sich  die  Gleichung: 

I  .  .  .  .    AB^  .  BCy  .  CMi  =  ilQ  .  BAy  .  CB^. 
Die  Beziehung  AA^BCx  ^  AiAB^C  verliert  ihre  Gültigkeit 
nicht,  wenn  in  derselben  irgend  zwei  einander  zugeordnete  Punkte 
vertauscht   werden;    dasselbe    gilt   daher    von   der   Gleichung    I. 


*)  ALs  Anhanö^  zu  der  „reinen"  Geometrie  der  Lagfe  zu  betrachten. 
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Durch  Vertauschung  von  C  mit  ('i  z.B.  erhalten  wir  folgende 
Gleichung : 

I AB^.BC,(\A^=AC.hA^A\By\ 

und  in  derselben  Weise  ergeben  sich  aus  I  noch  andere  ähnlich 
gebaute  Gleichungen.  Ganz  analoge  Gleichungen  lassen  sich  auch 
für  die  Sinus  der  Winkel  aufstellen,  welche  die  sechs  Elemente 
einer  Involution  im  Büschel  I.  Ordnung  mit  einander  bilden. 

Die  Gleichungen  I  und  I»  vereinfachen  sich  wesentlich,  wenn 
einer  der  sechs  Punkte,  z.  B.  C^ ,  ins  Unendliche  rückt.  Sein  zu- 
geordneter Punkt  C  fällt  dann  zusammen  mit  dem  sogenannten 
Mittelpunkte  der  involutorischen  Punktreihe,  d.  h.  mit  demjenigen 
Punkte  O,  welcher  dem  unendlich  fernen  Punkte  zugeordnet  ist 
Zugleich  nähern  sich  die  Verhältnisse: 

BC\   _  AC\—  AB  _  1  _    ^jß 
ÄCx   ~~         ACi  ACi 

iinH      ^1^1   _CiBi-AiBi  __  .  _  Ai^Bi 
CiBx   ^  CiBi     ~      ~  '         C,  Bf 

unbegrenzt  dem  Werthe  Eins,  weil  AC\  und  ^'i  5,  ins  Unend- 
liche wachsen,  AB  und  AiB^  dagegen  endliche  Abschnitte  sind. 
Die  Gleichungen  I  und  I.  gehen  also  in  folgende  über: 

AB^  .  OA^  =  BA^  .  OB^ 
und    AB^.BO  =  AO.BA^. 
Durch  Division  entsteht  hieraus: 

OAi  _  OBi 
BO   ~   AO' 
und  diese  Gleichung  lässt  sich  sofort  auf  die  Form  bringen: 

II  ...  .     OA.  OA^  =  OB.  OBi; 
d.h.:    „Das   Product  aus   den   beiden   Abschnitten,    welche   zvfei 
„einander    zugeordnete    Punkte   (A   und   A^    oder   B  und 
„/^i   etc.)  einer  involutorischen  Punktreihe  I.  Ordnung  mit 
„dem  Mittelpunkte  O  desselben  bilden,  ist  constant.*' 
Hat  die  Punktreihe  zwei  Ordnungspunkte  Af  und  A^  (Fig.  68), 
in  welchen  also  je  zwei  einander  zugeordnete  Punkte  zusammen- 
fallen, so  folgt  aus  II: 

III  ...  .     OA.  OA^  =  (OM)^  =  (ON)^. 
Der  Mittelpunkt  O  halbirt  also  den  Abschnitt  M  N  zwischen  den 
Ordnungspunkten.     Zugleich   sagt  diese  Gleichung  aus  (Seite  4o). 
dass  M  und  N  durch  A  und  A^  harmonisch  getrennt  sind,  was 
wir  schon  wissen. 

Jenachdem  das  Product  O  A  .  O  A^  positiv  (gleich  einem 
Quadrat  [0A/J2)  oder  negativ  ist,  sind  Ordnungspunkte  vorhanden 
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oder  nicht.  Im  ersteren  Falle  liegen  A  und  Ai  auf  der 
gleichen,  im  letzteren  Falle  auf  entgegengesetzten  Seiten  des 
Mittelpunktes  O.  Dasselbe  ergiebt  sich  aus  einem  früheren  Satze 
(Seite  120). 

Beschreiben  wir  über  jedem  Abschnitte  AA^,  äjBj,  C6\  etc., 
welcher  von  zwei  einander  zugeordneten  Punkten  der  involuto- 
rischen  Punkti*eihe  begrenzt  wird,  einen  Kreis,  dessen  Durch- 
messer der  Abschnitt  ist,  und  bezeichnen  wir  mit  r  den  Radius 
eines  beliebigen  dieser  Kreise,  z.  B.  desjenigen  über  -4-4,,  und 
mit  d  den  Abstand  seines  Mittelpunktes  K  vom  Punkte  0.  Dann 
ist  (Figg.  67  und  68): 

OA  =-  OK^AK  =  d-  r 
und  Oil,  -=  OA'-f  KA^  =d-^r, 
und  folglich: 

OA  .  OA^  =  (d  _  r)  (d  +  7-)  =  d2  -  r2. 

Hat  die  involutorische  Punktreihe  zwei  Ordnungspunkte  3/,  A^ 
(Fig.  68),  so  liegt  O  ausserhalb  des  Kreises  und  d^  —  r^  bedeutet 
das  Quadrat  der  Tangente  t,  die  von  0  an  den  Kreis  gelegt 
werden  kann;  denn  t  und  r  sind  die  Katheten  eines  rechtwinkligen 
Dreiecks,  von  welchem  d  die  Hypotenuse  ist.  Die  Länge  dieser 
Tangente  ist  nach  Gleichung  II  dieselbe  für  alle  über  den  Ab- 
schnitten construirten  Kreise,  und  zwar  nach  III  gleich  der  halben 
Länge  des  Abschnittes  MN  zwischen  den  Ordnungspunkten.  Wird 
also  aus  dem  Mittelpunkte  0  ein  Kreis  über  MN  beschrieben, 
so  schneidet  dieser  die  über  AAi^  BB^^  CC^  etc.  construirten 
Kreise  unter  rechten  Winkeln.  Es  lässt  sich  sogar  zeigen,  dass 
die  letzteren  Kreise  von  jedem  durch  M  und  N  gelegten  Kreise 
rechtwinklig  geschnitten  werden  (vergl.  Seite  40). 

Hat  die  involutorische  Punktreihe  keine  Ordnungspunkte 
(Fig.  67),  so  liegt  ihr  Mittelpunkt  O  innerhalb  des  über  AA^ 
beschriebenen  Kreises,  und  d^  —  r^  ist  negativ.  Wird  dann  durch 
0  senkrecht  zu  AAi  eine  Sehne  PQ  dieses  Kreises  gezogen,  so 
bildet  jede  Hälfte  O  P  oder  O  Q  dieser  Sehne  mit  d  zusammen 
die  beiden  Katheten  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  von  welchem 
r  die  Hypotenuse  ist,  so  dass  d^ -^-^OP)^  =  r^  oder  d^  —  r^ 
=  ^{0P)^  =  —  {OQ)^  ist.  Die  Länge  dieser  Sehnenhälften 
bleibt  aber  nach  Gleichung  II  dieselbe  für  alle  über  den  Ab- 
schnitten A4i,  BBi^  CCi  etc.  construirten  Kreise,  und  letztere 
gehen  somit  aUe  durch  P  und  Q.  Die  Winkel  APA^,  BP^u 
CPCi  etc.  sind  daher  Rechte,  und  wir  erhalten  den  Satz: 

Reye,  Geometrie  der  Lage.    T.    2.  Aofl.  9 
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„Hat  eine  involutorische  Punktreihe  I.  Ordnung  keine  Ordnungs- 
„punkte,  so  giebt  es  in  jeder  durch  dieselbe  gelegten  Ebene 
^zwei  Punkte  P  und  Q,  aus  welchen  sie  durch  einen  recht- 
^w  in  kl  igen  involutorischen  Strahlenbüschel  projicirt  wird,  so 
„dass  nämlich  je  zwei  einander  zugeordnete  Strahlen  desselben 
„auf  einander  senkrecht  stehen.^ 

Dass  die  über  AAi^  ^^Bi-,  ('Cy  etc.  construirten  Kreise  durch 
jeden  Punkt  hindurchgehen,  in  welchen  irgend  zw^ei  von  ihnen 
sich  schneiden,  kann  auch  aus  folgendem  Satze  geschlossen 
werden : 

„Ein  involutorischer  Strahlenbüschel  ist  rechtwinklig,  wenn  die 
„Winkel  zwischen  irgend  zwei  Paaren  a,  «j  und  fe,  fe|  zuge- 
„ordneter  Strahlen  Rechte  sind.*^ 

Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  folgt  daraus,  dass  die  Strahlen  des 
Büschels  nur  auf  eine  einzige  Art  involutorisch  gepaart  werden 
können,  so  dass  die  Strahlen  a  und  «i,  sowie  h  und  fc|  einander 
zugeordnet  sind.  Dieses  geschieht  aber,  wenn  jedem  Strahle  der 
zu  ihm  senkrechte  Stralil  zugeordnet  wird.  Hierher  gehört  auch 
der  Satz: 

„Werden  einer  Cune  II.  Ordnung  beliebig  viele  rechtwinklige 
„Dreiecke  so  eingeschrieben,  dass  die  Scheitelpunkte  der  rechten 
„Winkel  in  einem  Punkte  S  zusammenfallen,  so  schneiden  sich 
„die  Hypotenusen  in  einem  und  demselben  Punkte. '^ 
Durch  den  rechtwinkligen  Büschel  S  werden  nämlich  die  Curven- 
punkte  involutorisch  gepaart  (vergl.  Seite  118). 

Ist  in  der  Ebene  einer  Curve  IL  Ordnung  ein  Strahlen- 
büschel U  I.  Ordnung  gegeben,  dessen  Mittelpunkt  nicht  auf  der 
Curve  liegt,  so  sind  die  Sti-ahlen  von  f/ involutorisch  gepaart, 
wenn  je  zwei  conjugirte  Strahlen  einander  zugeordnet  werden 
(Seite  119).  Wenn  der  so  entstehende  involutorische  Strahlenbüschel 
ein  rechtwinkliger  ist,  so  hat  sein  Mittelpunkt  eine  besondere  Be- 
deutung für  die  Curve  II.  Ordnung,  und  soll  ein  ^ßrennpunkf 
der  letzteren  heissen.  Wir  können  also  folgende  Definition  auf- 
stellen : 

„Jeder  Brennpunkt  einer  Curve  IL  Ordnung  hat  eine  solche 
„Lage,    dass   je    zwei    Strahlen    desselben,    die    auf    einander 
„senkrecht  stehen,  in  Bezug  auf  die  Curve  conjugirt  sind." 
Ein  Brennpunkt  kann  nicht  ausserhalb   der  Curve   IL  Ord- 
nung liegen;  denn  sonst  hätte  der  involutorische  Strahlenbüschel, 
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dessen  Mittelpunkt  er  ist,  zwei  Ordnungsstrahlen,  nämlich  zwei 
Tangenten  der  Curve.  Jeder  Brennpunkt  F  liegt  auf  einer  Axe 
der  Curve  IL  Ordnung;  nämlich  ein  durch  F  gelegter  Durch- 
messer ist  eine  Axe,  weil  er  senkrecht  steht  auf  der  durch  F 
gehenden,  ihm  conjugirten  Sehne.  Die  Verbindungslinie  von  zwei 
Brennpunkten  F  und  F^  einer  Curve  IL  Ordnung  ist  eine  Axe 
der  Curve,  weil  sie  zu  den  beiden  Senkrechten,  die  in  F  und  F^ 
auf  ihr  errichtet  werden  können,  conjugirt  ist,  ihr  Pol  also  mit 
dem  unendlich  fernen  Schnittpunkte  dieser  Senkrechten  zusammen- 
fällt (vergl.  Seite  91). 

Vom  Kreise  ist  der  Mittelpunkt  ein  Brennpunkt.  Zwei 
Strahlen,  die  in  Bezug  auf  einen  Kreis  conjugirt  sind,  stehen 
nur  dann  senkrecht  auf  einander,  wenn  einer  oder  jeder  von 
ihnen  ein  Durchmesser  ist;  woraus  leicht  zu  erkennen  ist,  dass 
der  Kreis  ausser  dem  Mittelpunkte  keinen  Brennpunkt  haben 
kann.  Von  der  folgenden  Untersuchung  soll  der  Kreis  ausge- 
schlossen werden. 

Zu  einer  Geraden  p  in  der  Ebene  einer  Curve  IL  Ordnung 

giebt  es  eine  conjugirte  Gerade  px  (Fig.  69),  die  auf  p  senkrecht 

steht,  nämlich   die  Normale,   welche  von  dem  Pole  von  p  auf /^ 

gefällt  werden  kann.    Sei  nun  a  eine  Axe  der  Curve  IL  Ordnung, 

und  möge   dieselbe  von  p  und  ;>|  unter  schiefen  Winkeln  in  den 

resp.   Punkten   P  und  P^    geschnitten  werden;   dann  steht  jeder 

Strahl  des  Büschels  P  senkrecht  auf  dem  ihm  conjugirten  Strahle 

des  Büschels  P|.     Die  Büschel  P  und  P|   sind  nämlich  projecti- 

visch   auf  einander  bezogen,   wenn  jedem  Strahle  des  einen  der 

ihm  conjugirte  Strahl  des  anderen   zugewiesen  ist  (Seite  84) ;  da 

aber,  wenn  A  den  unendlich  fernen  Pol  der  Axe  a  bedeutet,  die 

drei  Strahlen  «,  PA^  p  von  P  zu  ihren  resp.  conjugirten  Strahlen 

P\A^  a  und  p^  von  P|    senkrecht  sind,   so   erzeugen  P  und   Pj 

einen  Kreis  über  dem  Durchmesser  PP|,  und  je  zwei  conjugirte 

Strahlen  dieser  Büschel   sind   auf   einander   senkrecht.     Hieraus 

folgt  die  erste  Hälfte  des  Satzes: 

^In  einer  Axe  a  einer  Curve  IL  Ordnung  giebt  es  zu  jedem 

, Punkte  P  einen  Punkt  Pj ,  so  dass  je  zwei  conjugirte  Strahlen, 

;, welche  durch  resp.  P  und  Pj   gehen,  zu  einander  senkrecht 

;,sind.     Werden  je  zwei  solche  Punkte  einander  zugeordnet,  so 

^sind  die  Punkte  der  Axe  a  involutorisch  gepaart." 

Die  zweite  Hälfte  dieses  Satzes  ergiebt  sich  aus  Folgendem. 

Wir  beziehen  die  beiden  Parallelstrahlenbüschel,  von  denen  der 

9* 
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eine  die  Richtung  des  Strahles  p  und  der  andere  diejenige  des 
Strahles  pi  hat,  projectivisch  auf  einander  (Seite  84),  indem  wir 
jedem  Strahle  des  einen  Büschels  den  ihm  conjugirten  Strahl  des 
anderen  zuweisen.  Die  Gerade  a  wird  von  diesen  Büscheln  in 
zwei  projectivischen  Punktreihen  geschnitten;  und  diese  liegen  in- 
volutorisch,  weil  je  zwei  Punkte  derselben,  wie  P  und  P|,  ein- 
ander doppelt  entsprechen. 

^Hat  diese  involutorische  Punktreihe  a  zwei  Ordnungspunkte, 
;,80  ist  jeder  derselben  ein  Brennpunkt  der  Curve  II.  Ordnung; 
;,hat  a  keine  Ordnungspunkte,   so  ist  jeder  der  beiden  Punkte, 
;,aus  welchen  a  durch  einen  rechtwinkligen  Strahlenbüschel  pro- 
Jicirt  wird  (Seite  130),  ein  Brennpunkt  der  Curve.'* 
Denn  je  zwei  zu  einander  senkrechte  Strahlen  eines  solchen  Punktes 
sind  conjugirt.     Im  letzteren  Falle  liegen  die  Brennpunkte  in  der 
von  a  verschiedenen  Axe  der  Curve  II.  Ordnung,   und  bilden  die 
Ordnungspunkte  einer  in  dieser  zweiten.  Axe  liegenden  involutori- 
schen  Punktreihe,  welche  auf  dieselbe  Weise  entsteht  wie  die  ersten». 
Keine  Cur>'e    IL  Ordnung   hat  mehr  als  zwei  Brennpunkte; 
denn  jede  Verbindungslinie  von  zwei   Brennpunkten  ist  eine  Axe 
der  Curve,  und  nur  der  Kreis  hat  mehr  als  zwei  Axen.    Diejenige 
Axe  a  einer  Ellipse  oder  Hyperbel,  auf  welcher  die  beiden  Brenn- 
punkte   dieser  Curve   liegen,    wird  die  ^Hauptaxe*^,    die   andere 
wird  die  ^Nebenaxe"  genannt. 

;,Umschreibt  man  einem  rechtwinkligen  Dreieck,  dessen  Hy- 
;,potenuse  in  der  Nebenaxe  einer  Curve  IL  Ordnung  liegt  und 
^dessen  Katheten  einander  conjugirt  sind,  einen  Kreis,  so  schneidet 
^derselbe  die  Hauptaxe  in  den  Brennpunkten  der  Curve.** 
Dieser  Satz  folgt  sofort  aus  der  zweiten  Hälfte  des  vorher- 
gehenden Satzes. 

Die  Hyperbel  wird  von  ihrer  Hauptaxe  geschnitten ;  denn  auf 
derjenigen  Axe,  von  welcher  sie  nicht  geschnitten  wird,  können 
die  Brennpunkte  nicht  enthalten  sein,  weil  dieselben  innerhalb  diT 
Curve  liegen  müssen.  Die  Brennpunkte  einer  Ellipse  «der  Hy- 
perbel haben  vom  Mittelpunkt  der  Curve  gleichen  Abstand  (Seite  37): 
denn  in  der  involutorischen  Punktreihe  a,  dessen  Ordnungspunkte 
die  Brennpunkte  sind,  ist  der  Mittelpunkt  dem  unendlich  fernen 
Punkte  zugeordnet,  weil  die  andere  Axe  der  Curve  allen  zu  ihr 
normalen  Geraden  conjugirt  ist.  Ucberhaupt  sind  die  Brennpunkte 
harmonisch  getrennt  durch  je  zwei  conjugirte  Gerade,  welche  auf 
einander  senkrecht  stehen. 
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Ist  die  Curve  IL  Ordnung  eine  Parabel,  also  a  die  Axe  der- 
selben, so  haben  die  beiden  projectivischen  Parallelstralilenbüschel, 
Ton  denen  vorhin  die  Rede  war,  die  unendhch  ferne  Gerade  ent- 
sprechend gemein;  denn  dieselbe  ist,  als  Tangente  der  Parabel, 
sich  selbst  conjugirt  (Seite  83).  In  der  involutorischen  Punkt- 
reihe a  fällt  also  der  eine  Ordnungspunkt  zusammen  mit  dem 
unendhch  fernen  Punkt,  welcher  sonach  als  (uneigentUcher)  Brenn- 
punkt der  Parabel  anzusehen  ist.  Die  Parabel  hat  demnach  nur 
einen  eigentlichen  Brennpunkt,  welcher  als  zweiter  Ordnungspuukt 
von  a  den  Abschnitt  zwischen  je  zwei  einander  zugeordneten 
Punkten  P  und  Pj  balbirt. 

Seien   nun  /'  und  Fi    die  beiden  Brennpunkte  einer  Curve 
IL  Ordnung,   von   denen  der  eine  unendlich  fern  in  der  Richtung 
der  parallelen  Durchmesser  liegt,   wenn  die  Curve  eine  Parabel 
ist.     Je  zwei  conjugirte  Gerade  SP  und  SP^ ,  die  auf  einander 
senki'echt  stehen  (Fig.  69),  sind  dann  durch  die  Punkte  F  und  Fi 
und  folglich  auch   durch   die  Strahlen  SF  und  SFi  harmonisch 
getrennt;   sie   halbiren  daher  die  Winkel  zwischen  SF  und  SF^ 
(Seite  37).      Ist  S  ein  Punkt  der  Curve,  so  berührt  eine  der  Ge- 
raden SP  und  SPi  die  Curve;  liegt  S  ausserhalb  der  Curve,  so 
halbiren  SP  und  SPi  auch  die  Winkel  zwischen  den  beiden  Tan- 
genten, welche  von  S  an  die  Curve  gezogen  werden  können,  weü 
diese  gleichfalls   durch  SP  und  SPi   harmonisch  getrennt   sind 
(Seite  83).     Wir  erhalten  somit  die  Sätze: 
„Jede  Tangente  einer  Curve  IL  Ordnung  bildet  gleiche  Winkel 
;,mit   den  beiden  Geraden,  welche  ihren  Berührungspunkt  mit 
^Brennpunkten  der  Curve  verbinden.     Wenn  zwei  Kegelschnitte 
;,die  nämlichen  Brennpunkte  haben  (confocal  sind),  so  schneiden 
;,8ich    folglich    die   beiden  Tangenten    eines  jeden  eigentlichen 
^jPunktes,  den  sie  mit  einander  gemein  haben,  rechtwinklig." 

;,Wird  der  Schnittpunkt  von  zwei  Tangenten  verbunden  mit 
;,den  Brennpunkten  einer  Curve  IL  Ordnung,  so  bildet  die  eine 
„Verbindungslinie  mit  der  einen  Tangente  denselben  Winkel  wie 
„die  andere  Tangente  mit  der  andern  Verbindungslinie." 
Die  Polare  /  eines  Brennpunktes  F  der  Curve  IL  Ordnung 
wird  „Directrix"    oder  ^Leitlinie"   der  Curve  genannt;   es  giebt 
(leren  zwei  bei  der  Ellipse  und  der  Hyperbel,  und  eine  eigentliche 
bei  der  Parabel.     Für  letztere  nun  gilt  der  Satz: 
«Zwei  Parabeltangenten  PA  und  PB  stehen  auf  einander  senk- 
„recht,  wenn  ihr  Schnittpunkt  P  auf  der  Directrix  liegt." 
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In  diesem  P  alle  nämlich  geht  di^  Polare  von  P  durch  den  Brenn- 
punkt F  (Fig.  70),  und  enthält  die  Berührungspunkte  A  und  B 
der  beiden  Tangenten,  und  jede  dieser  Tangenten  bildet  deshalb 
mit  AB  dieselben  Winkel  wie  mit  einem  beliebigen  Durchmesser. 
Folglich  ist  in  dem  Dreieck  APB  die  Summe  der  Winkel  A  und  B 
gleich  der  Summe  der  Winkel,  welche  PA  und  PB  mit  dem 
durch  P  gehenden  Durchmesser  PC  bilden,  also  gleich  dem  Winkel 
P,  und  weil  die  Winkel  il,  B  und  P  zusammen  zwei  Rechte  aus- 
machen, so  muss  P  ein  rechter  Winkel  sein. 

Andere  bemerkenswerthe  Eigenschaften  der  Brennpunkte  einer 
Curve  IL  Ordnung  ergeben  sich  daraus,  dass  je  zwei  conjugirte 
Strahlen  eines  Brennpunktes  auf  einander  senkrecht  stehen;  u.  A. 
gilt  der  Satz: 

j,Der  Abschnitt  einer  jeden  Tangente,  welcher  zw^ischen  dem 
„Berührungspunkte  und  einer  Directrix  liegt,  wird  aus  dem  zu- 
„gehörigen  Brennpunkte  durch  einen  rechten  Winkel  projicirt* 
Die  Schenkel  dieses  Winkels  sind  nämlicli  zwei  conjugirte  Strahlen 
des  Brennpunktes  t\  weil  der  Punkt,  in  welchem  die  Tangente 
von  der  Directrix  /  geschnitten  wird,  die  Verbindungslinie  von  F 
mit  dem  Berührungspunkte  zur  Polare  hat. 

'     Seien   TÄ   und    TB  zwei   beliebige   Tangenten   einer   Curve 
IL  Ordnung  (Fig.  71),  sei  also  AB  die  Polare  des  Punktes  T\  dann 
ist  der  Schnittpunkt  P  von  A  B  und  /  der  Pol  der  Geraden  7'/', 
und   PF   steht    senkrecht   zu    TF,    weil    diese   beiden   Strahlen 
conjugirt  sind.     Zugleich  sind  FA  und  FB  harmonisch  getrennt 
durch  FT  und   FP^    weil   A   und   B  harmonisch   getrennt   sind 
durch  P  und  FT.     Folglich  werden   die  von   F A  und   FB  ge- 
bildeten Nebenwinkel  halbirt  durch  FT  und  F P  (Seite  37);  oder: 
„Wird  ein  eigentlicher  Brennpunkt  einer  Curve  IL  Ordnung  ver- 
„bunden   mit  den  Berührungspunkten,   sowie  mit  dem  Schnitt- 
„punkte  von  zwei  Tangenten,  so  bildet  die  letztere  Verbindungs- 
„linie  gleiche  Winkel  mit  den  beiden  ersteren.^ 
Werden  durch  A  und  B  (Fig.  71)  zwei  Parallele  zu  FT  gezogen, 
welche  in  resp.   .^i    und   B^    die  Directrix  /  schneiden,   so    bind 
auch   Ai   und   J5j    harmonisch  getrennt  durch   P  und   FT     Die 
Winkel   zwischen  FA^  und  FB^    werden   daher  ebenfalls   halbirt 
durch  FT  und  FP.     Hieraus   folgt  sogleich,   dass  die  Dreiecke 
A^AF  und  B^BF  gleiche  Winkel   haben  und  ähnlich  sind,   dass 
also  die  Proportion  gilt: 

FA.AA^  =FB:BBi. 
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Die  Abschnitte  AA^  und  BBi  bilden  gleiche  Winkel  mit  der 
Dii-ectrix  /,  und  sind  deshalb  proportional  zu  den  Senkrechten 
AA2  und  1^02,  welche  aus  A  und  B  auf /gefällt  werden  können, 
so  dass  wir  auch  haben: 

FA:AA2  =  FB:BB2. 

Hier  sind  A  und  B  zwei  ganz  beliebige  Curvenpunkte ;  also  gilt 
der  Satz: 

,Die  Abstände  eines  beliebigen  Punktes  der  Curve  IL  Ordnung 
^von  einem  Brennpunkte  und  von  der  zugehörigen  Dii'ectrix 
„haben  ein  constantes  Verhältniss  zu  einander.^ 

Für  die  Parabel  ist  der  Werth  dieses  Verhältnisses  gleich  der 
Einheit,  oder  die  beiden  Abstände  sind  einander  gleich;  denn  der 
Scheitelpunkt  ist  eben  so  weit  entfernt  vom  Brennpunkte  wie  von 
der  Directrix,  weil  er  durch  diese  beiden  harmonisch  getrennt  ist 
vom  unendlich  fernen  Parabelpunkt.  Mit  Benutzung  der  Scheitel- 
punkte beweisen  Sie  leicht,  dass  der  Werth  jenes  Verhältnisses 
kleiner  ist  als  eins  bei  der  Ellipse,  und  grösser  als  eins  bei  der 
Hyperbel;  und  da  eine  Curve  IL  Ordnung  durch  jede  ihrer  Axen 
in  zwei  symmetrische  Hälften  zerfällt,  so  hat  das  Verhältniss 
denselben  Werth  für  den  einen  wie  für  den  anderen  Brennpunkt 
und  die  zugehörige  Directrix.  Sind  also  r  und  r^  die  Abstände 
irgend  eines  Curvenpunktes  A  von  den  beiden  Brennpunkten  F  und  Fi 
(Fig.  72  und  73),  d  und  </j  seine  Abstände  von  den  zugehörigen 
beiden  Leitlinien  /  und  /j ,  so  ist 

=  -5"  =  Const, 


d         dl 
wo  auch  der  Punkt  A  liegen  möge.     Es  folgt  hieraus,  dass  auch 

d^rf"  diesem  constanten  Verhältniss  gleich  ist.     Bei  der  Ellipse 

ist  aber  d-\-di  und  bei  der  Hyperbel  d—d^  constant,  nämlich 
gleich  dem  Abstände  der  beiden  Leitlinien  von  einander;  also 
muss  für  die  Ellipse  die  Summe  »'-f-r,,  und  für  die  Hyperbel  die 
Differenz  r  —  r^  constant  sein,  d.  h. : 

,Die  Summe   der  Abstände   eines  beliebigen  Punktes  einer  El- 
;,lipse  von  den  Brenn2)unkten  derselben  ist  constant.^ 
,Die   Diiferenz    der   Abstände    eines    beliebigen   Punktes    einer 
, Hyperbel  von  den  Brennpunkten  derselben  ist  constant.^ 
Ohne  Mühe  werden  Sie  finden,   dass  diese  constante  Summe  oder 
Differenz    gleich    ist   dem   Abschnitte  2a   zwischen   den   Scheitel- 
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punkten  der  Hauptaxe,  und  dass  die  Ellipse  von  ihrer  Hauptaxe 
ein  grösseres  Stück  einschliesst,  als  von  der  Nebenaxe. 

Wenn  zwei  Punkte  zu  einer  Geraden  symmetrisch  liegen,  d.  h. 
wenn  ihre  Verbindungslinie  auf  der  Geraden  senkrecht  steht  und 
von  ihr  halbirt  wird,  so  heisst  der  eine  der  „Gegenpunkt*'  des 
anderen  bezüglich  der  Geraden.  Für  die  Ellipse  und  die  Hyperbel 
nun  gilt  der  Satz: 

^Die  Gegenpunkte  eines  Brennpunktes  F^  bezüglich  aller  Tan- 
;,genten  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  liegen  auf  einem  Kreise 
^vom  Radius  2a,  welcher  den  anderen  Brennpunkt  F  zum  Mittel- 
„punkt  hat.^ 

Ist  nämlich  G  der  Gegenpunkt  von  F^  bezüglich  einer  beliebigen 
Tangente,  deren  Berührungspunkt  A  sei  (Fig.  74),  so  liegen  /', 
A  und  G  in  einer  Geraden,  weil  A  /\  und  folglich  auch  A  G  mit 
der  Tangente  dieselben  Winkel  bildet  wie  AF  (Seite  133).  und 
da  ausserdem  die  Punkte  Fi  und  G  von  A  gleiche  Abstände 
haben,  so  ist  FG  gleich  der  Summe  resp.  DiflFerenz  von  FA 
und  FiA^  also  constant  =  2a,  wie  oben  behauptet  wurde.  —  Der 
Fusspunkt  N  des  von  F^  auf  die  Tangente  gefällten  Perpendikels 
ist  der  Ilalbirungspunkt  von  F^G^  und  der  Mittelpunkt  M  der 
Curve  halbirt  die  Strecke  F^F;  folglich  ist  MN  parallel  zu  FG 
und  gleich  \FG^  also  MN=a;  d.  h. : 

^Die  Fusspunkte  aller  Perpendikel,  welche  von  den  Brennpunkten 
^einer  Ellipse  oder  Hyperbel  auf  deren  Tangenten  gefällt  werden 
^können,  liegen  auf  einem  Kreise,  welcher  den  Abschnitt  zwi- 
^schen  den  Scheitelpunkten  der  Hauptaxe  zum  Durchmesser  hat*' 

Betrachtet  man  die  Parabel  als  Grenzfall  der  Ellipse  oder 
Hyperbel,  z.  B.  als  eine  Ellipse,  von  welcher  ein  Brennpunkt  un- 
endlich fem  liegt,  so  gelangt  man  zu  folgendem  Satze: 

;,Die  Fusspunkte  aller  Perpendikel,  welche  vom  Brennpunkte  F 
^einer  Parabel  auf  deren  Tangenten  gefällt  werden  können,  liegen 
^auf  der  Scheiteltangente  der  Parabel.*' 
Um  ihn  zu  beweisen,  legen  wir  durch  den  Schnittpunkt  X  der 
Scheiteltangente  A^Äf  und  einer  beliebigen  Tangente  XÄ  (Fig.  75) 
eine  Parallele  XFi  zur  Axe  und  eine  Gerade  NF  nach  dem 
Brennpunkte;  dann  sind  die  W^inkel  FNA  und  SN  Fi  einander 
gleich  (Seite  133),  weil  NFi  den  zweiten,  unendlich  fernen  Brenn- 
punkt der  Parabel  enthält;  und  da  SN  Fi  ein  rechter  Winkel  ist, 
so  muss  auch  FNA  ein  solcher  sein. 
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Diese  Sätze  geben  uns  zugleich  Mittel  an  die  Hand,  die  Brenn- 
punkte einer  Curve  IL  Ordnung  auf  einfache  Weise  zu  construiren. 
Eine  sehr  einfache  Construction  für  die  Ellipse  oder  Hyperbel 
ist  noch  die  folgende.  Man  construire  in  den  beiden  Scheitel- 
punkten der  Hauptaxe  die  Tangenten;  dieselben  schneiden  jede 
dritte  Tangente  in  zwei  Punkten  P,  Q,  welche  aus  jedem  Punkte 
der  Hauptaxe  durch  zwei  conjugirte  Strahlen  projicirt  werden 
(Seite  85).  Um  also  die  Brennpunkte  zu  erhalten,  für  welche 
diese  beiden  conjugirten  Strahlen  auf  einander  senkrecht  stehen 
müssen,  beschreibe  man  über  PQ  als  Durchmesser  einen  Kreis; 
die  Schnittpunkte  desselben  mit  der  Hauptaxe  sind  die  gesuchten 
beiden  Brennpunkte. 

Werden  zwei  Tangenten  TA  und  TB  einer  Curve  IL  Ord- 
nung von  einer  dritten  in  den  resp.  Punkten  -4,  und  ß|  ge- 
schnitten, und  sind  -4,  B  und  C  die  resp.  drei  Berühningspunkte, 
und  F  ein  eigentlicher  Brennpunkt  der  Curve  (Fig.  76);  dann 
gelten  für  die  Winkel,  durch  welche  die  Abschnitte  der  Tangenten 
aus  F  projicirt  werden,  folgende  Gleichungen  (Seite  134): 

l_B^FC=  /_BFB^  =\/_BFC, 
i   CFA^  =  LA^^  =  ^L  CFA\ 
folglich:-    /__  By^FC^i   (^FA^  =^{L  BFC+/_  CFA\ 
oder:  A  A^^i  =  L  BFT=  [_  TFA 

Bleiben  also  die  ersten  beiden  Tangenten  TA  und  TB  fest,   so 
hat  der  Winkel  B^FA^^  durch  welchen  der  von  ihnen  begrenzte 
Abschnitt  AiB^    der  dritten  Tangente   aus  dem  Brennpunkte  F 
projicii't  wird,  eine  unveränderliche  Grösse,   wie  auch  die  dritte 
Tangente   angenommen   werden  mag.     Rollt  die  dritte  Tangente 
auf  der  Curve  fort,  so  beschreiben  -4j  und  B^  zwei  projectivische 
Punktreihen  in  den  festen  Tangenten,  die  Strahlen  F Ä^  und  FBi 
aber  zwei  gleiche  Strahlenbüschel  um  F\  also: 
^Die  projectivischen  Punktreihen,   in  welchen  irgend  zwei  Tan- 
„genten  einer  Curve  IL  Ordnung  die  übrigen  schneiden,  werden 
^aus  jedem  Brennpunkt  der  Curve  durch  zwei  gleiche  und  ein- 
;,stimmig  projectivische  Strahlenbüschel  projicii-t." 
Dieser  Satz  gilt  auch   dann,   wenn   die  Curve  IL  Ordnung  eine 
Parabel   oder  ein  Kreis,   und  zugleich  der  Brennpunkt  der  un- 
endUch   ferne  Punkt  der  ersteren,   oder  der  Mittelpunkt  des  letz- 
teren ist.     Sind  von  einer  Curve  IL  Ordnung  drei  Tangenten  und 
ein  Brennpunkt  gegeben,  so  können  hiernach  leicht  beliebig  viele 
andere  Tangenten  construirt  werden. 
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Ist  die  Curve  II.  Ordnung  eine  Parabel,  so  kann  die  beweg- 
liche Tangente  Ä^Bi  auch  in  das  Unendliche  rücken,  und  die 
Geraden  FAi  und  FBi  bilden  folglich  dieselben  Winkel  mit  ein- 
ander wie  die  festen  Tangenten  TÄ  und  TB,  Das  Viereck  Bi  TA^F 
ist  demnach  ein  Kreisviereck,  und: 

^ Jeder  Kreis,  welcher  einem  Tangentendi-eieck  BiTA^  einer 
;,Parabel  umschrieben  ist,  geht  durch  den  Brennpunkt  F  der 
^Pai-abel.^ 
Wemi  man  also  den  vier  Dreiecken,  welche  von  den  Seiten  eines 
Vierseits  gebildet  werden,  Kreise  umschreibt,  so  haben  diese  einen 
Punkt  mit  einander  gemein,  nämlich  den  Breimpunkt  der  dem 
Vierseit  eingeschriebenen  Parabel. 

Ist  die  Curve  IL  Ordnung  eine  Hyperbel,  und  sind  die  beiden 
festen  Tangenten  TÄ  und  TB  ihre  Asymptoten,  also  A  und  B 
ihre  unendlich  fernen  Punkte,  so  laufen  TB  und  F  B  parallel  und 
der  Winkel  B^F A^  =  BFT  ist  gleich  dem  einen  der  beiden 
Winkel,  welche  die  Asymptote  TB  mit  der  Hauptaxe  FT  bildet; 
dem  anderen  ist  der  Winkel  AiF^B^  gleich,  durch  welchen  A^B^ 
aus  dem  zweiten  Brennpunkte  F^  projicirt  wii'd.  Folglich  sind 
ByFA^  und  AiF^Bi  zwei  Nebenwinkeln  gleich,  und  B^FAiFi  ist 
ein  Kreisviereck.     Also: 

;,Die  beiden  Brennpunkte  einer  Hyperbel  liegen  mit  den  Punkten, 
„in  welchen  eine  beliebige  Tangente  die  beiden  Asymptoten 
^schneidet,  auf  einem  Kreise.  Die  Mittelpunkte  dieses  Kreises 
^und  der  Hyperbel  liegen  mit  denselben  beiden  Schnittpunkten 
„auf  einem  zweiten  Kreise." 
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Aufgaben  zweiten  Grades.    Imaginäre  Elemente. 


Unsere  Untersuchungen  haben  uns  mehrfach  zu  Aufgaben 
geführt,  welche  im  Allgemeinen  zwei  Lösungen  zulassen,  und  nicht 
mit  alleiniger  Anwendung  linearer  Constructionen  gelöst  werden 
können,   sondern  die   Benutzung   eines  Gebildes  zweiter  Ordnun;: 
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verlangen.  Hierher  gehört  U.A.  die  Aufgabe:  ;,diejenigen  Punkte 
zu  bestimmen,  welche  zwei  projectivische  Punktreihen,  die  in 
derselben  Geraden  liegen,  entsprechend  gemein  haben'',  sowie 
die  folgende:  ;,von  einem  involutorischen  Elementargebilde  die 
Ordnungselemente  zu  bestimmen^.  Alle  solche  Aufgaben  lassen 
sich  auf  die  folgende  zurückführen: 
,Zwei  Punktreihen  IL  Ordnung  k  und  ^i,  die  in  derselben  Curve 
;,Uegen,  sind  projectivisch  auf  einander  bezogen;  diejenigen 
^Punkte  sollen  bestimmt  werden,  welche  sie  entsprechend  ge- 
„mein  haben.  ^ 
Seien  -4,  jB,  C  (Fig.  77)  drei  beliebige  Punkte  von  A,  und 
-4|,  5|,  Ci  die  ihnen  entsprechenden  Punkte  von  ä;|.  Projiciren 
wir  dann  aus  A  die  Punktreihe  ä:,  und  ebenso  aus  A^  die  Punkt- 
reihe k,  so  erhalten  wir  zwei  projectivische  Strahlenbüschel 
A{AiBiC{)  und  Ai{ABC)^  welche  perspectivisch  liegen,  weil  sie 
den  Strahl  AA^  entsprechend  gemein  haben.  Die  Schnittpunkte 
von  je  zwei  einander  entsprechenden  Strahlen  der  Büschel  liegen 
also  auf  einer  Geraden  «,  nämlich  auf  derjenigen,  welche  den 
Schnittpunkt  von  AB^  und  A^B  verbindet  mit  dem  Schnitt- 
punkte von  A  C\  und  ^,  C\  Und  die  Punkte,  welche  u  mit  der 
Curve  IL  Ordnung  gemein  hat,  sind  die  gesuchten;  die  Punkt- 
reihen k  und  kl  haben  jeden  dieser  Punkte  entsprechend  gemein. 
Jenachdem  also  n  die  Curve  schneidet,  berührt  oder  gar  nicht 
trifft,  erhalten  wir  zwei  solche  Punkte,  oder  einen,  oder  gar 
keinen  Punkt. 

Zufolge  des  PascaFschen  Lehrsatzes  liegt  auf  der  Geraden  u 
auch  der  Schnittpunkt  der  Geraden  B  6j  und  Bi  C;  denn  auf 
der  Geraden  u  schneiden  sich  die  drei  Paar  Gegenseiten  des 
Sechsecks  AB^CAiBCi^  welches  der  Curve  IL  Ordnung  einge- 
schrieben ist.  Zu  derselben  Geraden  ti  gelangen  wir  also  auch, 
wenn  wir  die  projectivischen  Punktreihen  A;|  und  k  aus  den  resp. 
Punkten  B  und  Bi  oder  aus  C  und  (\  durch  zwei  Strahlen- 
büschel projiciren,  welche  wieder  perspectivisch  liegen.  Sind 
überhaupt  P,  Q  irgend  zwei  Punkte  von  k  und  Pj,  Qj  die  ihnen 
entsprechenden  Punkte  von  Ä-,,  so  liegt  der  Schnittpunkt  von 
PQi  und  Fl  Q  auf  der  Geraden  u.  Wenn  also  drei  Punkte  von  k 
nebst  den  ihnen  entsprechenden  Punkten  von  ä.|  gegeben  sind, 
so  kann  die  Gerade  u  ohne  Schwierigkeit  construirt  werden. 

Liegen  die  Punktreihen  k  und  ä:,  involutorisch,  bilden  sie  also 
eine  involutorische  Punktreihe  IL  Ordnung ,   so  ist  u  die  Involu* 
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tionsaxe  derselben,  und  die  Gui-ve  wird  von  ihr  in  den  beiden 
Ordnuugspunkten  geschnitten,  wenn  solche  vorhanden  sind.  In 
diesem  Falle  brauchen  wir  nur  zwei  Paare  zugeordneter  Punkte 
j4,  Ai  und  £,  £j  zu  kennen,  um  n  zu  construiren;  denn  den 
Punkten  -4,-0,  A^  von  k  entsprechen  sodann  die  resp.  Punkte 
ilj,  Äj,  il  von  &!,  und  u  geht  durch  die  beiden  Punkte,  in  welchen 
die  Geraden  A  J5|  und  A  B  von  den  resp.  Geraden  Ai  B  und  Ai  /i| 
geschnitten  werden  (Fig.  60  und  61).  Der  Pol  von  «,  in  welchem 
sich  die  Geraden  AA^^  und  BB^  schneiden,  ist  das  Involutious- 
centrum,  und  wenn  aus  demselben  zwei  Tangenten  an  die  Cun-e 
gezogen  werden  können,  so  berühren  diese  die  Curve  in  den  Ord- 
nungspunkten. 

Auf  die  soeben  gelöste  Aufgabe  lassen  sich  nun  die  einzelnen 
Fälle  der  folgenden  allgemeineren  Aufgabe  leicht  zurückführen: 
„Zwei  Elementargebilde,  die  in  einander  liegen,  sind  projec- 
„tivisch  auf  einander  bezogen;  ihre  entsprechend  gemeinschaft* 
„liehen  Elemente  sollen  bestimmt  werden." 
Sind  z.  B.  die  Elementargebilde  zwei  Kegelflächen  oder  zwei  Regel- 
schaaren,  so  schneiden  wir  sie  durch  eine  beliebige  Ebene  in  zwei 
projectivischen  Punktreihen ,  die  in  derselben  Curve  IL  Ordnung 
liegen;  sind  sie  zwei  Strahlenbüschel  II.  Ordnung,  so  liegen  auch 
die  Punktreihen  IL  Ordnung,  welche  von  denselben  eingehüllt 
werden,  in  einander,  und  sind  projectivisch  auf  einander  bezogen : 
wir  brauchen  also  nur  die  Punkte  zu  bestimmen,  welche  diese 
Curven  entsprechend  gemein  haben,  um  sofort  die  gesuchten  beiden 
Strahlen  zu  erhalten,  indem  dieselben  durch  jene  Punkte  hindurch- 
gehen. Liegen  zwei  projectivische  Strahlenbüschel  I.  Ordnung 
concentrisch  und  in  einer  Ebene,  so  schneiden  wir  sie  durch  eine 
Curve  IL  Ordnung,  welche  durch  ihren  gemeinschaftlichen  Mittel- 
punkt geht,  in  zwei  projectivischen  Punktgebilden  k  und  ki\  die 
beiden  Strahlen,  welche  die  Büschel  entsprechend  gemein  haben, 
gehen  dann  durch  die  beiden  Punkte,  welche  k  und  Aj  entspre- 
chend gemein  haben.  Sind  die  beiden  projectivischen  Elementar- 
gebilde zwei  Punktreihen  v  und  v^  (Fig.  78),  die  in  derselben  Ge- 
raden liegen,  so  wird  dieser  Fall  auf  den  eben  erledigten  zurück- 
geführt, indem  wir  die  Punktreihen  aus  einem  beliebigen  Punkte  »S 
durch  zwei  concentrische  Strahlenbüschel  projiciren.  Wir  legen 
also  durch  S  eine  Curve  IL  Ordnung,  z.B.  einen  Kreis,  in  der 
Ebene  S\\  und  projiciren  irgend  drei  Punkte  -4,  /i,  C  von  r  und 
die   ihnen    entsprechenden  Punkte  ^|,   /^|,   ('|   von  r|   aus  dem 
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Punkte  S  auf  diese  Curve.  Wir  erbalten  so  djp  resp.  Curveii- 
punkte  i4',  B\  C  und  A'i^  B\,  C^i,  und  bestimmen  sofort  die 
Gerade  u ,  auf  welcher  die  Schnittpunkte  von  A'  R\  und  A\  5', 
von  B'Ci  und  B\C^  sowie  von  CA*^  und  C'iA*  liegen.  Wird 
dann  die  Curve  IL  Ordnung  von  u  in  zwei  Punkten  M*  und  N* 
geschnitten,  so  projiciren  wir  diese  aus  dem  Punkte  S  auf  die 
Gerade  r,  und  erhalten  so  die  beiden  Punkte  M  und  N  von  t?, 
welche  mit  ihren  entsprechenden  Punkten  Mi  und  N^  von  «i  zu- 
sammenfallen. Hat  die  Curve  IL  Ordnung  nur  einen  oder  keinen 
Punkt  mit  w  gemein,  so  erhalten  wir  nur  einen  oder  keinen  ent- 
sprechend gemeinschaftlichen  Punkt  der  Punktreihen  v  und  i7|. 

Für  die  Büschel  IL  Ordnung  und  die  Kegelflächen  lässt  sich 
die  allgemeine  Aufgabe  auch  direct,  ohne  Benutzung  der  Curven 
IL  Ordnung  lösen ;  für  die  einförmigen  Grundgebilde  können  wir 
sie  daher  lösen  mit  Hülfe  eines  beliebigen  Elementar- Gebildes 
IL  Ordnung.  Die  bequemste  Lösung  ist  jedoch  die  soeben  ge- 
gebene, weil  sich  Curven  IL  Ordnung  mittelst  des  Cirkels  leicht 
construiren  lassen. 

Bekanntlich  sind  zahlreiche  Fortschritte  der  Mathematik  innig 
verknüpft  mit  dem  Bestreben,  durch  Erweiterung  vorhandener  oder 
Einführung  neuer  Begriffe  Ausnahmen  von  allgemeinen  Sätzen 
und  Regeln  zu  beseitigen  und  verschiedene  Sätze  unter  einem 
Gesichtspunkte  zu  vereinigen.  So  wurde  die  Arithmetik  durch 
die  negativen,  durch  die  irrationalen  und  endlich  durch  die  ima- 
ginären Zahlen  wesentlich  bereichert,  und  ohne  die  letzteren 
würde  der  wichtige  Satz,  dass  eine  Gleichung  n**"  Grades  n  Wurzeln 
hat,  mit  allen  seinen  zahlreichen  Anwendungen  in  der  analytischen 
Geometrie  geradezu  falsch  sein.  Ebenso  erwies  sich  die  Ein- 
führung der  unendlich  fernen  Elemente  in  die  neuere  Geometrie 
als  höchst  fruchtbar. 

Die  Aufgaben  zweiten  Grades  nun  haben  den  ersten  Anlass 
gegeben,  auch  in  die  synthetische  Geometrie  ;,imaginäre^  Punkte, 
Gerade  und  Ebenen  einzuführen ;  und  zwar  ist  es  eines  der  grossen 
Verdienste  von  Staudt's,  die  Theorie  der  imaginären  Elemente 
rein  geometrisch  begründet  und  zu  einem  hohen  Grade  der  Voll- 
kommenheit gebracht  zu  haben.  Es- liegt  aber  in  der  Natur  der 
Sache,  dass  diese  Theorie  in  der  synthetischen  wie  in  der  ana- 
lytischen Geometrie  auf  die  Anschaulichkeit  verzichten  muss,  und 
deshalb  beschränke  ich  mich  hier  darauf,  nur  die  Anfangsgründe 
derselben  Ihnen  vorzutragen. 
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Wir  definijen  die  imaginären  Elemente  durch  folgenden  Satz. 
welcher  zugleich  die  Ergebnisse  der  vorhergehenden  Untersuchung 
zusammenfasst: 

„Zwei  projectivische  Elementargebilde,  die  in  einander  liegen, 
„aber  nicht  identisch  sind,  haben  zwei  reelle  oder  conjugirt 
„imaginäre  Elemente  (die  aber  auch  zusammenfallen  können) 
„entsprechend  gemein.*' 

Wir  nennen  also  die  beiden  entsprechend  gemeinschaftlichen 
Elemente  „imaginär^,  so  oft  sie  nicht  reell  vorhanden  sind;  in 
allen  meinen  früheren  Vorträgen  war  nur  von  „reellen^  Elementen 
die  Rede.  Ein  involutorisches  Elementargebilde  hat  hiemach  alle- 
mal zwei  (reelle  oder  imaginäre)  Ordnungselemente.  Auch  können 
wir  sagen: 


Eine  Curve  IL  Ordnung  hat 
mit  jeder  reellen  Geraden  ihrer 
Ebene  zwei  Punkte  gemein; 


Von  einer  Curve  II.  Ordnung 
gehen  durch  jeden  reellen  Punkt 
ihrer  Ebene  zwei  Tangenten; 


und   nur   dann,   wenn   die   verschiedenen,   in   diesem  Doppelsatze 
zusammengefassten  Fälle  getrennt  werden  sollen,  fügen  wir  hinzu: 


diese  beiden  Tangenten  sind 
imaginär  oder  reell  oder  sie 
fallen  zusammen,  jenachdem  der 
Punkt  innerhalb  oder  ausser- 
halb  oder  auf  der  Curve  liegt. 


diese  beiden  Punkte  sind  ima- 
ginär oder  reell  oder  sie  fallen 
zusammen,  jenachdem  die  Ge- 
rade ganz  ausserhalb  der  Curve 
liegt  oder  dieselbe  schneidet  oder 
berührt. 

Wenn  die  Curve  IL  Ordnung  und  die  Gerade  vollständig  ge- 
geben sind,   so  wollen  wir  ihre  beiden  gemeinschaftlichen  Punkte 
als  bestimmt  ansi^hen.   Sind  aber  z.  B.  nur  fünf  Punkte  A^  jB,  C,  D.  E 
der   Curve  gegeben,   so  denken  wir  uns  diese  durch  zwei  prtijec- 
tivische  Strahlenbüschel  A(CDE)  und  B(CDE)  erzeugt;  dieselben 
werden  von  der  Geraden  in  zwei   projectivischen  Punktreihen  ge- 
schnitten, welche  jene  beiden  Punkte  entsprechend  gemein  haben. 
Die  beiden    Punkte   können    nach    den    obigen    Regeln    bestimmt 
werden ,   wenn  irgend  eine  Curve  IL  Ordnung  vollständig  gegeben 
ist.     Wir  können  auf  diese  Weise  auch  entscheiden,   von  welcher 
Art  eine  durch  fünf  Punkte  bestimmte  Curve  IL  Ordnung  ist;  denn: 
„Eine  Cui-ve  IL  Ordnung  ist  eine  Hyperbel,  Ellipse  oder  Parabel, 
„jenachdem   die  beiden   Punkte,   welche  sie  mit  der  unendlich 
„fernen   Geraden    gemein    hat,    reell   oder  imaginär  sind  mler 
„zusammenfallen.^ 
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Auch  die  folgenden  Aufgaben  zweiten  Grades  können  mittelst 
derselben  Methode  gelöst  werden: 

Von  einer  Curve  IL  Ordnung  sind  gegeben 
vier  Punkte  und  die  Tangente  |  vier  Tangenten  und  der  Be- 
von  einem  derselben,  oder  di'ei  '  rührungspunkt  von  einer  der- 
Punkte  und  die  Tangenten  von  '  selben,  oder  drei  Tangenten  und 
zwei  derselben;  die  beiden  Punkte  ,  die  Berührungspunkte  von  zwei 
sollen  bestimmt  werden,  welche  [  derselben;  die  beiden  Tangenten 


sie  mit  einer  beliebigen  reellen 
Geraden  ihrer  Ebene  gemein 
hat. 


sollen  bestimmt  werden,  welche 
durch  einen  beliebigen  reellen 
Punkt  ihrer  Ebene  gehen. 


Sollen  die  gemeinschaftlichen  Punkte  einer  Geraden  und  einer 
Curve  IL  Ordnung,  von  welcher  fünf  Tangenten  gegeben  sind,  be- 
stimmt werden,  so  suchen  wir  zunächst  die  Berührungspunkte 
der  Tangenten,  und  führen  so  diese  Aufgabe  auf  die  vorherge- 
henden zurück. 

Die  beiden  conjugirt  imaginären  Ordnungselemente  eines 
einstimmig  involutorischen  Elementargebildes  AA^  .  BB^  ,  ,  ., 
werden  von  v.  Stau  dt  dadurch  unterschieden,  dass  er  mit  dem 
Gebilde  einen  bestimmten  in  ihm  enthaltenen  Sinn  ABA^  oder 
AiBA  verbindet.  Auch  ohne  hierauf  näher  einzugehen,  können 
wir  auf  Grund  des  Vorhergehenden  folgende  Sätze  und  Defini- 
tionen aufstellen: 


Ein  imaginärer  Punkt  liegt 
allemal  auf  einer  reellen  Ge- 
raden; dieselbe  enthält  auch  den 
conjugirt  imaginären  Punkt. 


Eine  imaginäre  Ebene  geht 
allemal  durch  eine  reelle  Ge- 
rade; durch  dieselbe  geht  auch 
die  conjugirt  imaginäre  Ebene. 


Eine  imaginäre  Gerade  „erster  Art"  geht  allemal  durch  einen 
reellen  Punkt  und  liegt  in  einer  reellen  Ebene  mit  ihrer  conjugirt 
imaginären  Geraden;  nämlich  der  Punkt  und  die  Ebene  sind  die 
Träger  der  projectivischen  Strahlenbüschel  I.  Ordnung,  welche  die 
beiden  conjugirt  imaginären  Geraden  entsprechend  gemein  haben. 
Zwei  projectivische  Regeischaaren  IL  Ordnung,  die  in  einander 
liegen,  haben  entweder  zwei  reelle  Gerade,  die  auch  zusammen- 
fallen können,  oder  zwei  conjugirt  imaginäre  Gerade  ^zweiter  Art^ 
entsprechend  gemein.  Von  den  imaginären  Geraden  erster  Art  unter- 
scheiden sich  diese  Geraden  zweiter  Art  dadurch,  dass  sie  von  keiner 
reellen  Ebene  in  einem  reellen  Punkte  geschnitten  und  aus  keinem 
reellen  Punkte  durch  eine  reelle  Ebene  projicirt  werden  können.  Eine 
reelle   Ebene  nämlich  schneidet  die  beiden  projectivischen  Regel- 
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schaaren  in  zwei  projectivisclien  Punktreihen  I.  oder  IL  Ordnung, 
die  in  einander  liegen  und  nur  dann  einen  reellen  Punkt  ent- 
sprechend gemein  haben,  wenn  die  Regeischaaren  eine  durch  ihn 
gehende  reelle  Gerade  entsprechend  gemein  haben.  Es  giebt  also 
eine  Art  von  imaginären  Punkten  oder  Ebenen,  dagegen  zwei  Arten 
von  imaginären  Geraden. 

Wenn  wir  von  Punkten,  Geraden  und  Ebenen  schlechüiin 
reden,  so  verstehen  wir  darunter  wie  früher  reelle  EUemente,  falls 
nicht  ausdrücklich  das  Gegentheil  gesagt  wird  oder  aus  dem  Zu- 
sammenhange sich  ergiebt.  Dieses  gilt  insbesondere  auch  von 
den  folgenden  Aufgaben  zweiten  Grades. 

9 In  einer  Ebene  sind  zwei  einfache  necke  gegeben;  es  soll  ein 
^drittes  construirt  werden,  welches  dem  einen  der  gegebenen 
^eingeschrieben,  dem  andern  umschrieben  ist.^  Oder,  um  be- 
stimmter zu  reden:  „Ein  neck  zu  construiren,  dessen  Eckpunkte 
„der  Reihe  nach  in  n  gegebenen  Geraden  M|,  n^i  **3>  . .  . .  ^  «■ 
„liegen,  und  dessen  Seiten  der  Reihe  nach  durch  n  gegebene 
„Punkte  >Si,  fij,   ^,  .  .  .  .  ,  An  der  Ebene  gehen." 

Wir  projiciren  aus  dem  Punkte  Si  die  Punktreihe  t4|  auf 
die  Gerade  ?«2i  (^^^^  aus  ^S'^  die  Punktreihe  «2,  d.  h.  die  Projec- 
tion  von  «j,  auf  die  Gerade  «3,  ferner  aus  dem  Punkte  JS^  die 
Punkti'eihe  W3  auf  M4  u.  s.  w.,  und  endlich  aus  Sn  die  Punkt- 
reihe Mn  auf  «|.  Wir  erhalten  so  n-|-l  projectivische  Punkt- 
reihen I.  Ordnung,  von  denen  jede  eine  Projection  der  vorher- 
gehenden ist,  und  von  denen  die  erste  und  die  letzte  in  einer 
und  derselben  Geraden  M|  liegen.  Jeder  Punkt  nun,  welchen  die 
erste  und  die  letzte  dieser  Punktreihen  entsprechend  gemein  haben, 
kann  als  erster  Eckpunkt  des  gesuchten  n  ecks  angenommen  werden, 
und  giebt  sofort  eine  Lösung  der  Aufgabe.  Im  Allgemeinen  sind 
also  höchstens  zwei  necke  möglich,  die  der  Aufgabe  genügen. 
Wenn  in  besonderen  Fällen  die  beiden  in  Ui  liegenden  projeo- 
tivischen  Punktreihen  mehr  als  zwei  und  folglich  alle  ihre  Punkte 
entsprechend  geraein  haben,  so  erhalten  wir  unendlich  viele  Lö- 
sungen der  Aufgabe.  —  Die  Bedingung,  dass  die  Geraden  ti|,  ts^. 
«3,  .  .  .  .  ,  ««  mit  den  Punkten  /S|,  /Sg,  S3,  .  .  .  .  ,  ^  in  einer  und 
derselben  Ebene  liegen  sollen,  ist  übrigens  nicht  nothwendig;  es 
genügt,  wenn  6*1  mit  W|  und  «2  in  einer  Ebene  liegt,  ebenso  .S» 
mit  f«2  und  1*3  u.  s.  w.,  sowie  endlich  Ä«  mit  i*,,  und  tt|.  Die  ge- 
gebenen beiden  necke  kihmen  also  auch  sogenannte  windHchiefe 
necke  sein. 
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Hierher  gehört  auch  die  Aufgabe: 
^Eine  Gerade  zu  finden,  welche  vier  gegebene  Gerade  a,  6,  c,  d 
„schneidet,  wenn  von  diesen  letzteren  keine  zwei  in  einer  Ebene 
„hegen." 
Wir  beziehen   die  Ebenenbüschel  a  und  h  perspectivisch  auf  die 
Punktreihe  c,  und  scheiden  dieselben  durch  d  in  zwei  zu  einander 
projectivischen  Punktreihen.      Durch   jeden   Punkt,    welchen   die 
letzteren  entsprechend  gemein  haben,  geht  eine  Gerade,  welche 
auch  von  a,   6  und  c  geschnitten  wird,   weil  sie  in  zwei  homo- 
logen Ebenen  der  Büschel  a  und  6  liegt.     Gehören  die  Geraden 
a,  6,  c,  d  einer  und  derselben  Regelschaar  an,   so  hat  die  Auf- 
gabe unendlich  viele  Lösungen;  im  allgemeinen  Fall  dagegen  zwei. 
Wir  können  die  Aufgabe  auch  so  aussprechen: 
,Eine  Regelfläche  IL  Ordnung  ist  durch  drei  Gerade   a,  6,   c 
^ihrer  einen  Regelschaar  gegeben ;  es  sollen  die  Punkte  bestimmt 
;; werden,  welche  sie  mit  einer  beliebigen  vierten  Geraden  d  ge- 
j,mein  hat.^ 
Eine  der  wichtigeren  Aufgaben  zweiten  Grades  ist  die   fol- 
gende : 
„Zwei   involutorische  Elementargebilde  liegen   in   einander;   es 
„sollen  zwei  Elemente  bestimmt  werden,  welche  sowohl  in  dem 
„einen  als  in  dem  anderen  Gebilde  einander  zugeordnet  sind.^ 
Sind   zunächst    die    beiden    Elementargebilde    zwei   in    derselben 
Curve  IL  Ordnung  liegende  involutorische  Punktreihen,  sind  etwa 
(Fig.  79)   einerseits   den  Punkten   a  und  ß   der  Curve  die  resp. 
Punkte  a|    und  ßj    zugeordnet,  andererseits  aber  den  Punkten  A 
und  B  die  resp.  Punkte  Ay   und  ß|,   so  suchen  wir  die  beiden 
Involutionscentra  U  und  T",   so  dass  mit  U  je  zwei  einander  zu- 
geordnete Punkte  der  einen,  und  mit  V  je  zwei  solche  der  an- 
deren Punkti'eihe  in  einer  Geraden  liegen.     Wird  dann  die  Gerade 
UV  von   der  Curve  IL  Ordnung  in  zwei  Punkten  X  und  X^  ge- 
schnitten,  so   sind  diese  in  jeder  der  involutorischen  Punktreihen 
einander   zugeordnet.     Berührt    UV  die   Curve,    so   ist  der   Be- 
rührungspunkt von  jeder  der  beiden  Punktreihen  ein  Ordnungs- 
punkt.    Liegt  endlich  UV  ganz  ausserhalb  der  Curve,  so  giebt 
es  keinen  reellen  Punkt,  welcher  in  beiden  involutorischen  Punkt- 
reihen  sich    selbst    oder   einem   anderen   Punkte   zugeordnet  ist. 
Dieser  letzte  Fall  kann   aber  nur  dann  eintreten,  wenn  jede  der 
beiden  involutorischen  Punktreihen  zwei  reelle  Ordnungspunkte  hat, 
also  entgegengesetzt  involutorisch  ist,  weil  nur  dann  die  Punkte  U 
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und  V  ausserhalb  der  Curve  liegen ;  und  da  die  Polaren  von  V 
und  V  einander  innerhalb  der  Curve  schneiden  müssen,  nämlich 
im  Pol  von  UV^  so  sind  ausserdem  die  Ordnungspunkte  der  einen 
Punktreihe  durch  diejenigen  der  anderen  getrennt. 

Sind  die  involutorischen  Elementargebilde  zwei  concentrische 
Strahlenbüschel,  die  in  derselben  Ebene  liegen,  so  schneiden  wir 
sie  durch  eine  Curve  IL  Ordnung,  welche  durch  den  gemeinschaft- 
lichen Mittelpunkt  der  Büschel  gelegt  wird;  und  auf  ähnliche 
Weise  können  wir  jeden  beliebigen  Fall  unserer  allgemeinen  Auf- 
gabe auf  den  eben  erledigten  zurückfüliren.  Das  zuletzt  gewonnene 
Resultat  gilt  deshalb  nicht  blos  für  zwei  involutorische  Punkt- 
reihen, die  in  derselben  Curve  IL  Ordnung  liegen,  sondern  kann 
allgemein  so  ausgesprochen  werden: 

;,Wenn  zwei  involutorische  Elementargebilde  in  einander  liepion. 
;,so  giebt  es  in  denselben  zwei  Elemente,  welche  sowohl  in  dem 
^ einen  als  auch  in  dem  anderen  Elementargebilde  einander  zu- 
^geordnet  sind ;  diese  Elemente  sind  nur  dann  (conjugirt)  imaginär, 
^wenn  beide  Gebilde  entgegengesetzt  involutorisch  sind,  und  die 
^Ordnungselemente  des  einen  durch  diejenigen  des  anderen  ge- 
;,trennt  sind.  Wenn  die  beiden  einander  doppelt  zugeordneten 
^Elemente  sich  vereinigen,  so  hal)en  die  involutorischen  Gebilde 
;,ein  Ordnungselement  entsprechend  gemein.'' 

Sind  z.  B.  die  Gebilde  zwei  Strahlenbüschel  L  Ordnung  und 
ist  der  eine  derselben  ein  rechtwinkliger  (Seite  lÜO),  so  folgt  als 
specieller  Fall  dieses  Satzes: 

^In  jedem  involutorischen  Strahlenbüschel  L  Ordnung  giebt  es 
„zwei  einander  zugeordnete  reelle  Strahlen,  die  auf  einand^T 
„senkrecht  stehen;  dieselben  heisseu  die  Axcn  des  Büschels/ 
Wir  haben  so  aufs  Neue  den  Satz  bewiesen,  dass  die  Ellipse 
und  die  Hyperbel  zwei  zu  einander  senkrechte  conjugirte  Durch- 
messer, d.  h.  zwei  Axen  besitzen  (vgl  Seite  91);  denn  die  sämnit- 
liehen  Durchmesser   bilden  einen  involutorischen  Strahlenbüschel, 
wenn  je  zwei  conjugirte  Durchmesser  einander  zugeordnet  werden. 
Natürlich  gehört  dieses  Ergebniss  in  die  Geometrie  des  Maasses. 
und   ebenso  die  hieran   sich   knüpfende  Aufgabe  zweiten  Grmles: 
„Von  einer  Curve  IL  Ordnung  sind  zwei  Paare  conjugirter  Durch- 
„messer  gegeben;  die  Axen  der  (-urve  sollen  construirt  werden.** 
Durch  den  Mittelpunkt  S  der  Cur\'e  (Fig.  80),  in  welcher  die  pi^ 
gebenen  Durchm(»sser  sich   schneiden,   legen  wir  einen  beliebigen 
Kreis,    welcher    das   eine   Paar   conjugirter  Durchmesser   in  «len 
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Punkten  A  und  Ay^  das  andere  Paar  in  den  Punkten  B  und  Bi 
schneiden  möge.  Dann  werden  die  Punkte  des  Kreises  mittelst 
des  Durchmesserbüschels  involutorisch  gepaart,  und  der  Punkt  f^, 
in  welchem  ÄA^  und  jB1?j  sich  schneiden,  ist  das  Involutions- 
centrum, mit  welchem  je  zwei  einander  zugeordnete  Punkte  des 
Kreises  in  einer  Geraden  liegen.  Verbinden  wir  also  U  mit  dem 
Mittelpunkt  C  des  Kreises  durch  eine  Gerade,  so  schneidet  diese 
den  Kreis  in  zwei  einander  zugeordneten  Punkten  X  und  Xj, 
welche  aus  S  durch  die  gesuchten  beiden  Axen  SX  und  SXy 
projicirt  werden.  —  Liegt  U  ausserhalb  des  Kreises,  so  besitzt 
derselbe  zwei  reelle  Ordnungspunkte  M  und  N^  welche  aus  U  durch 
zwei  Tangenten  des  Kreises  projicirt  werden,  aus  S  aber  durch 
che  Asymptoten  der  Hyperbel,  welcher  alsdann  der  gegebene  Durch- 
raesserbtischel  angehört  (Seite  92).  —  Wie  können  (nach  Seite  130) 
die  Axen  consti'uirt  werden,  wenn  statt  des  Kreises  eine  beliebige 
durch  S  gehende  Curve  IL  Ordnung  gegeben  ist? 

Im  Folgenden  werden  wir  mehrfach  die  Aufgabe  zu  lösen  haben : 
„In  einem  inyolutorischen  Strahlenbüschel  sind  zwei  Strahlen 
;,so  zu  bestimmen,  dass  sie  durch  zwei  in  der  Ebene  ge- 
;,gebene  Punkte  harmonisch  getrennt  sind.^ 
Damit  diese  Aufgabe  nicht  unmöglich  werde,  setzen  wir  voraus, 
dass  die  gegebenen  Punkte  M  und  N  nicht  mit  dem  Mittel- 
punkte iS  des  Strahlenbüschels  in  einer  Geraden  liegen,  und  dass 
durch  keinen  derselben  ein  Ordnungsstrahl  des  Büschels  gehe. 
Projiciren  wir  dann  die  involutorische  Punktreihe,  von  welcher 
M  und  N  die  Ordnungspunkte  sind,  aus  dem  Punkte  S  durch 
einen  zweiten  involutorischen  Strahlenbüschel,  so  haben  wir  nur 
diejenigen  beiden  Strahlen  zu  suchen,  welche  in  jedem  der  beiden 
Büschel  einander  zugeordnet  sind.  —  Auch  diese  Aufgabe  lässt 
sich  auf  andere  Elementargebilde  übertragen,  und  in  verschiedene 
Formen  kleiden.  Statt  des  Büschels  S  könnte  z.  B.  in  der  Ge- 
raden MN  eine  involutorische  Punktreihe  gegeben  sein;  liegt  dann 
von  den  Punkten  M  und  N  der  eine  N  unendlich  fern,  so  lautet 
die  Aufgabe: 

„In  einer  involutorischen  Punktreihe  I.  Ordnung  sind  zwei  ein- 
„ander  zugeordnete  Punkte  zu  bestimmen,  welche  von  einem  be- 
„liebig  in  der  Geraden  gegebenenPunkte  3/ gleichen  Abstand  haben.  ^ 


In  einer  Ebene  ist  ein  Dreieck 
ABC  und    ein    involutorischer 


In  einer  P'.bene  ist  ein  Dreieck 
und   eine  involutorische  Punkt- 


Strahlenbüschel    L  Ordnung    F  ,  reihe   I.  Ordnung  gegeben,  von 
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gegeben,  von  welchem  kein  Ord- 
nungsstrahl durch  einen  Eck- 
punkt des  Dreiecks  geht.  Es 
soll    dem    Dreieck    eine    Curve 


welcher  kein  Ordnungspunkt  in 
einer  Seite  des  Dreiecks  liegt. 
Es  soll  dem  Dreieck  eine  Curve 
IL  Ordnung    so    eingeschrieben 


IL  Ordnung  so  umschrieben  w^r-     werden ,   dass  je  zwei  einander 
den,   dass  je  zwei  einander  zu-     zugeordnete  Punkte  der  Punkt- 
geordnete Strahlen  des  Büschels  i  reihe  hinsichtlich  der  Curve  con- 
F  hinsichtlich   der   Curve    con-     jugirt  sind, 
jugirt  sind.  ' 

Damit  die  Aufgabe  möglich  sei,  darf  der  Mittelpunkt  des 
Büschels  F  mit  keinem  Eckpunkte  des  Dreiecks  ABC  (Fig.  Hl) 
zusammenfallen;  \yir  dürfen  daher  annehmen,  dass  mindestens 
zwei  Seiten  des  letzteren,  etwa  AB  und  AC  nicht  durch  F  hin- 
durchgehen. Auf  jeder  dieser  Seiten  A  B  und  A  C  muss  es  einen 
Punkt  geben,  dessen  Polare  in  Bezug  auf  die  gesuchte  Cune, 
falls  letztere  existirt,  durch  F  geht ;  und  da  derselbe  von  seiner 
Polare  durch  die  Curve  harmonisch  getrennt  ist,  anderseits 
aber  je  zwei  einander  zugeordnete  Strahlen  von  F  hinsichtlich 
der  gesuchten  Curve  IL  Ordnung  conjugirt  sind,  so  finden  wir 
ihn  wie  folgt.  Wir  bestimmen  im  Büschel  F  zwei  einander  zu- 
geordnete Strahlen  p  und  pi  so,  dass  sie  durch  die  Punkte  A 
und  -B,  zwei  andere  q  und  ^j  so,  dass  sie  durch  die  Punkte  A 
und  C  harmonisch  getrennt  sind  (Fig.  8 1 ).  Sind  diese  Strahlen 
imaginär,  so  giebt  es  keine  reelle  Curve  IL  Ordnung,  welche  die 
Bedingungen  erfüllt;  doch  tritt  dieser  Fall  nur  daim  ein,  wenn 
der  Büschel  /*'  zwei  reelle  Ordnungsstrahlen  hat,  die  durch  A  und  B 
oder  auch  durch  A  und  C  von  einander  getrennt  sind  (Seite  146). 
Möge  Ä  B  von  den  Strahlen  p  und  pi  in  den  resp.  Punkten  P  und  P| 
geschnitten  werden,  und  A  C  von  q  und  q^  in  den  resp.  Punkten 
Q  und  Q|.  Dann  können  und  müssen  wir  eine  der  folgenden 
Annahmen  machen: 

1)  P  und  Q  seien  die  Pole  von  resp.  pi  und  q^ ; 

2)  P  und  Qi  seien  die  Pole  von  resp.  pi  und  q; 

3)  /\  und  Q  seien  die  Pole  von  resp.  p  und  ^j ; 

4)  Pj   und  Qj   seien  die  Pole  von  resp.  p  und  q. 

Jede  dieser  vier  Annahmen  führt  zu  einer  Lösung  der  gegebenen 
Aufgabe.  Wenn  z.  B.  die  erste  Annahme  gemacht  wird,  so  suchen 
wir  auf  der  Geraden  PC  den  Punkt  (7,  welcher  durch  P  und 
dessen  Polare  pi  harmonisch  von  C  getrennt  ist,  und  ebc»nso  auf 
QB  den  Punkt  B\  welcher  von  B  liarmonisch  getrennt  ist  durch 
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Q  und  dessen  Polare  ^p  Diejenige  Curve  II.  Ordnung,  welche 
durch  die  fünf  Punkte  ABCB^O  hindiu-chgeht,  und  von  welcher 
nach  den  früher  angegebenen  Methoden  noch  beliebig  viele  Punkte 
bestimmt  werden  können,  befriedigt  dann  alle  Bedingungen.  Denn 
sie  ist  dem  Dreieck  ABC  umschiieben ;  und  da  durch  P  und  pi 
zwei  Paar  Curvenpunkte  -4,  B  und  C\  O  harmonisch  getrennt 
sind,  so  ist  P  der  Pol  von  p,,  also  der  Strahl  FP  oder  p  dem 
Strahle  pi  conjugirt,  ebenso  aber  auch  q  dem  Strahle  (/j,  so  dass 
je  zwei  einander  zugeordnete  Strahlen  des  Büschels  F  hinsichtlich 
der  Curve  conjugirt  sind. 

Hat  der  involutorische  Büschel  F  zwei  reelle  Ordnungsstrahlen, 
welche  also  von  der  gesuchten  CuiTe  IL  Ordnung  berührt  werden, 
80  können  wir  die  eben  gelöste  Aufgabe  auch  so  aussprechen: 
Um  ein  gegebenes  Dreieck  eine         Einem  gegebenen  Dreieck  eine 


Curve  IL  Ordnung  zu  beschrei- 
ben, welche  zwei  in  derselben 
Ebene  gegebene  Gerade  berührt. 


Curve  IL  Ordnung  einzuschrei- 
ben, welche  durch  zwei  in  der- 
selben El)ene  gegebene  Punkte 
hindurchgeht. 

Zugleich  aber  ergiebt  die  obige  Construction ,  dass  diese 
Doppelaufgabe  nur  dann  vier  reelle  Auflösungen  hat,  wenn  links 
die  beiden  Geraden  durch  keine  zwei  Eckpunkte  und  rechts  die 
beiden  Punkte  durch  keine  zwei  Seiten  des  gegebenen  Dreiecks 
von  einander  getrennt  sind.  Im  entgegengesetzten  Falle  giebt  es 
gar  keine  reelle  Lösung. 

Hat  der  Büschel  F  imaginäre  Ordnungsstrahlen ,   so  hat  die 
Aufgabe  vier  Lösungen.     Dieser  Fall  tritt  u.  A.  dann  ein,  wenn 
der  Büschel   ein  rechtwinkliger,   also  F  ein  Brennpunkt  der  ge- 
suchten Curve  ist  (wie  in  Fig.  81   angenommen  wurde),   so  dass 
wir  beiläufig  die  Aufgabe  gelöst  haben: 
,Die    vier   Curven    IL  Ordnung    zu    bestimmen,   welche   einem 
^gegebenen  Dreieck    umschrieben  sind,    und   einen   gegebenen 
;,Punkt  zum  Brennpunkt  haben." 
Möge  zum   Schluss   eine   Aufgabe   hier  Platz  finden,  welche 
zwar  nicht  vom  zweiten  Grade,  aber  doch  den  zuletzt  erörterten 
nahe  verwandt  ist,  nämlich: 


In  einer  Ebene  seien  ein  Drei- 
eck ABC  und  eine  involutori- 
sche Punktreihe  I.  Ordnung  u 
gegeben,   so  jedoch,   dass   kein 


In  einer  Ebene  seien  ein  Drei- 
eck und  ein  involutorischer 
Strahlenbüschel  I.  Ordnung  S 
gegeben,   so  jedoch,   dass  kein 


Ordnungspunkt  von  w  auf  einer  |  Ordnungsstrahl    von     ti    durch 
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Seite  des  Dreiecks  liegt,  uud  u 
durch  keinen  Eckpunkt  des  Drei- 
ecks gellt.  Es  soll  dem  Drei- 
eck eine  Curve  IL  Ordnung  um- 
schrieben werden,  so  dass  je 
zwei  einander  zugeordnete  Punkte 
von  w  hinsichtlich  der  Curve 
conjugirt  sind. 


einen  Eckpunkt  des  Dreiecks 
geht,  und  der  Mittelpunkt  von  6* 
auf  keiner  Seite  des  Dreiecks 
liegt.  Es  soll  dem  Dreieck  eine 
Curve    II.  Ordnung    so    einge- 


schrieben werden,  dass  je  zwei 
einander  zugeordnete  Strahlen 
von  S  hinsichtlich  der  Cune 
I  conjugirt  sind. 

Seien  den  Punkten  K  und  M  (Fig.  82),  in  denen  u  von  resp. 
AB  und  BC  geschnitten  wird,  die  resp.  Punkte  Ky  und  My  der 
involutorischen  Punkti*eihe  u  zugeordnet;  sei  ferner  K2  derjenige 
Punkt  von  A  jB,  welcher  durch  die  Curvenpuukte  A  und  B  har- 
monisch getrennt  ist  von  K^  und  M^  derjenige  Punkt  von  Bt\ 
welcher  durch  B  und  C  harmonisch  getrennt  ist  von  M,  Be- 
züglich der  gesuchten  Curve  ist  dann  K^  K2  die  Polare  des 
Punktes  K^  weil  sowohl  Ky  als  auch  Ä'2  dem  Punkte  K  conjugirt  ist; 
und  ebenso  ist  3/j  M2  die  Polare  von  M,  Ist  also  C*  der  Punkt, 
welcher  durch  K  und  K^  Ä2  harmonisch  getrennt  ist  von  C\  und 
ebenso  A*  der  Punkt,  welcher  durch  M  und  M^M^  harmonisch 
getrennt  ist  von  A^  so  geht  die  gesuchte  Curve  durch  die  fünf 
Piuikte  -4,  ß,  C\  A\  O.  Wirklich  sind,  wie  verlangt  wurde,  die 
Punkte  K  und  A'i  (und  ebenso  M  und  M{)  einander  hinsichtlich 
dieser  Cuitc  conjugirt,  weil  K  von  der  Geraden  K^K^  sowohl 
durch  die  Curvenpuukte  A  und  B,  als  auch  durch  C  imd  O  har- 
monisch getrennt  und  folglich  der  Pol  von  K^K^  ist. 

Wir  können  die  soeben  gelösten  Aufgaben  auch  >vie  folgt 
aussprechen  (vergl.  Seite  142): 


Durch  fünf  Punkte  der  Ebene, 
von  w^elchen  drei  reell  und  die 
übrigen  beiden  entweder  reell 
oder  conjugirt  imaginär  sind, 
und  von  denen  keine  drei  in 
einer  Geraden  liegen,  eine  Curve 


Einem  ebenen  Fünfeck,  von 
dessen  Seiten  drei  reell  und  di(* 
übrigen  beiden  entweder  reell 
oder  conjugirt  imaginär  sind, 
eine  Curve  IL  Ordnung  einzu- 
schreiben. 


IL  Ordnung  zu  legen. 

Jede  dieser  beiden  Aufgaben  hat  eine  reelle  Lösung. 


id 
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Fünfzehnter  Vortrag. 

Hauptaxen  nnd  Symmetrie-Ebenen,  Focalaxen  und  cycli- 
sehe  Ebenen  einer  Eegelfläche  zweiter  Ordnung. 


Die  Polaxentheorie  der  Kegelfläche  II.  Ordnung  folgt  ohne  Wei- 
teres, wie  schon  früher  (Seite  86)  hervorgehoben  wurde,  aus  der- 
jenigen der  Curve  IL  Ordnung.  Anders  verhält  es  sich  aber  mit  den 
Sätzen  der  Geometrie  des  Maasses,  welche  aus  der  Polarentheorie 
abgeleitet  werden  können;  dieselben  lassen  sich  keinesweges  von 
den  Curven  II.  Ordnung  durch  die  Methoden  des  Projicirens  und 
Schneidens  auf  die  Kegelflächen  IL  Ordnung  übertragen,  sind 
auch  zum  Theil  llir  diese  von  anderer  Art  als  für  jene,  und  müssen 
für  die  Kegelflächen  besonders  entwickelt  werden.  Doch  werden  uns 
hierbei  die  früheren  Untersuchungen  häufig  als  Vorbild  dienen. 

Wird  im  Strahlenbündel  eine  Kegelfläche  IL  Ordnung  ange- 
uommen,  so  sind  in  Bezug  auf  dieselbe  einer  beliebigen  Ebene  s 
des  Bündels  alle  Ebenen  conjugirt,  welche  durch  den  Polstrahl  e 
von  e  gehen.  Verbinden  wir  e  mit  dem  zu  e  normalen  Strahle 
des  Bündels,  so  erhalten  wir  eine  Ebene  s',  welche  zu  s  conjugirt 
und  zugleich  normal  ist.  Im  Allgemeinen  giebt  es  zu  einer  be- 
liebigen Ebene  s  des  Bündels  nur  eine  solche  „conjugirte  Normal- 
ebene^  8';  nur  wenn  eine  Ebene  a  zu  ihrem  Polstrahle  a  recht- 
winklig ist,  sind  alle  ihre  conjugirten  Ebenen  a'  zu  ihr  normal. 
lu  diesem  Falle  halbiren  a  und  a  die  Winkel,  welche  von  irgend 
zwei  mit  a  in  einer  Ebene  liegenden  Strahlen  der  Kegelfläche  ge- 
bildet werden ;  denn  a  und  a  sind  auf  einander  normal  und  trennen 
die  beiden  Strahlen  harmonisch  (Seite  86  und  37).  Die  Strahlen 
der  Kegelfläche  IL  Ordnung  liegen  also  paarweise  symmetrisch 
zu  der  Ebene  a,  und  wir  können  diese  eine  „Symmetrie-Ebene 
der  Kegelfläche^  nennen;  ihr  Polstrahl  a  wird  gewöhnlich  eine 
;,Hauptaxe"  der  Kegelfläche  genannt.  Jede  Symmetrie-Ebene  der 
Kegelfläche  steht  also  auf  ihrer  zugeordneten  Hauptaxe,  d.  h.  auf 
ihrem  Polstrahle  senkrecht. 

Wenn  eine  Ebene  e  sich  um  einen  Strahl  s  des  Büschels  dreht, 
so  beschreibt  ihr  Polstrahl  e  in  der  Polarebene  von  »,  und  der  zu 
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ihr  nonnale  Strahl  iu  der  zu  s  normalen  Ebene  des  Bündels  einen 
Strahleubüschel.  Die  beiden  so  beschriebenen  Strahlenbiisc-hel 
sind  aber  zu  dem  Ebenenbüscliel  s  und  folglich  auch  zu  einander 
projectivisch  und  erzeugen  im  Allgemeinen  einen  Ebenenbüschel 
IL  Ordnung.     Also : 

^Wenn    von   zwei    conjugirten   Normalebenen    des   Bündels    die 
;,eine  e  sich  um  eine  Axe  «  dreht,   so  beschreibt  die  andere  &' 
„im  Allgemeinen  einen  Ebenenbüschel  II.  Ordnung,  welcher  die 
„Polarebene  von  s  bezüglich  der  gegebenen  Kegelfläche  und  die 
„zu  s  normale  Ebene  des  Bündels  enthält 
Nur   dann   dreht   auch  e'  sich   um   eine  Axe  s',  wenn  die   beiden 
projectivischen   Strahlenbüschel   perspectivische   Lage,   also   einen 
Strahl  a  entsprechend  gemein  haben.     In  diesem  Falle  liegt  s  in 
einer  Symmetrie  -  Ebene  a,  von   welcher  a  der  Polstrahl   (die  zu- 
geordnete Hauptaxe)  ist;   und  weil  a  die  conjugirte  Noimalebene 
von  der  Ebene  sa  ist,  so  muss  auch  s'  in  a  liegen.     Also: 

„In   einer  Symmetrie  -  Ebene  a  der  KegelHäche   IL  Ordnung  i^t 
„jedem  Strahle  8  des  Bündels  ein  Strahl  »'  zugeordnet,  so  dass 
„je  zwei  zu  einander  normale  Ebenen  der  Büschel  s  und  0'  be- 
„ züglich  der  Kegelfläche  conjugirt  sind.^ 
Dieser   Satz   ist   demjenigen   analog,    mit    dessen   Hülfe   wir 
früher  (Seite  131)   zu  den  Brennpunkten  einer  Curve  IL  Ordnung 
gelangt  sind.     Es   wird   uns   zu   den   sogenannten   Focalaxen   der 
Kegelfläche  IL  Ordnung  führen;  doch  müssen  wir  vorher  die  Frage 
erledigen,   ob   und   wie  viele  Symmetrie -Ebenen  bei  einer  Kegel- 
fläche IL  Ordnung  existiren.    Wir  wollen  zunächst  beweisen,  dass 
die  Kegelfläche  mindestens  eine  Symmetrie- Ebene  besitzt. 

Sei  2  der  Ebenenbüschel,  welchen  die  conjugirten  Normal- 
ebenen  aller  durch  einen  beliebigen  Strahl  s  des  Bündels  gehenden 
Ebenen  bilden.  Ist  derselbe  von  der  I.  Ordnung,  so  ist  das  Vor- 
handensein einer  Symmetrie -Ebene  schon  bewiesen  (s.  o.);  wir 
nehmen  deslialb  an,  ü  sei  von  der  IL  Ordnung.  Zu  diesem  Ebenen- 
büscliel gehört  jede  Symmetrie -Ebene  der  gegebenen  Kegelfläche 
als  conjugirte  Normalebene  der  durch  s  und  die  zugeordnete 
Hauptaxe  gehenden  Ebene.  Alle  Ebenen  t^  nun,  welche  die  von 
i:  eingehüllte  Kegelfläche  in  zwei  Strahlen  schneiden,  ^ind  von 
den  übrigen  Ebenen  ^  des  Strahlenbündels  getrennt  durch  die 
B(4-ührungsebenen  dieser  Kegelfläche  (vergl.  Seite  79).  Ist  also  t 
die  Gerade,  in  welcher  die  conjugirten  Nornialebeneu  einer  Ebene  t, 
und  einer  Ebene  9  sich  schneiden,  so  bilden  die  conjugirten  Normal- 
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ebenen  aller  durch  t  gehenden  Ebenen  einen  Ebenenbüschel  T 
I.  oder  IL  Ordnung,  welcher  mit  2  mindestens  zwei  und  höchstens 
vier  reelle  Ebenen  gemein  hat.  Eine  dieser  gemeinschaftlichen 
Ebenen  ist  die  conjugirte  Normalebene  von  sf;  jede  andere  aber 
ist  zu  zwei  verschiedenen  ihr  conjugirten  Ebenen,  nämlich  zu  je 
einer  der  Büschel  8  und  /,  normal  und  folglich  auch  zu  ihrem  Pol- 
strahle, in  welchem  diese  beiden  Ebenen  sich  schneiden.  Und 
da  jede  zu  ihrem  Polstrahle  normale  Ebene  eine  Symmetrie-Ebene 
der  gegebenen  Kegelfläche  II.  Ordnung  ist,  so  giebt  es  deren 
mindestens  eine  und  im  Allgemeinen  höchstens  drei. 

Jede   Kegelfläche  IL  Ordnung    besitzt   also    mindestens    eine 
Symmetrie-Ebene  a  nebst  der  ihr  zugeordneten  Hauptaxe  a;   wir 
können  aber  leicht  zeigen,   dass   sich  in  der  Hauptaxe  a  allemal 
noch  zwei  Symmetrie-Ebenen  rechtwinklig  schneiden.    Wenn  man 
nämlich  in  der  Symmetrie-Ebene  a  je  zwei  Strahlen  des  Bündels 
einander  zuordnet,  welche  bezüglich  der  Kegelfläche  IL  Ordnung 
conjugirt    sind,    so    erhält    man   einen    involutorischen   Strahlen- 
büschel,  dessen   Axen  b  und   c  zwei  Hauptaxen  der  Kegelfläche 
sind;  denn  z.  B.  der  Strahl  b  ist  conjugirt  und  zugleich   normal 
zu  c  und  zu  a,  seine  Polarebene  ca  ist  folglich  zu  6  normal,  und 
somit  eine  Symmetrie-Ebene  der  Kegelfläche.    Ist  insbesondere  der 
involutorische  Strahlenbüschel  a  ein  rechtwinkliger,  so  ist  demnach 
jeder  Strahl  desselben  eine  Hauptaxe  und  jede  durch  a  gehende 
Ebene  eine  Symmetrie-Ebene.    Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  in 
diesem  besonderen  Falle  die  Kegelfläche  IL  Ordnung  eine  Rotations- 
fläche (also  eine  gerade  Kreiskegelfläche)  ist,  welche  a  zur  Rotations- 
axe  hat.     Wir  haben  so  bewiesen: 
^Eine  Kegelfläche  IL  Ordnung  hat  im  Allgemeinen  drei  Symme- 
,trie-Ebenen,  welche  sich  in  den  drei  Hauptaxen  a,  6,  c  recht- 
„winklig   schneiden,    also    ein   rechtwinkliges    Poldreikant    der 
„Kegelfläche  bilden.     Nur  die   Rotations-Kegelfläche  hat  nicht 
„drei,   sondern   unendlich  viele  Symmetrie- Ebenen ,   welche  bis 
„auf  eine  einzige  durch  die  Rotationsaxe  gehen.*' 
Wir  wollen   nun  zu  dem   Satze  zurückkehren,   welcher  uns 
vorhin  an   die  Lehre  von  den  Brennpunkten  der  Curven  IL  Ord- 
nung erinnerte.     Zunächst  setzen  wir  fest: 
^Die   Axe  /  jedes  Ebenenbüschels    I.  Ordnung,   von   welchem 
„je  zwei  zu  einander  normale  Ebenen  hinsichtlich  einer  Kegel- 
,fläche    IL  Ordnung   conjugirt   sind,    soll   eine   Focalaxe   der 
„Kegelfläche  heissen.^ 
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Wenn  also  eine  Ebene  sich  um  eine  Focalaxe  /  dreht,  so  be- 
schreibt ilue  conjugirte  Normalebene  gleichfalls  den  Büschel  /, 
und  die  Axe  /  muss  folgHch  (Seite  152)  in  einer  Symmetrie-Ebene 
der  Kegelfläche  liegen.  Eine  Hauptaxe  ist,  wie  leicht  einzusehen, 
nur  dann  zugleich  Focalaxe  der  Kegelfläche,  wenn  diese  eine  Rota- 
tionsfläche und  die  Hauptaxe  ihre  Rotationsaxe  ist.  Die  Rota- 
tions-Kegelflächen,  welche  wir  fortan  ausschliessen,  haben  übrigens 
nur  eine  P^ocalaxe,  nämlich  eben  die  Rotationsaxe.  —  Die  Ver- 
bindungsebene von  zwei  reellen  Focalaxen  /  und  /'  ist  eine  Symme- 
trie-Ebene der  Kegelfläche ,  weil  sie  den  beiden  dui'ch  /  und  /' 
gehenden  und  zu  ihr  normalen  Ebenen  coujugirt  ist.  Durch  keine 
Focalaxe  kann  an  die  Kegelfläche  eine  reelle  Berührungsebene 
gelegt  werden  (vergl.  Seite  130). 

Eine  Symmetrie-Ebene  a  der  Kegelfläche  II.  Ordnung  wird 
nun  von  zwei  beliebigen  conjugirten  Normalebenen  in  zwei  solchen 
Strahlen  s  und  s*  geschnitten,  dass  jede  durch  s  gehende  Ebene 
zu  einer  durch  s*  gehenden  conjugirt  und  normal  ist  (^Seite  152). 
Die  beiden  Büschel  s  und  s*  conjugirter  Normalebenen  sind  aber 
projectivisch,.und  werden  von  einer  zweiten  Symmetrie-Ebene  ß  in 
zwei  projectivischen  Strahlenbüscheln  geschnitten.  Letztere  haben 
involutorische  Lage,  weil  je  zwei  homologe  Strahlen  derselben  in 
der  nämlichen  Beziehung  wie  $  und  s*  zu  einander  stehen,  und 
die  Ordnungsstrahlen  des  nivolutorischen  Strahlenbüschels  p  sind 
Focalaxen  der  Kegelfläche.  Sind  diese  Ordnungsstrahlen  imaginär, 
so  giebt  es  (vergl.  Seite  130)  zwei  Axen,  aus  welchen  der  involuto- 
rische Büscliel  ß  durch  zwei  rechtwinklige  Ebenenbüschel  projicirt 
wird  und  welche  zwei  reelle  Focalaxeii  der  Kegelfläche  sind.  Mehr 
als  zwei  reelle  Focalaxen  kann  die  Kegelfläche  nicht  haben,  weil 
die  Verbindungsebene  von  zwei  reellen  Focalaxen  allemal  eine 
Symmetrie-Ebene  ist,  und  diese  nicht  raelir  als  zwei  Focalaxen 
enthalten  kann,  und  weil  nur  bei  der  Rotationskegel  fläche  eine 
Focalaxe  zugleich  Hauptaxe  ist. 

Durch  die  beiden  reellen  Focalaxen  /  und  /'  der  Kegelfläche 
II.  Ordnung  sind  je  zwei  conjugirte  Normalebenen  harmonisch  ge- 
trennt; denn  diese  schneiden  die  Symmetrie-Ebene  //'  in  zwei 
zugeordneten  Strahlen  des  involutorischen  Büschels,  von  welchem 
/  und  /'  die  Ordiiungsstrahlen  sind.  Insbesondere  sind  durch 
/  und  /'  auch  die  übrigen  beiden  Symmetrie-Ebenen  harmonisch 
getrennt,  und  die  von  /  und  /'  gebildeten  Winkel  werden  f<dglich 
von  zwei  Hauptaxen  halbirt    Wir  köimen  hiernach  die  drei  Haupt- 
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axen  der  Kegelfläche  wie  folgt  unterscheiden:  die  erste  steht  auf 
der  Ebene  //'  senkrecht  und  liegt  ausserhalb  der  Kegelfläche, 
die  zweite  liegt  innerhalb  und  die  dritte  ausserhalb  der  Kegel- 
fläche in  der  Ebene  j'f.  Von  den  drei  Symmetrie-Ebenen  enthält 
die  erste  die  beiden  reellen"  Focalaxen  /  und  /',  die  zweite  liegt 
ganz  ausserhalb  der  Kegelfläche  und  die  dritte  schneidet  ebenso 
wie  die  erste  die  Kegelfläche  in  zwei  reellen  ;,Scheitel-Strahlen^ ; 
die  zweite  und  dritte  Symmeti'ie- Ebene  enthalten  je  zwei  con- 
jugirt-ünaginäre  P^ocalaxen  der  Kegelfläche. 

Die  Halbirungsebenen  der  Flächenwinkel,  welche  von  zwei  Be- 
rührungsebenen der  Kegelfläche  gebildet  werden,  sind  conjugirte 
Normalebenen  und  somit  harmonisch  getiennt  durch  die  beiden 
reellen  Focalaxen  /  und  /' ;  sie  halbiren  also  auch  die  Winkel 
der  beiden  Ebenen,  welche  die  Schnittlinie  t  der  beiden  Berührungs- 
ebenen mit  /  und  /'  verbinden.  Ebenso  beweist  man  den  Satz 
(vergl.  Seite  133): 

^Jede  Berührungsebene  einer  Kegelfläche  IL  Ordnung  bildet 
;,gleiche  Winkel  mit  den  beiden  Ebenen,  welche  ihren  Berührungs- 
;,strahl  mit  den  reellen  Focalaxen  der  Fläche  verbinden.*' 

Ist  nim  g  der  Gegenstrahl  von  /  bezüglich  der  einen  von  zwei 
Berührungsebenen,  die  sich  in  einem  Strahle  t  schneiden,  und  g* 
derjenige  von  /'  bezüglich  der  anderen,  so  bilden  also  die  Ebenen 
1^  und  tf*  dieselben  Winkel  mit  einander  wie  if  und  ig*\  und 
weil  ausserdem  <;itg  =  <:^tf  und  <:;itf'  =  <^tg*  ist,  so  sind 
die  beiden  Dreikante  gtf'  und  fig'  congruent  und  können  durch 
Drehung  um  ihre  gemeinschaftliche  Kante  t  zur  Deckung  gebracht 
werden.  Die  Kantenwinkel  gf  und  fg'  sind  daher  gleich ;  nur 
der  eine  derselben  ändert  seine  Lage,  nicht  aber  seine  Grösse, 
wenn  die  eine  der  beiden  Berührungsebenen  an  der  Kegelfläche 
fortrollt     Daraus  folgt: 

;,Die  Gegenstrahlen  einer  Focalaxe  /  bezüglich  aller  Berührungs- 
;,ebenen  der  Kegelfläche  IL  Ordnung  liegen  auf  einer  Rotations- 
^^Kegelfläche,  welche  die  zweite  Focalaxe  /'  zur  Rotations- 
,axe  hat." 

Nach  dem  vorletzten  Satze  muss  jeder  dieser  Gegenstrahlen 
mit  der  anderen  Focalaxe  und  dem  Berührungsstrahle  der  zuge- 
hörigen Berührungsebene  in  einer  Ebene  liegen;  und  da  der  Be- 
rührungsstrahl mit  der  ersten  Focalaxe  dieselben  Winkel  bildet, 
wie  mit  ihrem  Gegenstrahle,  so  ergiebt  sich  noch: 
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;,Die  Summe  resp.  Diflferenz  der  beiden  Winkel,  welche  ein  be- 
,,liebiger  Sti'ahl  der  Kegelfläche  mit  den  beiden  reellen  Focal- 
^axen  /  und  /'  bildet,  ist  constant.^ 
Jenachdem  Sie  den  einen  oder  den  anderen  der  beiden  Neben- 
winkel benutzen,  welche  der  Strahl  mit  der  einen  Focalaxe  bildet, 
erhalten  Sie  eine  constante  Summe  oder  eine  constante  Differenz, 
Aus  dem  Satze  folgt,  dass  die  Kegelfläche  von  ihrer  ersten  Symme- 
trie-Ebene //'  einen  grösseren  Winkel  einschliesst  als  von  der 
dritten. 

Von  einer  zu  der  Focalaxe  /  normalen  Ebene  wird  die  Kegel- 
fläche in  einer  Curve  II.  Ordnung  geschnitten,  von  welcher  ein 
Brennpunkt  auf /liegt;  denn  je  zwei  bezüglich  der  Curve  conjugirte 
Strahlen  dieses  Punktes  sind  auf  einander  normal,  weil  sie  in 
zwei  conjugiiiien  Normalebenen  von  /  liegen.  Wir  können  deshalb 
zwei  früher  bewiesene  Sätze  (Seite  134  und  137)  ohne  Weiteres 
in  folgender  Form  auf  die  Kegelfläche  übertragen: 

,,Wird  eine  Focalaxe  /  einer  Kegelfläche  IL  Ordnung  ver- 
„bunden  mit  den  Berührungsstrahlen  und  pait  der  Schnittlinie 
;,von  zwei  «Berührungsebenen,  so  bildet  die  letztere  Verbindungs- 
;,  ebene  gleiche  Winkel  mit  den  beiden  ersteren.^ 

„Die  projectivischen  Strahlenbüschel,  in  welchen  zwei  Berüh- 
„rungsebenen  einer  Kegelfläche  IL  Ordnung  die  übrigen  schneiden, 
„werden  aus  jeder  Focalaxe  /  der  Fläche  durch  zwei  gleiche 
„und  einstimmig  projectivische  Ebenenbüschel  projicirt." 

Wir  wenden  uns  nunmehr  zu  den  „cyclischen  Ebenen*^ 
der  Kegelflächen  IL  Ordnung,  welche  in  gewisser  Hinsicht  den 
Focalaxen  reciprok  sind  und  folgendermassen  definirt  werden 
können : 

„Die  Ebene  jedes  Sti'ahlenbüschels  L  Ordnung,  von  welchem 
„je  zwei  zu  einander  normale  Strahlen  hinsichtlich  einer  Kegel- 
„fläche  IL  Ordnung   conjugirt  sind,   soll  eine  cyclische  Ebene 
,der  Kegelfläche  heissen.^ 
Man  nennt  diese  Ebene  deshalb  eine  „cyclisdie^,  weil  jede  zu  ihr 
parallele  Schnittcurve  der  Kegelfläche  ein  Kreis  ist;  nämlich  der 
Mittelpunkt   einer  solchen   Curve  IL  Ordnung  liegt  auf  dem  Pol- 
strahle der  Ebene,  und  je  zwei  conjugirte  Durchmesser  der  Curve 
sind  zu  einander  normal,  weil  sie  zu  zwei  conjugirten  Strahlen  des 
in  der  Definition  genannten  Strahlenbüschels  parallel  laufen.    Eine 
Symmetrie-Ebene  ist  demnach  nur  dann  zugleich  cyclische  Ebene 
der  Kegelfläche,   wenn  diese  eine  Rotationsfläche,  und  wenn  ihre 
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Rotationsaxe  die  zu  der  Syniraetrie-Ebene  normale  Ilaiiptaxe  ist. 
Die  Rotationskegelflächen ,  welche  wir  wiederum  ausschliessen 
wollen,  haben  übrigens  nur  diese  eine  cyclische  Ebene. 

Eine  cyclische  Ebene  kann  mit  der  Kegelfiäche  keinen  reellen 
Strahl  gemein  haben,  weil  sonst  ein  reeller  Strahl  der  Ebene  sich 
selbst  conjugirt  wäre.  Zwei  reelle  cyclische  Ebenen  scheiden  sich 
in  einer  Hauptaxe,  nämlich  in  einer  Geraden,  zu  welcher  in  jeder 
der  Ebenen  ein  Strahl  conjugirt  und  normal  ist.  Bezeichnen  wir 
überhaupt  zwei  Strahlen  des  Bündels,  welchem  die  Kegelfläche 
angehört,  als  ^conjugirte  Normalstrahlen^,  wenn  sie  zu  einander 
normal  und  hinsichtlich  der  Kegelfläche  conjugirt  sind,  so  ist  leicht 
einzusehen,  dass  zu  jedem  Strahle  /  des  Bündels  (die  drei  Haupt- 
axeu  ausgenommen)  nur  ein  conjugirter  Normalstrahl  Z'  existirt; 
in  /'  nämlich  schneiden  sich  die  Polarebene  und  die  Normalebene 
des  Strahles  1. 

Wenn  nun  der  Strahl  l  im  Bündel  einen  beliebigen  Strahlen- 
büschel 8  beschreibt,  so  beschreiben  seine  Polar-  und  seine  Normal- 
ebene zwei  zu  s  projectivische  Ebenenbüschel,  und  es  ergiebt  sich: 
;,Wenn  ein  Strahl  l  im  Bündel  sich  in  einer  Ebene  e  bewegt, 
;,8o  beschreibt  sein  conjugirter  Normalstrahl  V  im  Allgemeinen 
;,eine  Kegelfläche  IL  Ordnung,  welche  durch  den  Polstrahl  und 
„die   Normale   der  Ebene   e,   ausserdem   aber   durch   die   drei 
„Hauptaxen   der  gegebenen  Kegelfläche   geht.      Nur  dann   be- 
^schreibt  auch  V  einen  Strahlenbüschel  I.  Ordnung  e',  wenn  e 
^durch    eine   der  drei  Hauptaxen  .geht,    und   in  diesem  Falle 
^enthält  auch  e'  diese  Hauptaxe." 
Xiimlich   in   diesem  Specialfalle  liegen  die  beiden  zu  e  projectivi- 
schen  Ebenenbüschel  perspectivisch.     Die  Beziehung  zwischen  den 
conjugirten   Normalstrahlen    des   Bündels    ist   eine  involutorische 
zweiten  Grades,  welche  ebenso  wie  diejenige  zwischen  den  con- 
jugirten Normalebenen  zur  Bestimmung  der  Hauptaxen  der  Kegel- 
fläche IL  Ordnung  benutzt  werden  kann.    Sie  fuhrt  zu  allen  cycli- 
schen  Ebenen  der  Kegelfläche,  d.  h.  zu  allen  denjenigen  Ebenen  e, 
welche  mit  den  zugehörigen  Ebenen  e'  zusammenfallen. 

Die  Ebenen  einer  Hauptaxe  a  sind  paarweise  einander  zu- 
geordnet, so  dass  je  zwei  conjugirte  Normalstrahlen  l  und  V  alle- 
mal in  zwei  zugeordneten  Ebenen  e  und  e'  von  a  liegen,  und  zwar 
sind  die  beiden  Büschel  e  und  e'  conjugirtc^r  Normalstrahlen,  wie 
aus  dem  Vorhergehenden  sich  ergiebt,  zu  einander  projectivisch. 
Aus  einer  zweiten  Haux)taxe  b  werden  diese  Büschel  durch  zwei 
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projectivische  Ebenenbüschel  projicirt,  welche  involutorische  La^e 
haben;  denn  je  zwei  homologe  Ebenen  derselben  stehen  in  der- 
selben Wechselbeziehung  zu  einander,  wie  die  Ebenen  e  und  s'. 
Die  beiden  Ordnungsebenen  dieses  involutorischen  Büschels  6  aber 
sind  cyclische  Ebenen  der  gegebenen  Kegelfläche  IL  Ordnung,  wi(» 
ohne  Weiteres  einleuchtet. 

Durch  jede  der  drei  Hauptaxen  gehen  also  zwei  cyclische 
Ebenen  der  Kegelfläche;  dieselben  sind  jedoch  conjugirt-imaginär 
für  zwei  der  Hauptaxen,  und  nur  in  der  dritten  Hauptaxe  schneiden 
sich  zwei  reelle  cyclische  Ebenen  x  und  x'.  Denn  gäbe  es  mehr 
als  zwei,  etwa  drei,  reelle  cyclische  Ebenen,  so  müssten  sich  die- 
selben in  den  drei  Hauptaxen  schneiden,  also  mit  den  Symmetrie- 
Ebenen  zusammenfallen,  was  nach  früheren  Bemerkungen  unmög- 
lich ist.     Also: 

;,Es  giebt  zwei  Büschel  paralleler  Ebenen,  welche  eine  beliebige 
„Kegelfläche  II.  Ordnung  in  Kreisen  schneiden;   diese  Büschel 
„gehen  durch  die  reellen  cyclischen  Ebenen  x  und  x'  der  Kegel- 
„  fläche." 
Durch  X  und  x'  sind  zwei  Hauptaxen  und  überhaupt  je  zwei 
conjugirte   Normalstrahlen    hannonisch   getrennt;   denn   diesellien 
liegen  in  zwei  zugeordneten  Ebenen  des  involutorischen  Büschels, 
von  welchem  x  und  x'  die  Ordnungselemente  sind.     Von  den  drei 
Symmetrie- Ebenen  der  Kegelfläche  halbiren  folglich  zwei,  die  von 
den   cyclischen   Ebenen   x   und   x'  gebildeten   Flächenwinkel,    die 
dritte  steht  auf  x  und  x'  normal.  —  Da  die  Halbirungslinien  der 
Winkel,  welche  von  irgend  zwei  Strahlen  der  Kegelfläche  gebildet 
werden,  zwei  conjugirte  Normalstrahlen,  also  durch  x  und  x'  har- 
monisch getrennt  sind,  so  ergiebt  sich  der  Satz: 

„Bringt  man  die  Verbindungsebene  von  zwei  beliebigen  Strahlen 
„der  Kegelfläche  mit  den  cyclischen  Ebenen  zum  Durchschnitt, 
„so  bildet  die  eine  Schnittlinie  mit  dem  einen  Strahle  denselben 
„Winkel,  wie  der  andere  Strahl  mit  der  anderen  Schnittlinie.- 
Ebenso  leicht  beweist  man: 

„Der  ebene  Winkel,   welchen  die  cyclischen  Ebenen  auf  irgend 

„einer  Berührungsebene   der  Kegelfläche   begrenzen,    wird   von 

„dem  Berührungsstrahle  halbirt.^ 

Zwei  conjugirte  Normalstrahlen  sind  harmonisch  getrennt  durch 

die  Berührungsebenen  von  je  zwei  Strahlen  der  Kegelfläche,  welche 

mit  einem  von   ihnen  in  einer  Ebene  liegen;   hieraus  können  Sie 

ohne  Schwierigkeit  die  Folgerung  ziehen: 
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^Bringt  man   eine  cyclische  Ebene  zum  Durchsdinitt  mit  zwei 
,Berührungsebenen  der  Kegelfläche  und  mit  der  Verbindungs- 
^ebene   der   beiden  Berührungsstrahlen,    so   bildet  die  letztere 
^Schnittlinie  gleiche  Winkel  mit  den  beiden  ersteren." 
Nehmen   Sie   noch   eine   dritte,    bewegliche  Berührungsebene   zu 
Hülfe,  so  können  Sie  (nach  Analogie  von  Seite  137)  weiter  schliessen : 
^Die  Ebenen,   durch  welche  ein  beweglicher  Strahl  der  Kegel- 
;,fläche  IL  Ordnung  aus  zwei  festen  Strahlen  derselben  projicirt 
;,wird,  begrenzen  auf  jeder  der  beiden  reellen  cyclischen  Ebenen 
^Winkel  von  constanter  Grösse.     Zwei  projectivische  Ebenen- 
„büschel,  welche  die  Kegelfläche  erzeugen,  werden  folglich  von 
Jeder  cyclischen  Ebene  in  zwei  projectivisch  gleichen  Strahlen- 
^büscheln  geschnitten." 
Die   meisten   dieser  Sätze   über   die   cyclischen  Ebenen  imd 
noch  manche  andere  lassen  sich  auch  aus  analogen  Sätzen  über 
die  Focalaxen  der  Kegelflächen  IL  Ordnung  ableiten,  wenn  man 
rechtwinklig  auf  einander  bezogene  Strahlenbündel  zu  Hülfe  nimmt. 
Wir  nennen  zwei  Bündel  S  und  Sj  rechtwinklig  auf  einander  be- 
zogen, wenn  jeder  Ebene  des  einen  der  zu  ihr  normale  Strahl  des 
anderen  zugewiesen  ist,  also  auch  jedem  Ebenenbüschel  des  einen 
ein  zu  ihm  projectivischer  Strahlenbüschel  des  anderen,   dessen 
Ebene  auf  der  Axe  des  Ebenenbüschels   normal   ist.     Vier  har- 
monischen Ebenen  des  einen  Bündels  entsprechen  demnach  alle- 
mal vier  harmonische  Strahlen  des  anderen,  welche  beziehlich  zu 
jenen  Ebenen  normal  sind.     Zwei  Elemente  des  Bündels  S  bilden 
dieselben  Winkel  mit  einander,  wie  die  ihnen  entsprechenden  Ele- 
mente des  Bündels  £^]. 

Den  Strahlen  einer  Kegelfläche  IL  Ordnung  des  Bündels  S 
entsprechen  dann  aber  die  Berührungsebenen  einer  Kegelfläche 
IL  Ordnung  von  Sj ;  denken  wir  uns  jene  durch  zwei  projectivische 
Ebenenbüschel  erzeugt,  so  erscheint  diese  als  Erzeugniss  der  ent- 
sprechenden beiden  projectivischen  Strahlenbüschel.  Zwei  Strahlen, 
welche  durch  die  eine  Kegelfläche  harmonisch  getrennt  sind,  ent- 
sprechen ferner  zwei  Ebenen,  welche  durch  zwei  Berührungsebenen 
der  anderen  Kegelfläche  harmonisch  getrennt  sind;  woraus  folgt, 
dass  überhaupt  conjugirten  Elementen  allemal  conjugii-te  Elemente 
entsprechen.  Zwei  zu  einander  normalen  Strahlen  oder  Ebenen, 
welche  bezüglich  der  einen  Kegelfläche  conjugirt  sind,  entsprechen 
demnach  zwei  zu  einander  normale  Ebenen  resp.  Strahlen,  welche 
conjugirt   sind   bezüglicli    der   anderen    Kegelfläche.      Und  jeder 
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cyclischeii  Ebene  der  einen  Kegelfläehe  entspricht  folglich  eine 
Focalaxe  der  anderen,  desgleichen  jeder  Symmetrie-Ebene  eine 
Hauptaxe.  Wir  können  deshalb  die  Eigenschaften  der  Focalaxen 
ohne  Weiteres  in  solche  der  cyclischen  Ebenen  einer  Kegelfläche 
II.  Ordnung  übersetzen,  und  erhalten  so  beispielsweise  den  Satz 
(vergl.  Seite  15Ü): 

;,Die  Summe  resp.  Differenz  der  beiden  Winkel,  welche  eine 
;,beliebige  Berührungsebene  der  Kegelfläche  mit  den  beiden 
;,reellen  cyclischen  Ebenen  bildet,  ist  constant.^ 

Sind  zwei  rechtwinklig   auf  einander   bezogene  Kegelflächen 

IL  Ordnung  gegeben,   so  entspricht  jeder  von  der  einen  K^el- 

fläche  ausgeschlossenen  Ebene  ein  zu  ihr' normaler,  von  der  anderen 

Kegelfläche  eingeschlossener  Strahl.     Und  wenn  von  allen  ebenen 

Winkeln,  welche  die  zweite  Kegelfläche  einschliesst,  derjenige  der 

grösste  ist,  in   welchem  die  reellen  Focalaxen  /,  /'   der  Hächo 

liegen,    so   muss  folglich   von  allen  Flächenwinkeln,    welche  die 

erstere  Kegelfläche  ausschliesst,  der  ihre  reellen  cyclischen  Ebenen 

enthaltende  der  grösste  sein.    Da  nun  in  der  That  eine  Kegelfläehe 

II.  Ordnung  von  ihrer  ersten  Symmetrie-Ebene  //'  einen  grösseren 

Winkel  einschliesst  als  von  ihrer  dritten  (Seite  156),  so  finden  wir: 

;,Die    reellen    cyclischen    Ebenen    x    und   x'   einer    Kegelfläche 

^11.  Ordnung  schneiden  sich  in   der  dritten  Hauptaxe,    welche 

^mit  der   zweiten   Hauptaxe   und  den  beiden  reellen  Focalaxen 

^in  einer  Ebene,  aber  ausserhalb  der  Kegelfläche  liegt.** 

Die   beiden   ersten    Symmetrie -Ebenen    der    Kegelfläche    halbiren 

demnach   die  von  x  und  x'  gebildeten  Flächenwinkel,  dagegen  i^t 

die  dritte  Symmetrie-Ebene  zu  x  und  x'  normal. 


Constructions-Aiifffaben  und  Lehrsätze. 


Harmonische  Gebilde. 

1.  Zu  drei  Elementen  eines  einförmigen  Grundgebildes  das 
vierte  harmonische  zu  construiren  (Seite  34  und  38). 

2.  Nach  dem  (unzugänglichen)  Schnittpunkte  von  zwei  Ge- 
raden aus  einem  gegebenen  Punkte  ihrer  Ebene  eine  dritte  Ge- 
rade zu  ziehen  (Seite  3  und  36). 

3.  Ohne  Benutzung  des  Cirkels  eine  Strecke  AC  zu  halbiren, 
wenn  eine  Parallele  der  Geraden  A  C  gegeben  ist  (Seite  38), 

4.  In  der  Ebene  sind  gegeben  ein  Parallelogramm  und  eine 
beUebige  Strecke  A  C\  ohne  Hülfe  des  Cirkels  soll  A  C  halbirt 
und  zu  Ä  C  eine  Parallele  construirt,  sodann  A  C  ver-?i-facht  oder 
in  n  gleiche  Theile  zerlegt  werden  (Seite  38). 

5.  Sind  A^  B^  C^  D  vier  harmonische  Punkte  und  beschreibt 
man  über  dem  Durchmesser  A  C  einen  Kreis,  von  welchem  Ä  ein 
beliebiger  Punkt  ist,  so  wird  derjenige  Kreisbogen,  welcher  inner- 
halb des  Winkels  BSD  liegt,  entweder  von  A  oder  von  C  hal- 
birt (Seite  37). 

6.  Zwischen  den  Schenkeln  a,  h  eines  Winkels  ist  eine  Ge- 
rade i4  ß  so  zu  ziehen ,  dass  sie  in  einem  gegebenen  Punkte  P 
halbirt  wird,  oder  auch  so,  dass  der  Punkt  A  die  Strecke  PB 
halbirt  (Seite  37). 


Projectivische  Verwandtschaft  einfttrmiger  Grundgebilde. 

7.  Zwei  Punktreihen  tt,  W|  werden  perspectivisch  auf  einander 
bezogen  und  sodann  in  schiefe  Lage  gebracht,  also  beliebig 
gegen  einander  verschoben.  Es  sind  die  Verbindungslinien  ihrer 
homologen  Punkte  zu  zeichnen,  d.  h.  der  von  u  und  W|  erzeugte 
Strahlenbüschel  II.  Ordnung. 

8.  Zwei  Strahlenbüschel  werden  perspectiviscli  auf  einander  be- 
zogen und  sodann  in  schiefe  Lage  gebracht,  z.  B.  gegen  einander  ver- 
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dreht;  die  von  ihnen  erzeugte  Curve  II.  Ordnung,  auf  welcher  die 
Schnittpunkte   ihrer  homologen  Strahlen  liegen,   ist  zu  zeichneu. 

9.  Zwei  Punktreihen  u  und  M|  liegen  perspectivisch  zu  einer 
dritten  «2  5  ^^^'  ^^^^  "  ^^^  ^i  erzeugte  Strahlenbüschel  II.  Onl- 
nung  ist  zu  zeichnen. 

10.  Zwei  Strahlenbüschel  S  und  Ä,  liegen  perspectivisch  zu 
einer  dritten  aS^  ;  die  von  ihnen  erzeugte  Curve  IL  Ordnung  ist 
zu  zeichnen. 

11.  Von  zwei  projectivischen  Punktreihen  m  und  M|  sind  drei 
Paare  einander  entsprecliender  Punkte  A  und  A^^  B  und  /i|. 
C  und  Ci  gegeben;  zu  einem  beliebigen  Punkte  D  von  w  ist  der 
entsprechende  Punkt  D^  von  «|  zu  construiren  (Seite  49  und  5^\ 
überhaupt  ist  der  von  «  und  ?/|  erzeugte  Strahlenbüschel  L  oder 
IL  Ordnung  zu  zeichnen.  Der  erste  Theil  der  Aufgabe  ist  auch  für 
den  Fall  auszuführen,  wenn  «  und  i/|  in  derselben  Geraden  liegen. 

12.  Zu  der  vorhergehenden  Aufgabe  die  reciproke  aufzu- 
stellen und  auszuführen  (Seite  58). 

13.  Liegen  die  Eckpunkte  eines  einfachen  Sechsecks  AQ 
BA^  CBi  abwechselnd  auf  zwei  Geraden  n  und  M|,  etwa  A^  B.  C 
auf  n  und  il|,  J3|,  C|  auf  Mj,  so  liegen  auch  die  Schnittpunkte 
i42,  Ä»,  62  der  drei  Paar  Gegenseiten  desselben  auf  einer  Ge- 
raden «2  (Seite  G8).  —  Die  den  Satz  erläuternde  Figur  ist  ebenso 
wie  die  früher  (Seite  4)  besprochene  Fig.  3  wegen  ihrer  Ri^el- 
mässigkeit  beachtenswerth ;  sie  besteht  nämlich  aus  neun  Punkten, 
die  zu  dreien  auf  neun  Geraden  liegen,  und  diese  neun  Geraden 
gehen  zu  dreien  durch  jene  neun  Punkte.  Durch  dieselbe  Figur 
wird  auch  der  reciproke  Satz  dargestellt.     Wie  lautet  derselbe? 

M.  In  dem  einen  von  zwei  i>erspectivischen  Strahlenbüscheln 
sollen  züvei  zu  einander  normale  Strahlen  construirt  werden,  welchen 
in  dem  anderen  Büschel  zwei  gleichfalls  zu  einander  normale 
Strahlen  entsprechen.     Aus   der  Auflösung  dieser  Aufgabe  folgt: 

15.  In  zwei  projectivischen  Strahlenbüscheln,  deren  Mittel- 
punkte nicht  unendlich  fern  liegen,  giebt  es  allemal  zwei  einander 
entsprechende  rechte  Winkel. 

16.  Liegen  ein  Strahlenbüschel  6'  und  ein  Ebenenl)üsehel  w 
perspectivisch,  so  steht  die  Axe  des  letzteren  normal  auf  einem 
der  beiden  zu  einander  rechtwinkligen  Strahlen  von  S,  welchen 
in  u  zwei  zu  einander  rechtwinklige  Ebenen  entsprechen.  Von 
dieser  Bemerkung  ausgehend,  findet  man,  dass  die  folgenden  l>eiden 
Aufgaben  je  zwei  Ij<)sungen  haben. 
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17.  Gegeben  ein  Strahlenbüschel  S  und  ein  zu  ihm  projec- 
tivischer  Ebenenbüschel  «;  es  soll: 

a.  durch  irgend  einen  Punkt  eine  Ebene  gelegt  werden,  welcher 
den  Ebenenbüschel  u  in  einem  mit  S  congruenten  Strahlen- 
büschel schneidet; 

b.  eine  Axe  construirt  werden,  aus  welcher  der  Strahlenbüschel 
S  durch  einen  mit  w  congruenten  Ebenenbüschel  projicirt  wird. 

18.  Einen  Strahlenbüschel  S  und  einen  Ebenenbüschel  u  in 
solche  gegenseitige  Lage  zu  bringen,  dass  drei  gegebene  Ebenen 
a,  ß,  Y  des  letzteren  durch  drei  gegebene  Strahlen  a,  6,  c  des 
ersteren  gehen  (Aufg.  17). 

19.  Die  Mantelfläche  aßy  eines  dreiseitigen  Prismas  in  einem 
Dreieck  abc  zu  schneiden,  welches  einem  gegebenen  Dreieck  «i  6|  cj 
ähnlich  ist  Diese  Aufgabe  kann  auf  die  vorhergehende  zurück- 
geführt werden. 
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20.  Von  einer  Curve  II.  Ordnung  sind  gegeben  fünf  Punkte, 
oder  vier  Punkte  und  die  Tangente  von  einem  derselben,  oder  drei 
Punkte  und  die  Tangenten  von  zwei  derselben;  die  Curve  zu  con- 
struiren  mittelst  projectivischer  Strahlenbüschel  (Seite  58  —  60). 

21.  Von  einem  Büschel  IL  Ordnung  sind  gegeben  fünf  Strahlen, 
oder  vier  Strahlen  und  der  Berührungspunkt  von  einem  derselben, 
oder  drei  Strahlen  und  die  Berührungspunkte  von  zwei  derselben; 
den  Büschel  zu  construiren  mittelst  projectivischer  Punktreihen 
(Seite  58—60). 

22.  Die  drei  Aufgaben  20  mit  Hülfe  des  Pascarschen  Satzes 
zu  lösen,  und  namentlich: 

a.  auf  beliebigen  Geraden,  welche  durch  je  einen  schon  be- 
kannten Curvenpunkt  hindurchgehen,  jedesmal  den  zweiten 
Curvenpunkt  zu  bestimmen; 

b.  an  jedem  gegebenen  oder  construirten  Punkte  der  Curve  die 
Tangente  zu  zeichnen  (Seite  66). 

23.  Die  drei  Aufgaben  21  mit  Hülfe  des  Lehrsatzes  von 
Brianchon  zu  lösen,  und  namentlich: 

a.  durch  beliebige  Punkte  eines  schon  bekannten  Strahles  jedes- 
mal den  zweiten  Strahl  des  Büschels  IL  Ordnung  zu  ziehen; 

b.  in  jedem  gegebenen  oder  construirten  Strahle  des  Büschels 
den  Berührungspunkt  zu  bestimmen  (Seite  66). 
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Anmerkung.  Die  Aufgaben  22  und  2.3  enthalten  nicht  nur  eine  gTa<s<' 
Zahl  besonderer  Aufgaben,  sondern  jede  derselben  laust  sdch  ausserdem  auf  Ter- 
schiedene  Arten  lösen,  indem  man  ausser  den  Sätzen  über  das  Sechseck  in  «ler 
Curve  oder  im  Büschel  II.  Ordnung  auch  diejenigen  über  das  Fünfeck,  Viereck 
oder  Dreieck  benutzen  kann.  Als  speciellc  Fälle  der  Aufgaben  22  und  23 
nennen  wir  die  folgenden  drei: 

24.  Eine  Hyperbel  zu  zeichnen,  von  welcher  ausser  den  beiden 
Asymptoten  noch  entweder  ein  Punkt  oder  eine  Tangente  ge- 
geben ist. 

25.  Eine  Parabel  zu  zeichnen,  von  welcher  gegeben  sind 
entweder  vier  Tangenten,  oder  drei  Tangenten  und  der  Beriilinmgs- 
punkt  von  einer  derselben,  oder  zwei  Tangenten  mit  ihren  lU^ 
rühruugspunkten. 

26.  Eine  Hyperbel  zu  zeichnen,  von  welcher  drei  Punkte  und 
die  Richtungen  der  beiden  Asymptoten  gegeben  sind. 

Wie  ordnen  sich  die  Aufgaben  24,  25,  26  den  Aufgaben  20 
und  21  unter? 

27.  Zu  beweisen,  dass  der  Kreis  eine  Curve  II.  Ordnung  ist, 
und  dass  seine  Tangenten  einen  Strahlenbüschel  II.  Ordnung  bilden. 
Unter  welchem  Winkel  wird  derjenige  Abschnitt  einer  beweglichen 
Kreis-Tangente,  welcher  zwischen  zwei  gegebenen  Tangenten  liegt, 
vom  Mittelpunkte  aus  gesehen? 

28.  Eine  Punktreihe  m  und  ein  Strahlenbüschel  S  I.  Ordnung 
liegen  in  einer  Ebene  und  sind  projeetivisch  auf  einander  bezogen ; 
dann  umhüllen  die  Normalen,  welche  aus  den  Punkten  von  u  auf 
die  entsprechenden  Strahlen  von  5  gefallt  werden  können,  eine 
Parabel,  falls  sie  nicht  alle  durch  einen  Punkt  gehen  (vergl.  Seite  75X 
Die  Parabel  wird  auch  von  u  berührt 

29.  Wenn  ein  Winkel  von  gegebener  Grösse  sich  so  in  der 
Ebene  bewegt,  dass  sein  Scheitelpunkt  eine  Gerade  u  beschreibt 
und  der  eine  Schenkel  um  einen  gegebenen  Punkt  S  sich  dreht, 
so  umhüllt  der  andere  Schenkel  eine  Parabel;  dieselbe  winl  von 
11  berührt 

30.  Ein  veränderliches  Dreieck  ASA^  bewegt  sich  so  in 
der  Ebene,  dass  die  Endpunkte  A.A^  der  Grundlinie  zwei  (Jc- 
rade  n  und  w,  beschreiben  und  der  Winkel  an  der  Spitze  »S  sich 
ohne  Aenderung  seiner  Gnisse  um  seinen  Scheitelpunkt  dreht 
Dann  umhüllt  die  (irundlinie  AA^  eine  Cune  IL  Onlnung,  weUh»» 
auch  von  m  und  i/,  berührt  wird.  (Nach  Seite  137  i>t  i)  ein 
Brennpunkt  dieser  Curve.) 
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31.  Die  Grundlinie  AAi  eines  veränderlichen  Dreiecks  APAi 
sei  der  Grösse  nach  gegeben  und  gleite  auf  einer  festen  Geraden 
tt  hin,  während  die  anderen  beiden  Seiten  PA  und  PAi  sich  um 
zwei  feste  Punkte  S  und  Sj  drehen.  Dann  beschreibt  die  Spitze  P 
eine  Hyperbel,  welche  durch  S  und  S|  geht  und  die  Gerade  u 
zur  Asymptote  hat. 

32.  Drehen  sich  zwei  Winkel  ab  und  a,6,  von  gegebener 
Grösse  in  einer  Ebene  dergestalt  um  ihre  festen  Scheitelpunkte 
S  und  S|,  dass  der  Schnittpunkt  na^  von  zw^ei  ihrer  Schenkel 
eine  Gerade  beschreibt,   so   bewegt  sich  jeder   der   übrigen  drei 

•  •  • 

Schnittpunkte  6 6| ,  a 6j ,  a^b  ihrer  Schenkel  auf  einer  durch  S 
und  S|  gehenden  Curve  IL  Ordnung  (Newton's  organische  Be- 
schreibung der  Kegelsclmitte). 

33.  Fällt  man  auf  die  Ebenen  eines  Ebenenbüschels  a  Nor- 
malen aus  einem  beliebigen  Punkte  P,  so  liegen  deren  Fusspunkte 
auf  einem  Kreise;  derselbe  hat  das  von  P  auf  die  Axe  a  gefällte 
Perpendikel  zum  Durchmesser,  und  seine  Ebene  steht  auf  a  senk- 
recht. —  Daraus  f»lgt: 

34.  Legt  man  durch  die  Schenkel  a,  aj  eines  schiefen  Winkels 
alle  möglichen  Paare  von  zu  einander  normalen  Ebenen,  so  schneiden 
sich  diese  Ebenenpaare  in  den  Strahlen  einer  durch  a  und  «i 
gehenden  Kegelfläche  IL  Ordnung.  Jede  zu  a  oder  «j  nonnale 
Ebene  schneidet  diese  Kegelfläche  in  einem  Kreise,  und  jede  zur 
Ebene  u  «i  normale  Ebene  schneidet  sie  in  einer  Curve  IL  Ord- 
nung, von  welcher  in  aai  eine  Axe  liegt. 

35.  Die  im  letzten  Satze  genannte  Kegelfläche  IL  Ordnung 
erhält  man  auch  mit  Hülfe  einer  Ebene  a,  die  im  Punkte  aa| 
auf  a,  senkrecht  steht.  Lässt  man  nämlich  einen  rechten  W^inkel, 
dessen  Scheitelpunkt  «a  ist,  sich  so  bewegen,  dass  seine  Ebene 
stets  durch  die  Gerade  a  geht  und  der  eine  Schenkel  die  Ebene  a 
beschreibt,  so  muss  der  andere  Schenkel  jene  Kegelfläche  IL  Ord- 
nung beschreiben. 

36.  Wenn  zwei  concentrische  Sirahlenbüschel,  deren  Ebenen 
sich  unter  schiefen  Winkeln  schneiden,  so  auf  einander  bezogen 
werden,  dass  je  zwei  homologe  Strahlen  auf  einander  senkrecht 
stehen,  so  erzeugen  sie  einen  Ebenenbüschel  IL  Ordnung.  Oder 
mit  anderen  Worten:  Wenn  ein  rechter  Winkel  sich  so  um  seinen 
Scheitelpunkt  dreht,  dass  seine  Schenkel  in  zwei  festen  Ebenen 
sich  bewegen,  so  umhüllt  seine  Ebene  eine  Kegelfläche  IL  Ord- 
nung,  welche   auch  von  den  beiden  festen  Ebenen  berührt  wird. 
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37.  Fällt  man  auf  die  sämmtlichen  Berülirungsebenen  einer 
Kegelfiäcbe  IL  Ordnung  aus  einem  beliebigen  Punkte  Normalen, 
so  liegen  diese  auf  einer  zweiten  Kegelfiäcbe  IL  Ordnung.  Nändicb 
jene  Berübrungsebenen  werden  durcb  zwei  projectiviscbe  Strablen- 
büschel  erzeugt,  und  aus  diesen  können  sofort  zwei  projectiviscbe 
Ebenenbüscbel  L  Ordnung  abgeleitet  werden,  welcbe  die  zweite 
Kegelfiäcbe  erzeugen. 

38.  Der  geometriscbe  Ort  eines  Punktes  S,  aus  welcbem  ein 
ebenes  Viereck  KLMN  durcb  einen  barmoniscben  Strablenbüsebel 
S(KLMN)  projicirt  wird,  ist  eine  dem  Viereck  umscbriebene 
Curve  IL  Ordnung  (Seite  62).  Construirt  man  zu  NK^  NL  und  NM 
den  vierten  barmoniscben  Strabl  n,  so  berübrt  derselbe  im  Punkte 
N  die  Curve,  welcbe  biernacb  leicbt  gezeicbnet  werden  kann. 

39.  Der  geometriscbe  Ort  einer  Geraden  w,  von  welcber  ein 
ebenes  Vierseit  klmn  in  einer  barmoniscben  Punktreibe  u  (klmn) 
gescbnitten  wird,  ist  ein  Strablenbüsebel  IL  Ordnung,  w^elcbem 
aucb  die  vier  Geraden  ä:,  Z,  rw,  n  angeboren  (Seite  62).  Der  Be- 
rübrungspunkt  des  Strables  n  ist  von  nl  barmoniscb  getrennt 
durcb  nk  und  7im. 

40.  Wir  w^oUen  mit  v.  Stau  dt  eine  Gruppe  von  vier  in  be- 
stimmter Reibenfolge  angenommenen  Elementen  A,  J3,  C\  D  eines 
einförmigen  Grundgebildes  einen  „Wurf"  nennen.  Auch  sollen 
zwei  Würfe  AB  CD  und  ab  cd  „projectiviscb"  genannt  werden, 
wenn  die  beiden  Grundgebilde,  in  welcben  sie  liegen,  projectiviscb 
so  auf  einander  bezogen  werden  können,  dass  den  Elementen 
-4,  -ß,  (7,  D  des  einen  die  Elemente  a,  6,  c,  d  des  anderen  entsprecben. 

Die  Sätze  38  und  39  lassen  sich  daim  folgendermaassen  ver- 
allgemeinern : 

41.  Sei  ab  cd  ein  gegebener  Wurf  (bestehend  etwa  aus  vier 
Strahlen  eines  Büschels  I.  Ordnung) ;  dann  liegen  alle  Punkte  S, 
aus  welchen  ein  beliebiges  ebenes  Viereck  KLMN  durcb  einen 
zu  ab  cd  projectivischen  Wurf  S(KLMN)  2)rojicirt  wird,  auf  einer 
dem  Viereck  umschriebenen  Curve  IL  Ordnung.  Wie  construirt 
man  deren  Tangente  im  Punkte  N'}    (Vgl.  Nr.  38.) 

42.  Sei  AB  CD  ein  gegebener  Wurf,  dann  berühren  alle 
Geraden  w,  von  welchen  ein  ebenes  Vierseit  klmn  in  einem  zu 
AB  CD  projectivischen  Wurfe  u(klmn)  geschnitten  wird,  eine 
dem  Vierseit  eingeschriebene  Curve  IL  Ordnung.  Wie  construirt 
man  den  Punkt,  in  welcbem  diese  Curve  von  n  berübrt  wii'd? 
(Vgl.  Nr.  39.) 
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43.  Wenn  zwei  Dreiecke  ABC  und  D^E^F^  einer  Curve 
IL  Ordnung  k^  eingesclirieben  sind,  so  sind  sie  auch  einer  Curve 
IL  Ordnung  umschrieben;  und  umgekehi-t.  Nämlich  die  Würfe 
A{BCEiF^)  und  Dy^BCE^Fy)  sind  projectivisch,  weil  sie  in  den 
projectivischen  Strahlenbüscheln  A  und  l>j,  welche  die  Curve  Ä;2 
erzeugen,  einander  entsprechen.  Ist  nun  BiCiEiFy  der  Schnitt 
des  Büschels  A{BCE^F{)  mit  der  Geraden  E^\,  und  BCEF 
derjenige  des  Büschels  DiiBCEiF^)  mit  der  Geraden  BC^  so 
sind  auch  BiCyE^F^  und  BCEF  projectivische  Würfe;  die  sechs 
Seiten  der  Dreiecke,  nämlich  BÖ,  BB^,  CC^,  E^F^,  EE^  und  FF^, 
sind  also  wirklich  sechs  Strahlen  eines  Büschels  IL  Ordnung.  — 
Die  Umkehrung  des  Satzes  wird  analog  bewiesen. 
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44.  Bezüglich  einer  Curve  IL  Ordnung  von  einer  gegebenen 
Figur  die  Polarfigur  zu  zeichnen,  d.  h.  von  ihren  Punkten  die 
Polaren  und  von  ihren  Geraden  die  Pole  zu  construiren  (Seite  77). 
Beispiele:   ein  Polygon  und  eine  beliebige  krumme  Linie. 

45.  An  eine  gegebene  Curve  IL  Ordnung  aus  einem  beliebigen 
Punkte  Tangenten  zu  ziehen  ohne  Benutzung  des  Cirkels  (Seite  77). 

46.  Bewegen  sich  zwei  veränderliche  Tangenten  einer  Curve 
IL  Ordnung  so, 


dass  die  Verbindungslinie  ihrer 
Berührungspunkte  eine  zweite 
Curve  IL  Ordnung  einhüllt,  so 
beschreibt  ihr  Schnittpunkt  eine 
dritte  Curve  IL  Ordnung, 


dass  ihr  Schnittpunkt  eine  zweite 
Curve  IL  Ordnung  durchläuft, 
so  umhüllt  die  Verbindungslinie 
ihrer  Berührungspunkte  eine 
dritte  Curve  Il.Ordnung  (Seite82). 


47.  Durch  lineare  Constructionen  die  Polare  eines  Punktes 
oder  den  Pol  einer  Geraden  hinsichtlich  einer  Curve  IL  Ordnung 
zu  bestimmen,  welche  durch  fünf  Bedingungen,  z.  B.  durch  fünf 
Punkte  oder  fünf  Tangenten,  gegeben  ist,  aber  nicht  gezeichnet 
vorhegt.     (Vgl.  Nr.  20  —  23. ) 

48.  Eine  Curve  IL  Ordnung  sei  gegeben  durch  fünf  Be- 
dingungen, z.  B.  durch  vier  Tangenten  und  den  Berührungspunkt 
von  einer  derselben  oder  durch  drei  Punkte  und  die  Tangenten 
von  zwei  derselben.  Es  sollen  beliebig  viele  Durchmesser  nind  der 
Mittelpunkt  der  Curve  construirt  werden.     (Nr.  47.) 
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49.  Von  einer  gegebenen  Curve  II.  Ordnung  ist  eine  Sehne  so 
zu  construiren,  class  sie  in  einem  gegebenen  Punkte  P  halbirt  wird. 

50.  Alle  Sehnen  einer  Curve  IL  Ordnung,  welche  von  einer 
beliebig  gegebenen  Sehne  halbirt  werden,  umhüllen  eine  Parabel 
(Seite  75). 

51.  Von  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  sind  gegeben  zwei  Paare 
conjugirter  Durchmesser  und  entweder  ein  Punkt  oder  eine  Tan- 
gente; beliebig  viele  Punkte  oder  Tangenten  der  Curve  zu  con- 
struiren  (Seite  89  und  90). 

52.  Von  einer  Curve  IL  Ordnung  sind  gegeben  zwei  Punkte 
oder  zwei  Tangenten  und  ein  Paar  conjugirter  Durchmesser,  oder 
auch  drei  Punkte  oder  Tangenten  und  der  Mittelx)unkt ;  die  Curve 
zu  construiren  (Seite  89  und  90). 

53.  Eine  Parabel  zu  construiren,  wenn  von  ilir  gegeben  sind 
drei  Punkte  oder  Tangenten  und  die  Richtung  der  Durchmesser 
(Seite  88),   oder  aber   zwei  Punkte  oder  Tangenten  und  die  Axe. 

54.  Eine  Parabel  ist  gegeben  durch  vier  Tangenten ;  die  Axe 
zu  construiren. 

55.  Eine  Ellipse  oder  Hyperbel  zu  construiren,  wenn  von 
ihr  drei  Punkte  oder  Tangenten  und  eine  Axe  gegeben  sind. 

56.  Eine  Hyperbel  zu  construiren  aus  den  Asymptoten  und 
einem  Punkte  oder  einer  Tangente  (Seite  92  und  93). 

57.  Von  einer  gegebenen  Curve  IL  Ordnung  die  Axen  zu 
zeichnen  (Seite  91). 

58.  Fällt  man  aus  einem  Punkte  S  auf  alle  Durchmesser 
einer  Curve  kr  IL  Ordnung  Normalen,  so  schneiden  diese  die  re>p. 
conjugirten  Durchmesser  in  den  Punkten  emer  durch  Ä  und  den 
Mittelpunkt  von  fe^  gehenden,  gleichseitigen  Hyperbel,  deren  Asymp- 
toten mit  den  Axen  von  A;*-  parallel  laufen.  Auf  dieser  Hyperbel 
liegen  die  Fusspunkte  aller  durch  S  gehenden  Normalen  von  A-*. 
An  eine  beliebige  Curve  IL  Ordnung  können  deshalb  aus  keinem 
Punkte  ihrer  Ebene  mehr  als  vier  Normalen  gezogen  werden. 

59.  Es  seien  S  und  Sj  zwei  Punkte  einer  Curve  IL  Ordnung, 
die  auf  einem  beliebigen  Durchmesser  liegen,  und  m,  »I|  zwei  Ge- 
rade der  Ebene,  die  irgend  zwei  conjugirten  Durchmessern  der 
Curve  parallel  sind.  Projicirt  man  dann  die  Curve  aus  S  und  ^*^ 
auf  resp.  u  und  M|,  so  erhält  man  (Seite  89)  zwei  projectivisch 
ähnliche  Punktreihen  w,  «i,  die  also  proportional  getheilt  sind 
Eine  bekannte,  sehr  einfache  Construction  der  Ellipse  oder  Hy- 
perbel gründet  sich  auf  diesen  Satz. 
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1G9 


60.  Projiciil  man  eine  Parabel  aus  einem  ihrer  Punkte  auf 
irgend  einen  Durchmesser  u  und  zugleich  aus  ihrem  unendlich 
fernen  Punkte  auf  eine  beliebige  Gerade  u^^  so  erhält  man  in  u 
und  t/j  zwei  projectivisch  ähnliche  Punktreihen.  Hieraus  folgt 
eine  sehr  einfache  Parabel -Construction. 

61.  Sind  in  einer  Ebene  zwei  Curven  IL  Ordnung  gegeben, 
so  hat  in  Bezug  auf  dieselben  jeder  Punkt  A  der  Ebene  zwei 
Polaren,  und  wir  können  den  Schnittpunkt  Ai  dieser  beiden  Polaren 
dem  Punkte  A  zuordnen.  Die  beiden  Polaren  von  Ai  gehen  dann 
durch  i4,  und  je  zwei  einander  zugeordnete  Punkte,  wie  A  und  i4|, 
sind  hinsichtlich  beider  Curven  conjugirt.  Ebenso  können  wir 
je  zwei  Strahlen  der  Ebenen  einander  zuordnen,  welche  in  Bezug 
auf  beide  Curven  IL  Ordnung  conjugirt  sind.  Ich  behaupte  nun 
(vergL  Seite  82): 


Den  Punkten  einer  Geraden 
sind  im  Allgemeinen  die  Punkte 
einer  Curve  IL  Ordnung  zuge- 
ordnet. Alle  Curven  IL  Ord- 
nung, welche  auf  diese  Art  den 
Geraden  der  Ebene  zugeordnet 
sind,  haben*  mindestens  einen 
Punkt  und  höchstens  drei  Punkte 
t^,  F,  W  mit  einander  gemein. 
Die  beiden  Polaren  jedes  solchen 
gemeinschaftlichen  Punktes  fallen 
zusammen,  sodass  dem  Punkte 
alle  Punkte  einer  Geraden  zuge- 
ordnet sind. 


Den  Strahlen  eines  Punktes 
sind  im  Allgemeinen  die  Tan- 
genten einer  Curve  IL  Ordnung 
zugeordnet.  Alle  Curven  IL  Ord- 
nung, deren  Tangenten  den  Strah- 
len je  eines  Punktes  zugeordnet 
sind,  haben  mindestens  eine  und 
höchstens  drei  Tangenten  w,  u,  to 
mit  einander  gemein.  Die  bei- 
den Pole  von  jeder  solchen  ge- 
meinschaftlichen Tangente  fallen 
zusammen,  sodass  der  Tangente 
alle  Strahlen  eines  Punktes  zu- 
geordnet sind. 


Sind  die  gegebenen  beiden  Curven  IL  Ordnung  einem  Viereck 
umschrieben,  so  schneiden  sich  dessen  drei  Paar  Gegenseiten  in  den 
Punkten  Z/,  F,  IV.  Diese  drei  Punkte  sind  die  Eckpunkte  und 
die  Geraden  m,  v,  w  sind  die  Seiten  eines  gemeinschaftlichen  Pol- 
dreiecks der  beiden  Curven. 

62.  In  der  Ebene  einer  Curve  ä:^  IL  Ordnung  können  je 
zwei  Strahlen  einander  zugeordnet  werden,  welche  sich  recht- 
winklig schneiden  und  zugleich  hinsichtlich  der  Curve  k^  con- 
jugirt sind.  Den  Strahlen  eines  eigentlichen  Punktes  S,  der  auf 
keiner  Axe  der  Curve  liegt  (Seite  131),  sind  dann  die  Tangenten 
einer  Parabel  zugeordnet  (Nr.  28),  welche  auch  von  der  Polare 
des  Punktes  Ä  und  von  den  Axen  der  Curve  A^  berührt  wird. 
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Von  jeder  gemeinschaftlichen  Tangente  der  Parabel  und  der  Curve 
/f2  wird  die  letztere  in  dem  Fusspunkte  einer  von  S  an  k^  ge- 
zogenen Normale  berührt.     (Vergl.  Nr.  58.) 

63.  Werden  in  einem  Stralilenbündel  eine  Kegelfläche  A"- 
II.  Ordnung  und  ein  bestimmter  Strahl  u  angenommen,  so  können 
je  zwei  Strahlen  a,  oi  desselben  einander  zugeordnet  werden, 
welche  bezüglich  K^  conjugirt  sind  und  mit  u  in  einer  Ebene 
liegen.  Beschreibt  dann  a  eine  Ebene  a,  so  beschreibt  Og  eine 
Kegelfläche  II.  Ordnung,  welche  durch  u  und  den  Polstrahl  der 
Ebene  a  geht  und  mit  K^  jeden  in  a  und  in  der  Polarebene  von  n 
liegenden  Strahl  von  K^  gemein  hat  (vergl.  Seite  84).  —  Wie 
lautet  der  reciproke  Satz? 

64.  Die  in  Nr.  61,  62  und  63  besprochenen  geometrischen 
Beziehungen  gehören  zu  den  ^Verwandtschaften  zweiten  Grades", 
von  welchen  in  der  zweiten  Äbtheilung  ausführlicher  die  Rede 
sein  wird;  sie  können  benutzt  werden  zur  Verwandlung  einfacher 
Gebilde  in  complicirtere.  Von  diesen  Verwandtschafleu  verdient 
die  unter  dem  Namen  ^Princip  der  reciproken  Radien^  bekannte 
hier  einen  besonderen  Platz;  denn  sie  ist  nicht  blos  fiir  die 
synthetische  Geometrie,  sondern  auch  für  gewisse  Untersuchungen 
der  mathematischen  Physik  und  der  Functionentheorie  von  grosser 
Wichtigkeit.  Dieses  Verwandlungs-Princip  stellt  sich  dar  als  eiu 
sehr  specieller  Fall  einer  früher  (Seite  84)  angegebeneu  Verwandt- 
schaft zweiten  Grades,  wie  Sie  gleich  bemerken  werden. 
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65.  In  Bezug  auf  einen  Kreis  vom  Radius  /•  und  dem  Mittel- 
punkte M  wollen  wir  je  zwei  Punkte  P,  P|  der  Ebene  einander 
zuordnen,  w(»lche  mit  M  in  einer  (ieraden  liegen  und  hinsichtlich 
d(?H  Kreises  conjugirt  sind.  Dann  sind  P  und  I\  durch  die  End- 
punkte (»ines  Kreisdurchmessers  harmonisch  getrennt,  und  es  ibt 
folglich  (Seite  40): 

AtI\2MP^=r^    oder    MP=-^^^, 

JliM    Prnclurt    i\vv   Uadii   vect(U'es  v(m  zwei  zugeordneten  Punkten 
\\  mImo  rotiHtiiiit,  odi'r  der  Radius  vector  eines  beliebigen  Punktt*>  P 

*)  l'Ur  ••Ml  «•niKoln'iMl«M<'h  Stmliuiii  dieses  AbbiMunjrs- Primi jh»^  entpf**h!<*  i'h 
ht  t   ,  t,  l.iiilritiiiitf  in  Ulf  nyiitheti.scht»  (teomotrie**,  Leipzig?  184>H.  5>.  151«— IN» 
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ist  demjenigen  seines  zugeordneten  Punktes  P|  umgekehrt  pro- 
portional. Deshalb  hat  dieses  Abbildungsprincip  von  Liouville*) 
den  Namen  „Princip  der  reciproken  Radien^  erhalten;  M  heisst 
der  ^Mittelpunkt^,  und  r^  die  „Potenz^  der  reciproken  Radien. 
Jedem  von  dem  Kreise  eingeschlossenen  Punkte  ist  ein  ausser- 
halb gelegener  Punkt  und  jedem  unendlich  fernen  Punkte  der 
Ebene  ist  der  Mittelpunkt  M  zugeordnet;  die  Punkte  der  Kreis- 
linie fallen  mit  ihren  zugeordneten  zusammen. 

66.  Die  Polare  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  den  gegebenen 
Kreis  steht  in  dem  zugeordneten  Punkt  P|  auf  MP  senkrecht. 
Zu  den  Punkten  P,  Q,  Ä, .  .  .  einer  beliebigen  Geraden  g  findet 
man  also  die  zugeordneten  Punkte  P|,  Qi,  Pi,  .  .  .,  indem  man 
aus  dem  Pole  G  von  g  auf  die  resp.  Geraden  MP,  i/Q,  MR^  . .  . 
Normalen  fällt.     Daraus  folgt: 

;,Einer  beliebigen  Geraden  g  ist  eine  Kreislinie  7  zugeordnet, 
;,deren  zu  g  normaler  Durchmesser  von  M  und  dem  Pole  G 
„der  Geraden  begrenzt  wird." 
Umgekehrt  ist  jeder  durch  M  gehenden  Kreislinie  7  eine  Gerade  g 
zugeordnet;  denn  der  Verbindungslinie  von  zwei  Punkten  A,  P, 
deren  zugeordnete  ^i,  B^  auf  y  liegen,  ist  eine  Kreislinie  zuge- 
ordnet, welche  durch  ^|,  P|  und  M  geht  und  folglich  mit  y 
identisch  ist.  Mob  ins**)  nennt  wegen  dieser  Eigenthümlichkeit 
die  vorliegende  Verwandtschaft  zweiten  Grades  eine  „Kreisver- 
wandtschaft^. 

67.  Zieht  man  zu  der  Geraden  g  eine  Parallele  durch  den 
Mittelpunkt  M  der  reciproken  Radien,  so  berührt  dieselbe  in  M 
den  der  g  zugeordneten  Kreis  7,  weil  sie  ebenso  wie  g  auf  dem 
Durchmesser  MG  von  7  senkrecht  steht.    Wir  schliessen  daraus: 

„Zwei  beliebige  Gerade  /  und  g  der  Ebene  schneiden  sich  unter 
„denselben  Winkeln,  wie  die  ihnen  zugeordneten  Kreislinien 
„^  und  7." 
Zwei  unendlich  kleine,  einander  zugeordnete  Dreiecke  haben  dem- 
nach gleiche  Winkel  und  sind  ähnlich;  oder  mit  anderen  Worten: 
3  Durch  die  reciproken  Radien  wird  die  Ebene  conform  auf  sich 
„selbst  abgebildet,  sodass  die  kleinsten  Theile  von  je  zwei  ein- 
„ander  zugeordneten  Figuren  einander  ähnlich  sind." 

*)  Lioaville  in  seinem  „Journ.  de  Mathematiques**,  I.Serie  T.  XII,  p.  265. 
**)  Moebius  in  den  Abhandlungen  der  Königl.   Sachs.   Gesellschaft  der 
Wissenschaften,  Leipzig  1855,  Bd.  II,  S.  531—595,   und  in  den  Berichten  über 
die  Verhandlungen  derselben  Gesellschaft  von  1853,  S.  14 — 24, 
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Nur   auf  den  unendlich  kleinen  Tlieil  der  Ebene,   welcher  dem 
Mittelpunkte  M  zunächst  liegt,  findet  dieser  Satz  keine  Anwendung. 

68.  Weil  eine  Gerade  auch  als  Kreis  von  unendlich  grossem 
Radius  aufgefasst  werden  kann,  so  dürfen  wir  den  Satz,  dass 
jeder  durch  M  gehenden  Kreislinie  eine  Gerade  zugeordnet  ist, 
und  seine  Umkehrung  (Nr.  66)  als  Specialfälle  des  folgenden 
Satzes  ansehen: 

^  Jeder  Kreislinie  x  ist  durch  die  reciproken  Radien  eine  Kreis- 
„linie  xi  zugeordnet;  AI  ist  ein  Aehnlichkeitspunkt  von  x  und  xi-*^ 
Um  diesen  allgemeineren  Satz  zu  beweisen,  nehmen  wir  auf  x 
einen  festen  Punkt  P  und  einen  beweglichen  Q  an,  und  bezeichnen 
mit  Pi  und  Qi  die  beiden  ihnen  zugeordneten  Punkte,  mit  P' 
und  Q'  dagegen  die  Punkte,  in  welchen  x  von  den  resp.  Secanteii 
MP  und  MQ  zum  zweiten  Male  geschnitten  wird.  Dann  ist  wegen 
des  Satzes  über  die  Abschnitte  von  Kreissecanten : 

MP.MP'^MQ.MQ^ 
und  wegen  des  Princips  der  reciproken  Radien: 

MP.MP^  =MQ,MQ^  {=r^; 
folglich  auch: 

MP':MP^=MQ':MQ^    und    A  MPQ' od  A  MP^  Qy, 

Wenn  also  Q  und  damit  zugleich  Q*  die  Kreislinie  x  durchläuft, 
so  beschreibt  Q|  eine  zu  x  ähnliche  und  ähnlich  liegende  Curve, 
d.  h.  gleichfalls  eine  Kreislinie  X|.  Und  zwar  ist  M  der  äussere 
Aehnlichkeitspunkt,  und  Q'  und  Q| ,  sowie  P  und  P|  sind  j,homo- 
loge^  Punkte  der  beiden  Kreislinien  x  und  X| ;  je  zwei  einander 
zugeordnete  Punkte  derselben,  wie  Q  und  Q^  oder  P  und  Pj  liegen 
in  Bezug  auf  M  ;,invers"  auf  x  und  xj. 

69.  ;,Jede  Kreislinie,  welche  durch  ein  Paar  zugeordneter 
„Punkte  P,  P|  geht,  ist  sich  selbst  zugeordnet  und  schneidet 
„den  zuerst  angenommenen  Kreis,  dessen  Punkte  mit  ihren  zu- 
„geordneten  zusammenfallen,  rechtwinklig.*' 

Denn  sie  hat  mit  der  ihr  zugeordneten  Kreislinie  die  Punkte  P,  JP| 
und  zwei  sich  selbst  zugeordnete  Punkte  gemein,  und  wird  in  den 
letzteren  von  zwei  durch  J/ gehenden  Geraden  berührt,  weil  MP.  MF^y 
=  r2  ist. 

70.  Denkt  man  sich  in  der  Ebene  zwei  Punktsysteme  P,  Q,  /?,... 
und  P],  Q|,  /]?|,  .  .  . ,  die  dem  Princip  gemäss  einander  zugeordnet 
sind,  und  dreht  man  sodann  das  eine  derselben  um  den  Mittel- 
punkt iü,  bis  jeder  von  seinen  Punkten  einen  Halbkreis  beschrieben 
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hat,  so  liegen  wiederum  je  zwei  zugeordnete  Punkte,  wie  P  und  P| 
oder  Q  und  Q,,  mit  M  auf  einer  Geraden,  aber  auf  entgegen- 
gesetzten Seiten  von  M\  und  es  ist  wie  früher: 

MP.  MP^  =  MQ  .  MQy  =  MR  .  J/Ä,  = =  Const, 

aber  die  ;, Potenz'',  d.  h.  das  constante  Product  der  Radii  vectores 
zugeordneter  Punkte  hat  nicht  mehr  einen  positiven,  sondern  einen 
negativen  Werth.  Wir  erhalten  so  einen  zweiten  Fall  des  Princips 
der  reciproken  Radien,  welcher  sich  von  dem  ersteren  auch  dadurch 
unterscheidet,  dass  kein  Punkt  der  Ebene  mit  seinem  zugeordneten 
zusammenfällt.  Auch  in  diesem  zweiten  Falle  ist  die  Ebene  con- 
form  auf  sich  selbst  abgebildet,  jeder  Geraden  ist  ein  durch  M 
gehender  Kreis  zugeordnet,  und  überhaupt  jedem  Kreise  x  ein 
Kreis  xi ;  doch  ist  der  Mittelpunkt  M  der  reciproken  Radien  jetzt 
nicht  mehr  äusserer,  sondern  innerer  Aehnlichkeitspunkt  von  je 
zwei  einander  zugeordneten  Kreisen. 

71.  Auch  die  Punkte  des  Raumes  können  nach  dem  Princip 
der  reciproken  Radien  einander  paarweise  zugeordnet  werden,  in- 
dem man  den  Mittelpunkt  M  und  den  positiven  oder  negativen 
Werth  der  Potenz  willkürlich  annimmt.  Am  Leichtesten  ist  diese 
Verallgemeinerung  durchzuführen,  indem  man  zunächst  die  Punkte 
einer  beliebig  durch  M  gelegten  Ebene  einander  zuordnet  und 
sodann  diese  Ebene  um  eine  durch  M  gehende  Axe  dreht.  Zwei 
zugeordnete  Punkte  der  Ebene  stellen  dann  bei  jeder  Lage  der- 
selben zwei  einander  zugeordnete  Punkte  des  Raumes  vor. 

72.  Dreht  man  die  Ebene  um  die  durch  M  gehende  Centrale 
von  zwei  einander  zugeordneten  Kreisen,  so  beschreiben  die  letz- 
teren zwei  Kugelflächen;  also: 

;,Jeder   Kugelfläche    x   ist   durch   die   reciproken   Radien    eine 
^Kugelfläche  x^  zugeordnet,   und  M  ist  ein  Aehnlichkeitspunkt 
;,von  X  und  X|  (Nr.  68).    Jeder  Ebene  V  ist  eine  durch  M  gehende 
^Kugelfläche  zugeordnet,   die  in  M  von  einer  zu  V  parallelen 
„Ebene  berührt  wird.^ 
Der  letzte  Theil  dieses  Satzes  ist  als  Specialfall  des  ersten  anzu- 
sehen, aber  auch  leicht  besonders  zu  beweisen.  —  Weiter  ergiebt 
sich  daraus:' 
„Zwei  beliebige  Ebenen  des  Raumes  schneiden  sich  unter  den- 
„selben  Winkeln,  wie  die  ihnen  zugeordneten  Kegelflächen.  ^ 
Zwei  unendlich  kleine  Tetraeder,   deren  Eckpunkte  einander  zu- 
geordnet sind,  haben  demnach  gleiche  Flächenwinkel  und  folglich 
auch  gleiche  Kantenwinkel;  sie  sind  (wie  einige  Ueberlegung  lehrt) 
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ähnlich,  wenn  die  Potenz  der  reciproken  Radien  negativ,  und 
symmetrisch  ähnlich,  wenn  sie  positiv  ist.  Weil  demnach  ihre 
homologen  Flächen  allemal  ähnlich  sind,  so  ergiebt  sich : 

^Zwei  einander  zugeordnete  Flächen  sind  durch  die  reciproken 

„Radien  conform  auf  einander  abgebildet.^ 
73.  Um  hiernach  eine  Kugelfläche  x  auf  eine  beliebige  Ebene  1 
conform  abzubilden,  wähle  man  zum  Mittelpunkt  M  der  reciproken 
Radien  einen  der  beiden  Punkte  von  x,  deren  Berührungsebenen 
zu  2  parallel  sind,  und  setze  die  Potenz  gleich  dem  Product  der 
beiden  Abschnitte  MP  und  MPi^  welche  x  und  2  auf  irgend  einer 
durch  M  gelegten  Geraden  bilden.  Der  Ebene  2  ist  dann  eine 
Kugelfläche  zugeordnet,  welche  mit  der  gegebenen  x  die  Punkte  P 
und  A/,  sowie  die  Berührungsebene  in  M  gemein  hat  und  folglich 
mit  X  zusammenfällt.     Also: 

^Projicirt  man  eine  Kugelfläche  x  (stereographisch)  aus  einem 

^auf  ihr  liegenden  Punkte  M  auf  eine  Ebene  2,  die  zu  der  Be- 

;,rührungsebene  von  M  parallel  ist,  so  wird  dadurch  die  Fläche  x 

^conform  auf  die  Ebene  2  abgebildet.^ 
Von  dieser  stereographischen  Projection  der  Kugelfläche  wird  bei 
der  Herstellung  von  Landkarten  vielfach  Gebrauch  gemacht.  Man 
erreicht  dadurch,  dass  wenigstens  die  Winkel  auf  der  Karte  die- 
selbe Grösse  haben  wie  die  ihnen  entsprechenden  auf  der  Erd- 
oberfläche; die  L.ängen  der  verschiedenen  Linien  unserer  Erdober- 
fläche sind  auf  den  Landkarten  allemal  in  veränderlichem  Maassstabe 
dargestellt,  weil  eine  Kugelfläche  sich  nicht  ohne  Verzerrungen  auf 
einer  Ebene  abwickeln  lässt. 

74.     ;,Einer  beliebigen  Kreislinie   ist  durch  die  reciproken 

„Radien  allemal  eine  Kreislinie  zugeordnet^ ; 
in  der  letzteren  schneiden  sich  je  zwei  Kugelflächen,  deren  zuge- 
ordnete durch  die  erstere  gehen.  Wenn  insbesondere  die  eine 
Kreislinie  durch  M  geht,  so  artet  die  andere  in  eine  Gerade  aus 
(Nr.  66).  Die  Meridiane  und  Parallelkreise  der  Erdoberfläche  gehen 
deshalb  durch  die  stereographische  Projection  in  zwei  Schaaren 
orthogonaler  Kreise  über;  die  Projectionen  der  Meridiane  sind 
Kreise,  die  sich  in  zwei  Punkten  (den  Projectionen  des  Nord-  und 
des  Südpoles)  schneiden,  und  zu  ihnen  sind  die  Projectionen  der 
Parallelkreise,  welche  keinen  reellen  Punkt  mit  einander  gemein 
haben,  rechtwinklig.  Nur  die  durch  At  gehenden  Kugelkreise 
werden  in  der  Bildebene  durch  gerade  Linien  dargestellt.  —  Ver- 
legt man  insbesondere  den  Projections- Mittelpunkt  M  in  den  Nord- 
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oder  Südpol,  so  werden  die  Parallelkreise  durch  concentrisclie 
Kreise  und  die  Meridiane  durch  die  Durchmesser  derselben  dar- 
gestellt. 

75.  Zu  drei  beliebig  angenommenen  Kugelflächen  kann  man 
im  AUgemeinen  eine  orthogonale,  d.  h.  sie  rechtwinklig  schneidende 
Kreislinie  construiren;  dieselbe  liegt  in  der  Centralebene  und  ihr 
Mittelpunkt  ist  ein  Potenzpunkt  der  drei  Kugelflächen.  Nur  dann 
wird  die  Construction  unmöglich,  wenn  ein  Punkt  der  Centralebene 
innerhalb  oder  auf  jeder  der  drei  Kugelflächen  liegt.  —  Wählt 
man  nun  einen  Punkt  jener  orthogonalen  Kreislinie  zum  Mittel- 
punkte reciproker  Radien,  so  wird  die  Kreislinie  in  eine  Gerade 
transformirt,  die  drei  Kugelflächen  aber  in  drei  andere  Kugel- 
flächen, welche  von  der  Geraden  rechtwinklig  geschnitten  werden, 
und  deren  Mittelpunkte  folglich  auf  der  Geraden  liegen.  Drei 
Kugelflächen,  die  nicht  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen, 
können  demnach  allemal  durch  reciproke  Radien  in  drei  andere 
Kugelflächen  verwandelt  werden,  deren  Mittelpunkte  auf  einer  Ge- 
raden liegen. 

76.  Eine  Schaar  von  Kugelflächen,  welche  durch  stetige  Be- 
wegung einer  veränderlichen  Kugelfläche  beschrieben  ist,  wird  im 
Allgemeinen  von  einer  Fläche  F  eingehüllt,  die  eine  Schaar  von 
kreisförmigen  Krümmungslinien  besitzt.  Nämlich  jede  Kugelfläche 
der  Schaar  wird  von  F  längs  der  Kreislinie  berührt,  welche  sie 
mit  der  unmittelbar  benachbarten  Kugelfläche  der  Schaar  gemein 
hat;  und  weil  die  Normalen  von  F  in  den  Punkten  dieser  Linie 
sich  im  Centrum  der  Kugelfläche  schneiden,  so  ist  die  Kreislinie 
eine  Krümmungslinie  von  F.  Wird  nun  die  Fläche  F  durch 
reciproke  Radien  in  eine  andere  Fläche  F^  transformirt,  so  gehen 
zugleich  jene  Krümmungslinien  über  in  kreisförmige  Krümmungs- 
linien von  Fj,  indem  F^  diejenige  Schaar  von  Kugelflächen  ein- 
hüllt, welche  der  von  F  eingehüllten  Schaar  zugeordnet  ist.  Alle 
Flächen,  welche  durch  reciproke  Radien  in  Rotationsflächen  trans- 
formirt werden  können,  besitzen  deshalb,  wie  diese,  eine  Schaar 
von  kreisförmigen  Krümmungslinien. 

77.  Eine  der  merkwürdigsten  unter  diesen  Flächen  ist  die 
von  Dupin  entdeckte  ^Cyclide^.  Dieselbe  wird  von  einer  ver- 
änderlichen Kugelfläche  umhüllt,  welche  bei  ihrer  stetigen  Be- 
wegung fortwährend  drei  gegebene  Kugelflächen  berührt  Die 
Theorie  der  Cyclide  können  Sie  auf  Grund  des  Vorhergehenden 
leicht  entwickeln,  indem  Sie  die  folgenden  Sätze  beweisen. 
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„Eine  Dupin'sche  Cyclide  verwandelt  sich  durch  reciproke 
,,Radien  allemal  wieder  in  eine  Cyclide;  sie  kann,  wenn  der 
;,Mittelpunkt  der  reciproken  Radien  passend  gewählt  wird,  sogar 
^in  eine  Rotations-Cyclide  transformirt  werden,  welche  von  einer 
^um  eine  Gerade  sich  drehenden  Kugelfläche  umhüllt  wnrd  (Nr.  75). 
;,Die  Cyclide  besitzt  deshalb  zwei  Schaaren  von  kreisförmigen 
;,Kriimmungslinien,  und  wird  in  denselben  von  zwei  Schaaren 
„von  Kugelflächen  berührt;  die  Mittelpunkte  dieser  Kugelilächen 
„und  Krümmungslinien  liegen  mit  je  zwei  der  letzteren  in  zwei 
„zu  einander  normalen  Symmetrie -Ebenen  der  Cyclide.  Jede 
„Kugelfläche  der  einen  Schaar  berührt  alle  Kugelflächen  der 
„anderen  Schaar  in  den  Punkten  einer  kreisförmigen  Krümmungs- 
„linie.  Zwei  Krümmungslinien  können  durch  eine  Kugelfläche 
„verbunden  werden,  wenn  sie  zu  derselben  Schaar  gehören;  im 
„anderen  Falle  haben  sie  einen  gemeinschaftlichen  Punkt  und 
„schneiden  sich  in  demselben  rechtwinklig.*' 

78.  „Die  Cyclide  hat  entweder  keinen  (reellen)  Doppel- 
„punkt,  oder  zwei  Knotenpunkte,  in  welchen  alle  Krümmungs- 
„linien  der  einen  Schaar  sich  schneiden,  oder  einen  Cuspidal- 
„punkt,  in  welchem  dieselben  sich  berühren.  Von  diesen  drei 
„Hauptarten  erhält  man  wesentlich  verschiedene  Formen,  wenn 
„man  die  zugehörige  Rotationscyclide  transformirt  durch  reci- 
„proke  Radien,  deren  Mittelpunkt  einm<al  innerhalb,  einmal  auf 
„und  einmal  ausserhalb  der  Rotationscyclide  angenommen  wird. 
„Die  letzteren  beiden  Hauptarten  können  durch  reciproke  Ra- 
„dien  auf  einer  geraden  Kegel-  resp.  Cylinderfläche  conform 
„abgebildet  werden.^ 

„Die  Ebenen,  in  welchen  die  Krümmungslinien  der  einen 
„oder  der  anderen  Schaar  (paarweise)  Hegen,  schneiden  sich 
„alle  in  einer  Geraden;  dieselbe  liegt  in  der  einen  Symmetrit^ 
„Ebene  und  steht  auf  der  anderen  senkrecht  Die  Cyclide  winl 
„von  gewissen  zwei  Ebenen  in  allen  Punkten  je  eines  Kreise» 
„berührt  —  Verbindet  man  die  Krümmungslinien  der  einen 
„oder  der  anderen  Schaar  mit  einem  beliebigen  Punkte  3/  durch 
„Kugelflächen,  so  schneiden  diese  sich  alle  in  einer  Kreislinie." 

„Wenn  eine  Cyclide  sich  in  das  Unendliche  erstreckt  (wa^ 
„bei  jeder  der  drei  Hauptarten  eintreten  kann),  so  besitzt  sie  zwri 
„gerade  Krümmungslinien,  die  sich  rechtwinklig  kreuzen.  Die 
^Ebenen  aller  übrigen  Krümmungslinien  gehen  theils  durch  die  eine, 
„theils  durch  die  andere  von  diesen  beiden  windschiefen  Geraden." 
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Anmerkung.  Eine  Fläche  F  wird  in  einem  beliebigen  Punkte  P  von 
unendlich  vielen  Kugelflächen  berührt,  und  von  denselben  zugleich  in  Curven 
geschnitten,  welche  zweimal  durch  P  gehen  und  in  P  je  zwei  Tangenten  haben. 
Ich  finde  nun  durch  eine  einfache  Rechnung,  dass  diese  Tangentenx>aare  sym- 
metrisch liegen  zu  den  Tangenten  der  beiden  durch  P  gehenden  Krümmungs- 
linien der  Fläche  F,  dass  also  die  Winkel,  welche  irgend  eines  jener  Tangenten- 
paare bildet  von  den  Krümmungslinien  halbirt  werden.  Nur  wenn  die  berührende 
Kugclfläche  eine  «Krümmungskugel"  der  Fläche  F  ist,  d.  h.  wenn  ihr  Mittel- 
punkt mit  einem  der  beiden  Krümmungs-Centra  des  Punktes  P  zusammen- 
föllt,  vereinigen  sich  die  beiden  Tangenten  der  Schnittcurve  mit  derjenigen  der 
zugehörigen  Krümmungslinie  von  F,  indem  zugleich  P  ein  Rückkehrpunkt  der 
Schnittcurve  wird.  —  Ohne  Weiteres  folgt  hieraus: 

„Traasformirt  man  eine  Fläche  F  durch  reciproke  Radien  in  eine  andere  F\, 
pso  verwandeln  sich  zugleich  die  sie  berührenden  Kugelflächen  und  ins- 
„besondere  ihre  Krümmungskugeln  in  die  berührenden  resp.  Krümmungs- 
^kugeln  der  Fläche  J^'i ;  und  da  die  Winkel  durch  die  Transformation  sich 
«nicht  ändern,  so  werden  die  Krümmungslinien  von  F  in  diejenigen  von  F\ 
„transformirt." 

Der  letzte  Theil  dieses  Satzes  ist  u.  A.  schon  von  Liouville  bewiesen  worden. 


Regelschaaren  und  Regelflächen  zweiter  Ordnung. 

79.  Die  Mittelpunkte  aller  Kegelflächen  zweiter  Ordnung, 
welche  von  den  sechs  Seitenlinien  eines  beliebigen  windschiefen 
Sechseckes  berührt  werden,  erfüllen  eine  Regelfläche ;  dieselbe  geht 
durch  die  drei  Hauptdiagonalen  des  Sechsecks  (vgl.  Seite  72  u.). 

80.  Die  drei  Hauptdiagonalen  eines  windschiefen  Sechsecks, 
dessen  sechs  Seitenlinien  auf  einer  Regelfläche  liegen,  schneiden 
sich  in  einem.  Punkte. 

81.  Eine  Punktreihe  u  und  ein  Strahlenbüschel  S  I.  Ordnung, 
die  nicht  in  parallelen  Ebenen  liegen,  seien  projectivisch  auf  ein- 
ander bezogen ;  dann  bilden  die  Strahlen,  welche  durch  die  Punkte 
von  M  parallel  zu  den  entsprechenden  Strahlen  von  S  gezogen 
werden  können,  die  eine  Regelschaar  eines  hyperbolischen  Para- 
boloides  (vgl.  Seite  75). 

82.  Eine  Punktreihe  v!  und  ein  Ebenenbüschel  v  seien  pro- 
jectivisch, und  ihre  Träger  nicht  zu  einander  rechtwinklig;  dann 
bilden  die  Normalen,  welche  aus  den  Punkten  von  u  auf  die  ent- 
sprechenden Ebenen  von  v  gefällt  werden  können,  die  eine  Regel- 
schaar eines  hyperbolischen  Paraboloides  (Nr.  81). 

83.  Werden  auf  einer  Regelfläche  in  den  Punkten  eines  in 
ihr  liegenden  Strahles  Normalen  errichtet,  so  bilden  dieselben  die 
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eine  RegeLschaar  eines  gleichseitigen  hyperbolischen  Paraboloides 
(Xr.  82;  vgl.  Seite  99). 

84.  Werden  durch  einen  beliebigen  Punkt  zu  allen  Strahlen 
einer  Regelschaar  Normal -Ebenen  gelegt,  so  bilden  diese  einen 
Ebenenbüschel  L  oder  IL  Ordnung,  jenachdem  die  Regelschaar 
einem  hyperbolisclien  Paraboloid  oder  einem  einschaligen  Hyper- 
boloid angehört  (Seite  102). 

85.  Alle  Ebenen,  welche  durch  einen  festen  Punkt  gehen  und  ein 
gegebenes  einschaliges  Hyperboloid  in  Parabeln  schneiden,  umhüllen 
eine  Kegelfläche  U.  Ordnung,  welche  dem  Asymptotenkegel  parallel  ist. 

86.  Eine  Regelfläche  zu  construiren,  von  welcher  gegeben 
sind  zwei  Strahlen  a,  6,  die  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  und  ent- 
weder drei  ausserhalb  a  und  b  liegende  Punkte  oder  drei  nicht 
durch  a  oder  6  gehende  Berührungs- Ebenen. 

87.  Welches  ist  der  Ort  eines  Punktes,  der  von  einem  ge- 
gebenen Punkte  Ä  durch  eine  Regelfläche  harmonisch  getrennt 
ist?  Welche  Linie  hat  dieser  geometrische  Ort  mit  einer  durch  A 
gehenden  Ebene  gemein? 


Projectivische  Elementargebilde;  geradlinige  Flächen  dritter  Ordnung. 

88.  In  einem  Elementargebilde  IL  Ordnung  zu  drei  gegebenen 
Elementen  das  vierte  harmonische  zu  construiren,  z.  B.  in  einer 
Curve  IL  Ordnung  zu  drei  Punkten  den  vierten  harmonischen. 

89.  Ein  Strahlenbüschel  I.  und  ein  Büschel  IL  Ordnung  liegen 
in  einer  Ebene  und  sind  projectivisch  auf  einander  bezogen.  Die 
Curve  III.  Ordnung  zu  zeichnen,  auf  welcher  alle  Schnittpunkte 
homologer  Strahlen  der  Büschel  liegen  (Seite  109). 

90.  Die  zu  Nr.  89  reciproke  Aufgabe  betrifil  einen  Strahlen- 
büschel HL  Ordnung;  derselbe  soll  gezeichnet  werden. 

91.  Die  Curve  IV.  Ordnung  zu  zeichnen,  welche  von  zwei  pro- 
jectivischen  Strahlenbüschelu  IL  Ordnung  erzeugt  wird  (Seite  1 16). 

92.  Den  von  zwei  projectivischen  Curven  IL  Ordnung  er- 
zeugten Strahlenbüschel  IV.  Ordnung  zu  zeichnen. 

93.  Auf  einer  Curve  IL  Ordnung  liegt  der  Scheitelpunkt  S 
eines  Winkels  von  gegebener  Grösse,  welcher  eine  Sehne  AB  der 
Curve  einschliesst.  Dreht  sich  dieser  Winkel  um  S,  so  beschreibt 
die  Sehne  AB  einen  Strahlenbüschel  IL  Ordnung  (Seite  112);  nur 
wenn  der  Winkel  ein  rechter  ist,  dreht  sich  AB  um  einen  Punkt 
(Seite  130). 
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94.  Einer  Curve  IL  Ordnung  ist  ein  Dreieck  -4 BP  umschrie- 
ben, dessen  Grundlinie  AB  in  einer  gegebenen  Tangente  u  der 
Curve  liegt  und  von  gegebener  Länge  ist.  Gleitet  diese  Grund- 
linie auf  u  fort,  so  beschreibt  die  Spitze  P  des  Dreiecks  eine  neue 
Curre  IL  Ordnung  (Seite  1 1 2).     Insbesondere  ergiebt  sich : 

95.  Wenn  ein  Winkel  von  gegebener  Grösse  einer  Parabel 
umschrieben  ist,  und  seine  beiden  Schenkel  auf  der  Parabel  hin- 
rollen, so  beschreibt  sein  Scheitelpunkt  eine  Hyperbel  und  die  Ver- 
bindungslinie der  beiden  Berührungspunkte  einen  Büschel  IL  Ord- 
nung.   Nur  der  rechte  Winkel  macht  eine  Ausnahme  (Lehrsatz  105). 

96.  Es  seien  gegeben  eine  Kegelfläche  IL  Ordnung  und  zwei 
sich  nicht  schneidende  Gerade  a,  6,  welche  entweder  zu  zwei 
Strahlen  der  Kegelfläche  parallel  laufen  oder  auf  zwei  Berührungs- 
Ebenen  derselben  senkrecht  stehen.  Bewegt  sich  dann  eine  dritte 
Gerade .  so,  dass  sie  die  Geraden  a  und  b  schneidet  und  stets  zu 
irgend  einem  Strahle  der  Kegelfläche  parallel  oder  (im  zweiten 
Falle)  zu  irgend  einer  Berühi'ungsebene  derselben  normal  ist,  so 
beschreibt  sie  ein  einschaliges  Hyperboloid  (Seite  110). 

97.  Ein  gerades  Gebilde  n  und  eine  Punktreihe  k^  IL  Ord- 
nung, die  projectivisch  auf  einander  bezogen  sind,  aber  weder  in 
einer  Ebene  liegen,  noch  einen  Punkt  entsprechend  gemein  haben, 
erzeugen  mit  einander  eine  Schaar  von  Geraden,  die  wir  eine 
^Regelschaar  IIL  Ordnung*'*)  nennen  wollen.  Eine  beliebige  Ge- 
rade g  schneidet  mindestens  einen  Strahl  und  höchstens  drei 
Strahlen  dieser  Schaar,  wie  sich  leicht  ergiebt  (Seite  108),  wenn 
mau  die  Punktreihe  u  aus  der  Axe  g  durch  einen  Ebenenbüschel 
projicirt.  Die  Regelschaar  IIL  Ordnung  wird  aus  einem  beliebigen 
Punkte  im  Allgemeinen  durch  einen  Ebenenbüschel  III.  Ordnung 
projicirt  (vgl.  Seite  109  u.). 

98.  Jede  durch  u  gehende  Ebene,  welche  die  Curve  k^  schneidet, 
enthält  zwei  Strahlen  der  Regelschaar  IIL  Ordnung.  Projicirt 
man  nun  aus  dem  Schnittpunkte  D  von  zwei  solchen  Strahlen  die 
beiden  projectivischen  Punktreihen  u  und  Ä;2,  so  erhält  man  einen 
Strahlenbüschel  I.  Ordnung  und  eine  Kegelfläche  IL  Ordnung,  welche 
projectivisch  sind  und  zwei  Strahlen  entsprechend  gemein  haben, 
also  (Seite  110)  einen  Ebenenbüschel  d  erster  Ordnung  erzeugen. 

*)  Vgl.  die  Inaugural- Dissertation  des  Herrn  Benno  Klein  „Ueber  die 
geradlinige  Flache  dritter  Ordnung  und  deren  Abbildung  auf  einer  Ebene**,  1876. 
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Alle  Strahlenpaare  der  Regelschaar,  welche  in  den  durch  u  gehenden 
Ebenen  liegen,  schneiden  sich  demnach  in  den  Punkten  einer  Ge- 
raden d,  und  aus  jedem  dieser  Schnittpunkte  wird  die  Regelschaar 
durch  einen  zu  u  und  k^  perspectivischen  Ebenenbüschel  I.  Ord- 
nung projicirt.  Wir  können  die  beiden  Geraden  u  und  d  etwa 
;,Leitlinien^  der  Regelschaar  III.  Ordnung  nennen,  weil  sie  alle 
Strahlen  der  Schaar  schneiden.  Nur  dann  fällt  d  mit  u  zu- 
sammen, wenn  u  die  Curve  i-  schneidet;  in  diesem  Specialfalle 
ist  die  Leitlinie  u  zugleich  ein  Strahl  der  Regelschaar. 

99.  Aus  einem  Punkte  S,  welcher  auf  einem  Strahle  a  der 
Regelschaar  III.  Ordnung,  jedoch  auf  keiner  der  Leitlinien  m  und 
d  liegt,  werden  die  projectivischen  Punkti-eiheu  w  und  k-  durch 
einen  Strahlenbüschel  I.  Ordnung  und  eine  Kegelfläche  IL  Onl- 
nung  projicirt,  welche  den  Strahl  a  entsprechend  gemein  haben 
und  folglich  (Seite  111)  einen  zu  u  und  i^  perspectivischen  Ebenen- 
büschel IL  Ordnung  erzeugen.  Durch  diesen  Ebeneubüschel  IL  Ord- 
nung wird  also  die  Regelschaar  III.  Ordnung  aus  dem  beliebig 
auf  ihr  liegenden  Punkte  aS  projicirt.  Da  derselbe  projectivisch 
ist  zu  dem  Ebenenbüschel  c/,  welcher  ebenfalls  zu  den  Puuktreihen 
u  und  k^  perspectivisch  ist,  so  ergiebt  sich: 

100.  Die  Regelschaar  III.  Ordnung  wird  auch  erzeugt  durch 
den  Ebenenbüschel  d  L  Ordnung,  auf  dessen  Axe  die  Strahlen 
der  Schaar  sich  paarweise  schneiden,  und  durch  einen  zu  d  pro- 
jectivischen Ebenenbüschel  S  IL  Ordnung,  dessen  Mittelpunkt  be- 
liebig auf  der  Regelschaar  angenommen  werden  kann.  Diese 
zweite  Erzeugungsart  ist  der  zuerst  angegebenen  reciprok,  und  die 
Regelschaar  IIL  Ordnung  ist  folglich  sich  selbst  reciprok.  Gehen 
wir  aus  von  der  zweiten  Erzeugungsart  der  Schaar,  so  gelangen 
wir  zu  Sätzen,  welche  den  vorhin  bewiesenen  reciprok  sind.  So 
ergiebt  sich  u.  A. : 

Die  Regelschaar  IIL  Ordnung  \       Die  Regelschaar  III.  Ordnung 
wird  aus  einem  beliebigen  Punkte,  |  wird  von  einer  beliebigen  Ebene, 


der  auf  einem  ihrer  Strahlen  I  die  durch  einen  ihrer  Strahlen 
liegt,  durch  einen  Ebenenbüschel  ,  geht,  in  einer  Curve  IL  Ord- 
IL  Ordnung  projicirt;  nung  geschnitten; 

und  alle  solche  projicirenden  Ebenenbüschel  und  Schnittcurven 
IL  Ordnung  sind  zu  einander ,  zu  der  Punktreihe  L  Ordnung  u 
und  zu  dem  Ebenenbüschel  L  Ordnung  d  projectivisch.  Die  Schnitt- 
curven IL  Ordnung  liegen  zu  dem  Büschel  d  und  zu  allen  pro- 
jicirenden Ebenenbüscheln  IL  Ordnung  perspectivisch. 
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101.  Die  Regelschaar  III.  Ordnung  liegt  auf  einer  geradlinigen 
Fläche  F^  dritter  Ordnung,  welche  von  einer  beliebigen  Geraden 
in  höchstens  drei  Punkten  und  von  einer  beliebigen  Ebene  in 
einer  Curve  III.  Ordnung  geschnitten  wird.  Durch  die  Leitlinie  d 
geht  die  Fläche  F^  zweimal,  und  auf  ihr  liegt  von  jeder  ebenen 
Schnittlinie  der  Fläche  ein  eigentlicher  oder  isolirter  Doppel- 
punkt. Die  Ebenen,  welche  durch  die  Strahlen  der  Regelschaar 
III.  Ordnung  gehen,  schneiden  die  geradlinige  Fläche/^  in  diesen 
Strahlen  und  in  je  einer  Curve  II.  Ordnung;  diese  Curve  wird 
von  dem  zugehörigen  Strahle  der  Regelschaar  in  zwei  Punkten 
geschnitten,  von  welchen  der  eine  auf  der  Doppellinie  d  liegt, 
während  in  dem  anderen  die  Fläche  F^  von  der  Curvenebene  be- 
rührt wird.  Die  Ebenen,  welche  durch  die  Strahlen  der  Regel- 
schaar gehen,  sind  also  Berührungsebenen  der  Fläche  F^  dritter 
Ordnung;  die  Ebenen  der  Leitlinie  «,  in  welchen  jene  Strahlen 
paarweise  liegen,  sind  doppelt-beriihrende  Ebenen  von  F^. 

102.  Wir  unterscheiden  drei  Arten  von  geradlinigen  Flächen 
dritter    Ordnung.     Nämlich   eine  der  auf  F^  liegenden  Curven  k^ 

II.  Ordnung  kann  den  Punkt ,  in  welcher  ihre  Ebene  die  Axe  u 
der  doppelt  berührenden  Ebenen  schneidet,  entweder  einschliessen, 
oder  ansschliessen ,  oder  sie  kann  durch  denselben  gehen;  und 
ganz  ebenso  verhält  sich  dann  jede  andere  k^  der  Fläche.  In 
dem  ersten  Falle  liegen  (wie  aus  der  ersten  Erzeugungsart  Nr.  97 
sich  ergiebt)  in  jeder  Ebene  von  ?/  zwei  Strahlen  der  Regelschaar 

III.  Ordnung,  und  zugleich  schneiden  sich  in  jedem  Punkte  von  d 
zwei  Strahlen  derselben.  In  dem  zweiten  Falle  trennen  die  beiden 
sogenannten  Cuspidal-Ebenen  der  Hache,  welche  durch  u  gehen 
und  die  Curve  k^  II.  Ordnung  berühren,  die  eigentlichen  doppelt 
berührenden  Ebenen  und  die  eigentlichen  Doppelpunkte  der  Fläche 
von  den  „isolirten^,  welche  gleich  jenen  durch  u  gehen  resp.  auf  d 
liegen.  Der  dritte  Fall  endlich  ist  als  Grenzfall  der  beiden  ersteren 
aufzufassen;  wenn  er  eintritt,  so  fallen  die  beiden  Leitlinien  ti 
und  d  (und  damit  zugleich  die  beiden  Cuspidalebenen)  zusammen. 

103.  An  zwei  windschiefen  Geraden  w,  d  und  einer  Curve 
II.  Ordnung ,  welche  von  d  geschnitten  wird,  aber  weder  mit  d 
noch  mit  u  in  einer  Ebene  liegt,  gleitet  eine  Gerade  hin;  dieselbe 
beschreibt  alsdann  eine  geradlinige  Fläche  III.  Ordnung  (Nr.  97), 
deren  Doppelpunkte  auf  d  liegen  und  deren  doppelt  berührenden 
Ebenen  durch  u  gehen.  —  Wie  lautet  der  reciproke  Satz? 
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Involutorische  Elementargebilde. 

104.  Wird  auf  einer  Tangente  eines  Kegelschnittes  eine  io- 
volutorische  Punktreihe  angenommen,  und  zieht  man  aus  je  zwei 
zugeordneten  Punkten  derselben  zwei  neue  Tangenten  an  die  Curve, 
so  schneiden  sich  diese  auf  einer  bestimmten  Geraden  (Seite  1 19). 
Insbesondere  folgt: 

105.  Die  Scheitelpunkte  aller  rechten  Winkel,  die  einer  Parabel 
umschrieben  werden  können,  liegen  auf  einer  Geraden;  ebenso 
die  Spitzen  aller  umschriebenen  gleichschenkligen  Dreiecke,  deren 
Grundlinien  in  einer  gegebenen  Tangente  der  Parabel  liegen. 

106.  Die  Spitzen  aller  einem  Kegelschnitt  umschriebenen 
Dreiecke,  deren  Grundlinien  in  einer  gegebenen  Tangente  liegen 
und  durch  den  Berührungspunkt  A  derselben  halbirt  werden,  liegen 
(nach  Nr.  104)  in  einer  Geraden,  nämlich  in  dem  durch  A  ge- 
henden Durchmesser  der  Curve.  Die  Geraden,  welche  in  jedem 
Dreiecke  die  Berührungspunkte  der  übrigen  beiden  Seiten  ver- 
binden, sind  zur  Grundlinie  parallel. 

107.  Drehen  sich  zwei  Ebenen  um  zwei  feste  Gerade  m,  «| 
so,  dass  sie  fortwährend  zu  irgend  zwei  conjugirten  Durchmessern 
eines  gegebenen  Kegelschnittes  parallel  laufen,  so  beschreibt  ihre 
Schnittlinie  eine  durch  u  und  W|  gehende  Kegel-  oder  Regelfläche 
II.  Ordnung. 

108.  Zwei  projcctivische  Strahlen-  oder  Ebenenbüschel  I.  Ord- 
nung sollen  in  involutorische  Lage  gebracht  werden  (vergl.  Nr.  15), 

109.  Von  einem  involutorischen  geraden  Gebilde  sind  zwei 
Punktenpaare  A,  Ai  und  /i,  B^  gegeben;  man  construire  mittelst 
des  vollständigen  Vierecks  zu  irgend  einem  fünften  Punkte  C  den 
zugeordneten  C'i  (Seite  125),  und  bestimme  insbesondere  den  ;,Mittel- 
punkt^  der  Punktreihe,  dessen  zugeordneter  unendlich   fern  liegt 

110.  Von  einem  Kegelschnitt  sind  zwei  Paare  conjugirter 
Durchmesser  bekannt;  man  zeichne  zu  einem  beliebigen  fünften 
Durchmesser  den  conjugirten  (Seite  119  und  124). 

111.  Zieht  man  durch  irgend  einen  Punkt  Parallele  zu  den 
drei  Paar  Gegenseiten  eines  vollständigen  Vierecks,  so  erhält  man 
drei  Paar  Strahlen  einer  Involution  (Seite  124).    Daraus  folgt: 

112.  Wenn  zwei  Paar  Gegenseiten  eines  vollständigen  Vier- 
ecks sich  rechtwinklig  schneiden,  so  sind  auch  die  letzten  beiden 
Gegenseiten  auf  einander  normal  (Seite  130).     Oder:    Die  drei 
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Höhen  eines  Dreiecks  schneiden  sich  in  einem  Punkte,  dem  ^^Höhen- 
punkte^  des  Dreiecks. 

tl3.  Alle  Curven  IL  Ordnung,  welche  durch  die  Eckpunkte 
und  den  Höhenpunkt  eines  beliebigen  Dreiecks  gehen,  sind  gleich- 
seitige Hyperbeln,  deren  Asymptoten  auf  einander  senkrecht  stehen 
(Seite  125,  vergl.  Nr.  112).  Einem  beliebigen  Viereck  kann  alle- 
mal eine  gleichseitige  Hyperbel  umschrieben  werden;  dieselbe  geht 
durch  die  Höhenpunkte  der  vier  von  den  Eckpunkten  gebildeten 
Dreiecke. 

tl4.  Die  Seiten  eines  beliebigen  Dreiecks  bilden  mit  der 
unendlich  fernen  Geraden  der  Ebene  ein  vollständiges  Vierseit, 
dessen  drei  Paar  Gegenpunkte  aus  dem  Höhenpunkt  des  Dreiecks 
durch  drei  Paare  normaler  Strahlen  projicirt  werden.  Daraus 
folgt  (vergl.  Seite  124  und  126): 

115.  In  dem  Höhenpunkte  jedes  Tangentendreiecks  einer  Parabel 
schneiden  sich  zwei  Tangenten  dieser  Curve  rechtwinklig.  Die 
Höhenpunkte  aller  Tangentendreiecke  einer  Parabel  liegen  folglich 
auf  einer  Geraden  (Nr.  105),  Insbesondere  liegen  die  Höhenpunkte 
der  vier  Dreiecke,  welche  in  einem  beliebigen  vollständigen  Vier- 
seit enthalten  sind,  auf  einer  Geraden. 

116.  Ist  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  ein  Rechteck  AB  CD 
umschrieben,  so  schneiden  sich  in  jedem  Punkte  5,  der  mit  den 
Eckpunkten  A^  B^  C^  D  auf  einem  Kreise  liegt,  zwei  Tangenten 
der  Curve  rechtwinklig  (Seite  126);  denn  die  zwei  Paar  gegenüber- 
liegenden Eckpunkte  des  Rechtecks  werden  aus  S  durch  zwei 
Paare  rechtwinkliger  Strahlen  projicirt.  Daraus  schliessen  wir: 
Die  Scheitelpunkte  aller  rechten  Winkel,  die  einer  Ellipse  oder 
Hyperbel  umschrieben  werden  können,  liegen  auf  einem  Kreise.  — 
Dieser  Satz  kann  als  Specialfall  des  folgenden  betrachtet  werden. 


117.  Je  zwei  Tangenten  einer 
Curve  k  II.  Ordnung,  welche 
durch  zwei  zugeordnete  Punkte 
einer  involutorischen  Punktreihe 
u  gehen,  schneiden  sich  im  All- 
gemeinen auf  einer  anderen  Curve 
II.  Ordnung. 


Je  zwei  Punkte  einer  Curve 
II.  Ordnung,  durch  welche  zwei 
zugeordnete  Strahlen  eines  invo- 
lutorischen Büschels  S  gehen, 
liegen  im  Allgemeinen  auf  einem 
Strahle  eines  Büschels  II.  Ord- 
nung. 


Eine  Ausnahme  tritt  ein,  wenn  die  Curve  k  von  der  Geraden  u 
berührt  wird  (Nr.  104).  Im  Allgemeinen  kann  der  Curve  ein  Vier- 
seit ab  cd  umschrieben  werden,  von  welchem  zwei  Gegenpunkte 

*  m 

ac  und  bd  mit  zwei  zugeordneten  Punkten  P,  Pi  von  u  zusammen- 
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fallen.  Wenn  nun  im  Punkte  S  zwei  Tangenten  von  k  sich  schneiden, 
welche  durch  zwei  andere  zugeordnete  Punkte  Q,  Q|  von  u  gehen, 
ho  bilden  diese  Tangenten  ^Q,  SQ^  mit  den  Strahlen  SP,  SPi 
und  mit  demjenigen  dritten  Strahlenpaare,  durch  welches  zwei 
von  P  und  Pi  verschiedene  Gegenpunkte  E,  Ei  des  Vierseits  ab  cd 
aus  S  projicirt  werden,  eine  Involution  (Seite  126),  und  es  gehen 
folglich  auch  die  Strahlen  SE  und  SEi  durch  zwei  zugeordnete 
Punkte  von  u.  Bezieht  man  also  die  Strahlenbäschel  E  und  E^ 
projectivisch  so  auf  einander,  dass  je  zwei  homologe  Strahlen 
derselben  durch  zwei  zugeordnete  Punkte  von  n  gehen,  so  erzeugen 
sie  eine  Curve  IL  Ordnung,  welcher  der  geometrische  Ort  des 
Punktes  S  ist.  —  Man  kann  auch  sagen:  j,Die  Tangentenpaare 
„einer  Curve  II.  Ordnung,  welche  durch  zwei  gegebene  Punkte 
„harmonisch  getrennt  sind,  schneiden  sich  im  Allgemeinen  auf 
„einer  Curve  II.  Ordnung.^  So  ausgedrückt  ist  der  Satz  links  ein 
Specialfall  des  folgenden,  dessen  Beweis  wir  unterdrücken: 

Die     Tangentenpaare      einer  Die  Punktenpaare  einer  Curve 

Curve  II.  Ordnung,   welche  be-  II.  Ordnung,    welche    bezüglich 

züglich    einer     zweiten     Cuitc  einer  zweiten  Curve  II.  Ordnung 

IL  Ordnung conjugiiiisind,  schnei-  conjugirt  sind,  liegen  im  AUge- 

den  sich  im  Allgemeinen  in  den  meinen  auf  den  Tangenten  einer 

Punkten     einer     dritten    Curve  dritten  Curve  IL  Ordnung. 
IL  Ordnung. 

Man  findet  leicht,  dass  die  dritte  Curve  (links)  durch  die 
Berühi'ungspunkte  einer  jeden  gemeinschaftlichen  Tangente  der 
beiden  ersteren  geht. 

118.  Wenn  von  den  drei  Kreisen,  welche  die  Diagonalen  eines 
vollständigen  Vierseits  zu  Durchmessern  haben,  irgend  zwei  sich 
sclineiden,  so  geht  auch  der  dritte  durch  die  beiden  Schnittpunkte. 
Die  Schenkel  jedes  rechten  Winkels,  welcher  einen  dieser  Schnitt- 
punkte zum  Scheitel  hat,  berühren  eine  dem  Vierseit  eingeschriebene 
Curve  IL  Ordnung. 

119.  Alle  einem  Kreisviereck  umschriebenen  Hyperbeln  haben 
parallele  Axen;  die  Richtungen  dieser  Axen  halbiren  die  Winkel, 
welche  je  zwei  Gegenseiten  des  Vierecks  mit  einander  bilden. 
Die  Ordnungsstrahlen  eines  involutorischen  Strahlenbüschels,  von 
welchen  drei  Paar  zugeordnete  Strahlen  zu  den  drei  Paar  Gegen- 
seiten des  Kreisvierecks  parallel  laufen,  stehen  nämlich  auf  ein- 
ander senkrecht. 
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120.  Zieht  man  an  eine  Curve  IL  Ordnung  durch  den  Hal- 
birungspunkt  M  einer  Sehne  zwei  Secanten,  so  bestimmen  diese 
auf  der  Curve  ein  vollständiges  Viereck;  die  übrigen  zwei  Paar 
Gegenseiten  dieses  Vierecks  begrenzen  auf  der  Sehne  zwei  Strecken, 
die  ebenfalls  in  M  halbirt  werden. 


Brennpunkte  der  Curven  zweiter  Ordnung. 

121.  Von  einer  Parabel  den  Brennpunkt  F  zu  construiren. 

a.  Der  Brennpunkt  F  liegt  auf  jeder  Normalen,  welche  man 
auf  einer  beliebigen  Tangente  in  ihrem  Schnittpunkte  mit 
der  Scheiteltangente  errichtet  (Seite  136). 

b.  Der  Brennpunkt  halbirt  das  Stück  der  Axe,  welches  zwischen 
zwei  conjugirten  und  zu  einander  rechtwinkligen  Geraden, 
z.  B.  zwischen  der  Tangente  und  der  Normale  eines  Parabel- 
punktes, liegt  (Seite  133). 

c.  Jede  Parabeltangente  bildet  mit  einem  Durchmesser  dieselben 
Winkel,  wie  mit  der  Verbindungslinie  ihres  Berührungspunktes 
und  des  Brennpunktes  F  (Seite  133). 

d.  Alle  den  Tangentendreiecken  der  Parabel  umschriebenen 
Kreise  gehen  durch  den  Brennpunkt  F  (Seite  138). 

122.  Von  einer  Parabel  die  Leitlinie  (Directrix)/  zu  construiren. 

a.  Die  Leitlinie  ist  die  Polare  des  Brennpunktes. 

b.  Auf  der  Leitlinie  /  schneiden  sich  je  zwei  zu  einander  recht- 
winklige Parabeltangenten  (Seite  133). 

c.  Die  Höhenpunkte  aller  Tangentendreiecke  der  Parabel  liegen 
auf  der  Directrix  /  (Nr.  115). 

123.  Die  Leitlinien  aller  Parabeln,  welche  einem  Dreieck 
eingeschrieben  werden  können,  gehen  durch  den  Höhenpunkt 
desselben,  und  ihre  Brennpunkte  liegen  auf  dem,  dem  Dreieck 
umschriebenen  Kreise.  Fällt  man  aus  irgend  einem  Punkte  dieses 
Kreises  Normalen  auf  die  Dreiecksseiten,  so  liegen  deren  drei 
Fusspunkte  in  einer  Geraden,  nämlich  in  der  Scheiteltangente  von 
einer  der  eingeschriebenen  Parabeln. 

124.  Von  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  die  beiden  Brennpunkte 
zu  construiren: 

a.  als  Ordnungspunkte  einer  in  der  Hauptaxe  liegenden  involu- 
torischen  Punktreihe  (Seite  132). 
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b.  Mittelst  der  Scheiteltangenten  der  Hauptaxe.  Dieselben  be- 
grenzen auf  jeder  dritten  Tangente  eine  Strecke,  welche  aus 
den  Brennpunkten  durch  rechte  Winkel  projicirt  wird  (Seite  137 ). 

c.  Mittelst  des  Kreises,  welcher  die  Curve  in  den  Scheitel- 
punkten der  Hauptaxe  berührt.  Errichtet  man  auf  einer 
Tangente  der  Curve  zwei  Normalen  in  den  Punkten,  welche 
sie  mit  dem  Kreise  gömein  hat,  so  schneiden  diese  die  Haupt- 
axe in  den  beiden  Brennpunkten  (Seite  136). 

d.  Indem  man  einem  rechtwinkligen  Dreieck,  dessen  Katheten 
einander  conjugirt  sind  und  dessen  Hypotenuse  in  der  Neben- 
axe  liegt,  einen  Kreis  umschreibt.  Derselbe  schneidet  die 
Hauptaxe  in  den  beiden  Brennpunkten  (Seite  132). 

e.  Mit  Hülfe  des  Satzes,  dass  die  Summe  resp.  Differenz  der  bei- 
den Brennstrahlen  eines  Curvenpunktes  constant  ist  (Seite  135). 

125.  Eine  Curve  IL  Ordnung  zu  construiren  aus  einem  Brenn- 
punkte, der  zugehörigen  Directrix  und  einem  Punkte  oder  einer 
Tangente  (Seite  134  und  135). 

126.  Eine  Curve  IL  Ordnung  zu  construiren  aus  einem  Brenn- 
punkte und  entweder  drei  Tangenten  oder  zwei  Tangenten  und 
dem  Berührungspunkte  von  einer  derselben  (Seite  137).  In  beiden 
Fällen  sofort  den  zweiten  Brennpunkt  zu  zeichnen  (Seite  133). 

127.  Werden  in  der  Ebene  die  Brennpunkte  von  jeder  einem 
Dreieck  ABC  eingeschriebenen  Curve  IL  Ordnung  einander  zu- 
geordnet, so  wird  dadurch  zwischen  den  Punkten  der  Ebene  eine 
involutorische  Verwandtschaft  zweiten  Grades  hergestellt,  von 
welcher  A^  ß^  C  die  drei  Hauptpunkte  sind;  d.h.  wenn  der  eine 
Brennpunkt  eine  beliebige  Gerade  u  beschreibt,  so  beschreibt  der 
andere  eine  durch  A^  B^  C  gehende  und  zu  u  projectivische  Curve 
IL  Ordnung  (Seite  133).  Die  Halbirungslinien  der  Dreieckswinkel 
sind  sich  selbst  zugeordnet.  Jede  Gerade  der  Ebene  ist  Axe  von 
einer  der  eingeschriebenen  Curven  IL  Ordnung. 

128.  Eine  Curve  IL  Ordnung  zu  construiren  aus  den  beiden 
Brennpunkten  und  einem  Punkte  oder  einer  Tangente  (Seite  13r> 
und  136). 

129.  Die  Winkel,  welche  confocalen  Curven  IL  Ordnung  aus 
einem  beliebigen  Punkte  P  ihre  Ebene  umschrieben  werden  können, 
werden  von  zwei  bestimmten  Geraden  halbirt,  die  sich  in  P  recht- 
winklig schneiden  (Seite  133),  nämlich  von  den  Tangenten  der 
beiden  durch  P  gehenden  Curven. 
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130.  Die  Pole  einer  Geraden  g  in  Bezug  auf  confocale  Curven 
IL  Ordnung  liegen  in  einer  zu  g  normalen  Geraden ;  dieselbe  ist 
Yon  g  durch  die  beiden  Brennpunkte  harmonisch  getrennt. 

131.  Je  zwei  Gegenseiten  eines  Vierecks,  welches  aus  einem 
Poldreieck  einer  Curve  IL  Ordnung  und  dessen  Höhenpunkt  be- 
steht, sind  durch  die  Brennpunkte  der  Curve  harmonisch  getrennt. 

132.  Sind  von  einer  Curve  IL  Ordnung  zwei  Punkte  i4,  B 
und  ein  Brennpunkt  F  gegeben,  so  liegt  der  andere  Brennpunkt  F^ 
auf  einem  der  beiden  durch  F  gehenden  Kegelschnitte,  von  welchen 
A  und  B  die  Brennpunkte  sind.  Denn  weil  AF+BF  gegeben  ist, 
so  muss  AFi  +  BFi  eine  constante  Grösse  sein  (vgL  Seite  135).  — 
Die  zu  F  gehörige  Directrix  schneidet  die  Gerade  AB  in  einem 
der  beiden  Punkte,  durch  welche  die  Halbirungslinien  der  von 
Fl  und  ~FB  gebildeten  Winkel  gehen  (Seite  134). 

133.  Eine  Curve  IL  Ordnung  zu  construiren  aus  einem  Brenn- 
punkte, dem  Mittelpunkte  und  einem  Punkte  oder  einer  Tangente 
(Nr.  128). 

134.  Das  Product  der  Abstände  eines  Brennpunktes  von  zwei 
parallelen  Tangenten  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  ist  constant 
(Seite  136);  ebenso  das  Product  der  Abstände  beider  Brennpunkte 
von  einer  beliebigen  Tangente. 

135.  Eine  Ellipse  zu  zeichnen,  deren  Axenlängen  gegeben  sind : 

a.  auf  Grund  des  Satzes  Nr.  59 ; 

b.  mit  Benutzung  der  vier  Scheiteltangenten  (Nr.  20  und  21); 

c.  mit  Hülfe  der  Brennpunkte,  die  aus  den  Axenlängen  zu  con- 
struiren sind. 

136.  Eine  Parabel  zu  construiren,  wenn  gegeben  sind  der 
Brennpunkt  und  die  Directrix  (Seite  135),  oder  der  Brennpunkt, 
die  Axe  und  ein  Punkt  oder  eine  Tangente. 

137.  Die  Mittelpunkte  aller  Kreise,  welche  zwei  gegebene 
Kreise  berühren,  liegen  auf  zwei  confocalen  Curven  IL  Ordnung 
(vgl  Seite  135).  Die  Mittelpunkte  der  gegebenen  beiden  Kreise 
sind  die  Brennpunkte  dieser  Curven. 

138.  AUe  Punkte  der  Ebene,  die  von  einer  Geraden  und  einem 
Kreise  gleichen  Abstand  haben,  liegen  auf  zwei  Parabeln  (vgl. 
Nr.  137). 

139.  Wenn  der  eine  Schenkel  eines  Winkels  von  gegebener 
Grösse  eine  Curve  IL  Ordnung  beständig  berührt,  indess  der  andere 
sich  um  einen  ihrer  Brennpunkte  dreht,  so  beschreibt  der  Scheitel- 


188  ^       Aufgaben  und  Lehrsätze. 

punkt  einen  Kreis,  welcher  die  Curve  zweimal  berülirt  (Seite  136); 
wenn  aber  die  Curve  eine  Parabel  ist,  so  beschreibt  der  Scheitel- 
punkt eine  Tangente  derselben. 


Aufgaben  zweiten  Grades. 

140.  Einer  Curve  IL  Ordnung  soll  ein  einfaches  neck  ein- 
geschrieben werden,  dessen  Seiten  der  Reihe  nach  durch  n  ge- 
gebene, nicht  auf  der  Curve  liegende  Punkte  gehen. 

141.  Einer  Curve  II.  Ordnung  soll  ein  einfaches  neck  um- 
schrieben werden,  dessen  Eckpunkte  der  Reihe  nach  auf  n  ge- 
gebenen, die  Curve  nicht  berührenden  Geraden  liegen. 

142.  In  der  Ebene  ist  ein  einfaches  Fünfeck  gegeben ;  es  soll 
ein  zweites  gezeichnet  werden,  welches  dem  gegebenen  um-  und 
zugleich  eingeschrieben  ist. 

143.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  sind  zwei  Strahlen  so  zu 
ziehen,  dass  sie  auf  zwei  gegebenen  Geraden  w,  v  zwei  Strecken 
von  gegebenen  Längen  begrenzen. 

144.  Zwischen  den  Geraden  m,  v  soll  eine  Linie  so  gezogen 
werden,  dass  sie  von  zwei  gegebenen  Punkten  aus  unter  rechten 
Winkeln  gesehen  wird. 

145.  Auf  einer  gegebenen  Geraden  eine  Strecke  zu  bestimmen, 
welche  aus  zwei  gegebenen  I*unkten  unter  gegebenen  Winkeln  gt*- 
sehen  wird. 

146.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  eine  Gerade  so  zu  legen, 
dass  sie  ein  gegebenes  Dreieck  halbirt,  oder  dass  sie  mit  zwei 
gegebenen  Geraden  ein  Dreieck  von  gegebenem  Inhalt  bildet. 

147.  Einem  Dreieck  soll  ein  anderes  umschrieben  werden, 
dessen  eine  Seite  von  zwei  gegebenen  Geraden  begrenzt  wird  und 
dessen  anderen  beiden  Seiten  einen  Winkel  von  gegebener  Grösse 
einschliessen. 

148.  Die  Schenkel  der  einander  entsprechenden  rechten  Winkel 
von  zwei  projectivischen  Strahlenbüscheln  zu  construiren  (Sr.  151 

149.  Man  bestimme  in  zwei  projectivischen  Punktreihen,  die 
in  derselben  Geraden  liegen,  zwei  homologe  Punkte,  die  einen 
gegebenen  Abstand  haben,  oder  in  zwei  concentrischen  projectivi- 
schen Strahlenbüscheln  zwei  homologe  Strahlen,  die  einen  Winkel 
von  gegebener  Grösse  einschliessen. 
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150.  In  zwei  projectivischen  geraden  Gebilden  bestimme  man 
zwei  homologe  Strecken  von  gegebenen  Längen. 

151.  Eine  Curve  IL  Ordnung  hat  im  Allgemeinen  ein  Paar 
conjugirter  Durchmesser,  welche  mit  einem  Paar  conjugirter  Durch- 
messer einer  anderen  in  derselben  Ebene  liegenden  Curve  IL  Ord- 
nung parallel  laufen.  Nur  Hyperbeln,  deren  Asymptotenrichtungen 
durch  einander  getrennt  sind,  machen  eine  Ausnahme  (Seite  146). 

152.  Einem  Viereck  eine  Curve  IL  Ordnung  zu  umschreiben, 
welche  eine  gegebene  Gerade  berührt  (Seite  126);  oder  einem 
Vierseit  eine  Curve  IL  Ordnung  einzuschreiben,  welche  durch  einen 
gegebenen  Punkt  geht. 

153.  In  der  Ebene  von  zwei  Curven  IL  Ordnung  giebt  es 
mindestens  einen  reellen  Punkt  f/,  welcher  in  Bezug  auf  beide 
Curven  eine  und  dieselbe  Polare  u  hat  (Nr.  61).  Die  beiden  reellen 
oder  conjugirt- imaginären  Punkte  von  u,  welche  in  Bezug  auf  jede 
der  beiden  Curven  conjugirt  sind  (vgl.  Seite  146),  bilden  mit  U 
ein  gemeiBSchaftliches  Poldreieck  der  Curven.  Zwei  in  einer  Ebene 
liegende  Curven  IL  Ordnung  haben  demnach  im  Allgemeinen  ein 
gemeinschaftliches  Poldreieck;  dasselbe  hat  mindestens  einen  reellen 
Eckpunkt  und  eine  reelle  Seite. 


Focalaxen  und  cyclische  Ebenen  von  Kegelflächen  II.  Ordnung. 

154.  Dreht  sich  ein  gegebener  Flächenwinkel  um  seine  Scheitel- 
linie «,  so  umhüllt  die  Verbindungsebene  der  beiden  Geraden,  in 
welchen  seine  Flächen  von  zwei  durch  einen  Punkt  von  s  gelegten 
Ebenen  beziehungsweise  geschnitten  werden,  eine  diese  beiden 
Ebenen  berührende  Kegelfläche  IL  Ordnung,  von  welcher  s  eine 
Focalaxe  ist  (Seite  156).  —  Wie  lautet  der  reciproke  Satz? 

155.  Aus  den  reellen  Focalaxen  /,  /'  einer  Kegelfläche  IL  Ord- 
nung wird  der  ebene  Winkel,  welcher  von  den  zu  //'  normalen 
Berührungsebenen  in  einer  beliebigen  Berührungsebene  begrenzt 
wird,  durch  zwei  rechte  Flächenwinkel  projicirt. 

156.  Die  reellen  cyclischen  Ebenen  x,  x'  einer  Kegelfläche 
II.  Ordnung  schneiden  jeden  Flächenwinkel,  dessen  Schenkel  die 
beiden  zu  xx'  normalen  Strahlen  der  Kegelfläche  mit  einem  be- 
liebigen Strahle  derselben  verbinden,  in  zwei  rechten  Winkeln. 


190  Aufgaben  und  Lehrsatze. 

157.  Zwei  confocale  Kegelflächen  II.  Ordnung  schneiden  sich 
in  jedem  Strahle,  den  sie  mit  einander  gemein  haben,  rechtwinklig 
(Seite  155). 

158.  Zwei  „concyclische^  Kegelflächen  IL  Ordnung  werden 
von  jeder  gemeinschaftlichen  Berührungsebene  in  zwei  zu  einander 
normalen  Strahlen  berührt  (Nr.  157;  vgl.  Seite  158). 

159.  Alle  Flächenwinkel,  welche  confocalen  Kegelflächen  II.  Ord- 
nung aus  einem  beliebigen  Punkte  P  umschrieben  werden  können, 
werden  von  zwei  bestimmten  Ebenen  halbirt,  die  sich  in  P  recht- 
winklig schneiden  (Nr.  129). 

160.  AUe  Winkel,  welche  concyclischen  Kegelflächen  IL  Ord- 
nung in  einer  durch  ihren  Mittelpunkt  gehenden  Ebene  einge- 
schrieben werden  können,  werden  von  zwei  bestimmten,  zu  ein- 
ander normalen  Strahlen  halbirt  (Nr.  159). 

161.  Eine  Kegelfläche  IL  Ordnung  und  eine  mit  ihr  concen- 
trische  Kugelfläche  haben  einen  „sphärischen  Kegelschnitt**  mit 
einander  gemein.  Die  Kugelfläche  schneidet  jede  Symmetrie-Ebene 
der  Kegelfläche  in  einer  „Axe''  des  sphärischen  Kegelschnittes, 
jede  cyclische  Ebene  in  einer  „cyclischen  Linie^,  jede  Berührungs- 
ebene in  einer  „Tangente",  jede  Hauptaxe  in  zwei  „Mittelpunkten** 
und  jede  Focalaxe  der  Kegelfläche  in  zwei  ^Brennpunkten**  des 
sphärischen  Kegelschnittes. 

162.  Der  sphärische  Kegelschnitt  ist  eine  Zwillingscurve,  d.  h. 
er  besteht  aus  zwei  getrennten  Linien,  deren  Punkte  einander 
paarweise  diametral  auf  der  Kugelfläche  gegenüberliegen.  Im  All- 
gemeinen hat  er  drei  Paar  Mittelpunkte,  in  denen  sich  seine  drei 
Axen  rechtwinklig  schneiden,  ferner  zwei  reelle  cyclische  Linien 
und  zwei  Paar  reelle  Brennpunkte.  Durch  diese  Brennpunkte  und 
durch  die  Schnittpunkte  der  beiden  cyclischen  Linien  geht  die 
erste  Axe;  die  zweite  Axe  liegt  ganz  ausserhalb  des  Kegelschnittes: 
die  dritte  Axe  schneidet  die  reellen  cyclischen  Linien  rechtwinkhg 
und  hat  ebenso  wie  die  erste  mit  dem  sphärischen  Kegelschnitt 
zwei  Paar  reelle  ^Scheitelpunkte*^  gemein  (Seite  155  und  160V 
In  einem  besonderen  Falle  besteht  der  sphärische  Kegelschnitt  au^j 
zwei  Kugelkreisen. 

163.  Alle  Eigenschaften  der  Kegelfläche  IL  Ordnung,  welche 
sich  auf  ihre  Symmetrie-Ebenen,  Hauptaxen,  Focalaxen  und  cycli- 
schen Ebenen  beziehen,  sollen  auf  den  sphärischen  Kegelschnitt 
übertragen  werden. 
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164.  Bewegt  sich  eine  Seite  eines  sphärischen  Dreiecks  so, 
dass  die  Fläche  desselben  constant  bleibt,  so  umhüllt  sie  einen 
sphärischen  Kegelschnitt,  von  welchem  die  anderen  beiden  Dreiecks- 
Seiten  die  cyclischen  Linien  sind.  Bewegt  sich  ein  Eckpunkt  eines 
sphärischen  Dreiecks  so  auf  der  Kugelfläche,  dass  der  Umfang 
des  Dreiecks  constant  bleibt,  so  beschreibt  er  einen  sphärischen 
K^elschnitt,  welcher  die  anderen  beiden  Eckpunkte  zu  Brenn- 
punkten hat  (Seite  156). 


Polvierecke  und  Polvierseite  von  Kegelschnitten. 

165.  Ein  vollständiges  Viereck  nenne  ich  „Polviereck^  eines 
Kegelschnittes  -f^^  wenn  von  seinen  sechs  Seiten  jede  ihrer  Gegen- 
seite conjugirt  ist  in  Bezug  auf  7  2  Ebenso  soll  ein  vollständiges 
Vierseit  ein  ^Polvierseit^  des  Kegelschnittes  heissen,  wenn  jeder 
von  seinen  sechs  Eckpunkten  dem  ihm  gegenüber  liegenden  Eck- 
punkte conjugirt  ist.  Die  Polaren  der  Eckpunkte  eines  Polvier- 
ecks bilden  ein  Polvierseit;  und  zwar  gehen  die  sechs  Seiten  des 
Vierecks  durch  die  sechs  Eckpunkte  dieses  Vierseits. 

166.  Wenn  zwei  Paar  Gegenseiten  eines  vollständigen  Vier- 
ecks aus  conjugirten  Strahlen  bestehen,  so  gilt  das  Gleiche  von 
dem  dritten  Paare,  und  das  Viereck  ist  ein  Polviereck  des  Kegel- 
schnittes 7*.  Nämlich  die  Polare  eines  beliebigen  Eckpunktes 
schneidet  das  Viereck  in  einer  Involution  von  Punkten  (Seite  124) ; 
und  zwar  jene  beiden  (und  folglich  alle  drei)  Paare  von  Gegen- 
seiten in  Paaren  conjugirter  Punkte ;  woraus  der  Satz  folgt.  Aehnlich 
beweist  man  den  reciproken  Satz:  Ein  vollständiges  Vierseit  ist 
ein  Polvierseit  von  7 2^  wenn  zwei  Paare  seiner  Gegenpunkte  aus 
conjugirten  Punkten  bestehen. 

167.  Verbindet  man  die  Eckpunkte  A^  B,  C  eines  Dreiecks 
mit  den  Polen  der  ihnen  gegenüberliegenden  Seiten,  so  gehen  die 
drei  Verbindungslinien  durch  einen  Punkt  Z>,  welcher  mit  A,  B  und  C 
ein  Polviereck  des  Kegelschnittes  7  2  bildet  (Nr.  166).  Drei  be- 
liebig angenommene  Eckpunkte  -4,  B,  C  eines  Polvierecks  bestimmen 
also  den  vierten  D;  sind  insbesondere  A  und  B  conjugirt  in  Bezug 
auf  7  2^  so  bilden  sie  mit  D  ein  Poldreieck  von  7  2,  Jedes  Vier- 
eck, welches  aus  einem  Poldreieck  von  7  2  u^d  einem  beliebigen 
Punkte  der  Ebene  besteht,  ist  ein  Pol  vier  eck  von  7  2  (Nr.  165). 
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Es  giebt  auch  uneigentliclie  Polvierecke,   von  deren  Eckpunkten 
drei  in  einer  Geraden  liegen  oder  zwei  sich  vereinigen. 

168.  Bringt  man  die  Seiten  a,  6,  c  eines  Dreiecks  zum  Durch- 
schnitt mit  den  Polaren  der  ihnen  gegenüberliegenden  Eckpunkte, 
so  erhält  man  drei  Punkte  einer  Graden  d,  welche  mit  «,  b  und  r 
ein  Polvierseit  des  Kegelschnittes  -y^  bildet  (Nr.  1G6).  Drei  Seiten 
eines  Polvierseits  bestimmen  also  die  vierte ;  nur  wenn  sie  ein  Pc J- 
dreieck  von  7^  bilden,  kann  die  vierte  Seite  mit  jeder  Geraden 
der  Ebene  zusammenfallen. 

Wenn  zwei  Polvierseite  von  ;• 
zwei  gemeinschaftliche  Seiten 
haben,  so  berühren  ihre  sech^ 
Seiten  eine  „Cune  IL  Classe* 
(d.  h.  sie  gehören  einem  Strahlen- 
büschel IL  Ordnung  an\  die 
auch  in  zwei  Punkte  zerfallen 
kann. 


169.  Wenn  zwei  Polvierecke 
ABCD  und  ABC^D'  von  72 
zwei  Eckpunkte  A  und  B  mit 
einander  gemein  haben,  so  liegen 
ihre  sechs  Eckpunkte  auf  einer 
Curve  IL  Ordnung,  die  unter 
Umständen  in  zwei  Gerade,  A  B 
und  ('A  zerfallen  kann. 
Weil  nämlich  die  Strahlenbüschel  A  und  B  projectivisch  auf  ein- 
ander bezogen  werden,  wenn  man  jedem  Strahle  von  A  den  ihm 
conjugirten  Strahl  von  B  zuweist,  so  ergiebt  sich  Ai^CDCD') 
7^  B{DCD'C\  und  daraus  (nach  S.  \22)  A{CDCD')  7^  B{CDCD' . 
wie  im  Satze  links  behauptet  wird. 

170.  Da  ein  Poldreieck  von  y^  durch  jeden  Punkt  der  Ebene 
zu  einem  Polviereck  ergänzt  wird,  so  ergeben  sich  aus  dem  vorher- 
gehenden Doppelsatze  sofort  die  folgenden  Sätze: 

Wenn  ein  Poldreieck  und  ein  Wenn  ein  Poldreiseit  und  ein 
Polviereck  von  7  2  einen  gemein-  Polvierseit  von  7^  eine  gemein- 
schaftlichen Eckpunkt  besitzen,  schaftliche  Seite  haben,  so  1m^ 
so  liegen  ihre  sechs  Eckpunkte  rühren  ihre  sechs  Seiten  eim* 
auf  einer  Curve  IL  Ordnung.  |  Curve  IL  Classe. 
Zwei  beliebigen  Poldreiecken  eines  Kegelschnittes  7^  kann  allemal 
eine  Curve  IL  Ordnung  umschrieben  und  eine  Curve  IL  Classe 
eingeschrieben  werden  (vergl.  auch  S.  122).  Diese  Curven  können 
aber  auch  in  zwei  Gerade  resp.  zwei  Punkte  zerfallen. 

171.  Zwei  Kegelschnitte  7*  und  7J,  die  in  derselben  Ebene 
liegen,  haben  unendlich  viele  gemeinschaftliche  Polvierecke  und 
Polvierseite.  Man  kann  zwei  Seiten  a,  b  eines  solchen  gemein- 
schaftlichen Polvierecks  willkürlich  annehmen;  die  ihnen  gegen- 
überliegenden Seiten  a^ ,  6|  verbinden  die  beiden  Pole  von  a  resp.  ^ 
in  Bezug  auf  7'  und  7J. 
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Wenn  zwei  gemeinschaftliche  Wenn  zwei  gemeinschaftliche 
Fohierecke  AB  CD  und  AB' CD^  Polvierseite  von  y' -und  yj  eine 
von  7-  und  7J  einen  Eckpunkt  A  Seite  mit  einander  gemein  haben, 
mit  einander  gemein  haben,  so  so  berühren  ihre  sieben  Seiten 
liegen  ihre  sieben  Eckpunkte  auf  eine  Curve  IL  Classe. 
einer  Curve  II.  Ordnung. 

Ist  nämlich  ABB'P  ein  Polviereck  von  y^  und  ABB'Q  ein  solches 
von  yf ,  so  haben  dieCurven  II. Ordnung  {A  B  CDB'P)  und  {A  B  CD  B'Q) 
fünf  gemeinschaftliche  Punkte  und  fallen  deshalb  zusammen  mit  dem 
Kegelschnitt  (ABB'PQ);  ebenso  aber  fallen  die  Curv^  II.  Ordnung 
[AB'OD'BP)  und  (AB'CD'BQ)  mit  (ABB'PQ)  zusammen. 

172.  In  Bezug  auf  drei  beliebig  gegebene  Kegelschnitte  Y^  Y  J,  T2 
der  Ebene  hat  eine  Gerade  a  drei  Pole,  die  im  Allgemeinen  nicht 
in  einer  Geraden  liegen.  Beschreibt  a  einen  Strahlenbüschel  U^ 
so  beschreiben  diese  Pole  drei  zu  U  und  deshalb  auch  zu  ein- 
ander projectivische  Punktreihen  w,  W|,  ^2?  ^^^^  von  den  Strahlen, 
welche  die  homologen  Punkte  von  u  und  W|  verbinden,  gehen  im 
Allgemeinen  höchstens  drei  (mindestens  aber  einer)  durch  die  ent- 
sprechenden Punkte  von  1/2  (S*  108),  und  sind  je  einem  Strahle 
Ton  U  in  Bezug  auf  die  drei  Kegelschnitte  y*?  Yi'  T2  conjugirt. 
Daraus  ergiebt  sich  die  eine  Hälfte  des  Doppelsatzes: 

Es  giebt  in  der  Ebene  un- 
endlich viele  Paare  von  Punk- 
ten, die  in  Bezug  auf  drei 
beliebig  gegebene  Kegelschnitte 


Es  giebt  in  der  Ebene  un- 
endlich viele  Paare  von  Strah- 
len, die  in  Bezug  auf  drei 
beliebig  gegebene  Kegelschnitte 
conjugirt  sind.  Diese  Strahlen- 
paare umhüllen  im  Allgemeinen 
eine  Curve  III.  Classe,  und  je 
zwei  von  ihnen  bilden  zwei  Paar 
Gegenseiten  eines  gemeinschaft- 
lichen Polvierecks  der  drei  Kegel- 
schnitte (Nr.  106).  Drei  Tan- 
genten, welche  von  irgend  einem 
Punkte  f/an  die  Curve  III.  Classe 
gehen,  bilden  mit  den  ihnen  con- 
jugirten  Tangenten  die  drei  Paar 
Gegenseiten  eines  gemeinschaft- 
lichen Polvierecks  der  drei  Kegel- 
schnitte. 


conjugirt  sind.  Der  Ort  dieser 
Punktenpaare  ist  im  Allgemeinen 
eine  Curve  III.  Ordnung,  und  je 
zwei  von  ihnen  bilden  zwei  Paar 
Gegenpunkte  eines  gemeinschaft- 
lichen Polvierseits  der  drei  Kegel- 
schnitte. Drei  Punkte,  in  wel- 
chen irgend  eine  Gerade  die 
Curve  III.  Ordnung  schneidet, 
bilden  mit  den  ihnen  conjugirten 
Curvenpunkten  die  drei  Paar 
Gegenpunkte  eines  gemeinschaft- 
lichen Polvierseits  der  drei  Kegel- 
schnitte. 


Reyoy  Geometrie  der  Lage.    I.    2.  Aufl. 
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Uaeare  Systeme  und  Gewebe  von  Kegelschnitten. 

173.  Wenn  einem  Polviereck  eines  Kegelschnittes  ^^  ein  Kegel- 
schnitt k^  umschrieben  ist,  so  stehen  die  beiden  Curven  7-  und  k- 
in  folgenden  merkwürdigen  Beziehungen  zu  einander: 


a.  Drei  beliebige  Punkte  von 
k'^  bestimmen  ein  Polviereck  von 
Y^  (Xr.  107),  dessen  vierter  Eck- 
punkt gleichfalls  auf  ä:^  liegt. 

b.  Bringt  man  k*^  zum  Durch- 
schnitt mit  zwei  Geraden,  die  in 
Bezug  auf  7^  conjugirt  sind,  so 
erhält  man  die  vier  Eckpunkte 
eines  Polvierecks  von  y^- 

c.  Der  Curve  A^  können  dem- 
nach unendlich  viele  Polvierecke, 
im  Allgemeinen  aber  auch  un- 
endlich viele  reelle  Poldreiecke 
von  Y^  eingeschrieben  werden; 
jeder  von  y^  eingeschlossene 
Punkt  der  Curve  k"^  ist  Eckpunkt 
von  einem  dieser  Poldreiecke. 

d.  Die  Polare  eines  Punktes 
von  ^2  bezüglich  der  7^  schneidet 
die  eine  oder  auch  jede  der  bei- 
den CuiTcn  in  zwei  reellen  Punk- 
ten, welche  in  Bezug  auf  die 
andere  Curve  conjugirt  sind. 

e.  Z wei  Tangenten  von  Y^  deren 
Berührungspunkte  conjugirt  sind 
in  Bezug  auf  k'^^  schneiden  sich 
allemal  in  einem  Punkte  von  ä;2. 


a|.  Drei  beliebige  Tangenten 
von  Y^  bestimmen  ein  Polvier- 
seit  von  ^•2,  dessen  vierte  Seite 
gleichfalls  Tangente  von  k^  ist 

b|.  Zieht  man  an  y"  Tangen- 
ten aus  zwei  Punkten,  die  in 
Bezug  auf  ä:^  conjugirt  sind,  so 
erhält  man  die  vier  Seiten  eines 
Polvierseits  von  ä:^. 

C| .  Der  Curve  y*  können  dem- 
nach unendlich  viele  Polvierseite, 
im  Allgemeinen  aber  auch  un- 
endlich viele  Poldreiseite  von  k- 
umschrieben  werden;  jede  von  ^•*- 
ausgeschlossene  Tangente  der  7^ 
ist  Seite  von  einem  dieser  Pol- 
dreiseite. 

d|.  Aus  dem  Pole  einer  Tan- 
gente von  Y*  bezüglich  der  k' 
gehen  an  die  eine  oder  auch 
an  jede  der  beiden  Curven  zwei 
reelle  Tangenten,  welche  in  Bezug 
auf  die  andere  Curve  conjugirt 
sind. 

e, .   Zwei  Punkte  von  k\  deren 


Tangenten  conjugirt  sind  in  Be- 
zug auf  Y^  liegen  allemal  auf 
einer  Tangente  von  y^- 
f.  imd  fp    Die  Curve    /c^  Hegt  entweder  ganz  ausserhalb  7- 

oder  theils  ausserhalb,  theils  innerhalb;   sie  kann  nicht  von  y^ 

eingeschlossen  sein. 

174.  Zum  Beweise  dieser  Sätze  diene  Folgendes.  Zwei  Eck- 
punkte des  Polvierecks  von  y^j  welchem  der  Kegelschnitt  A-  um- 
schrieben ist,  bestimmen  mit  einem  beliebigen  dritten  Punkte  A 
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von  A2  ein  zweites,  der  k^  eingeschriebenes  Polviereck  von  -^"^ 
(Nr.  167  und  169);  aus  diesem  zweiten  aber  kann  ebenso  ein  drittes 
abgeleitet  werden,  von  welchem  zwei  Eckpunkte  ^4,  B  beliebig  auf 
k^  angenommen  sind,  und  dieses  dritte  führt  zu  einem  vierten,  der 
Ä-2  eingeschriebenen  Polviereck  von  y^^  welches  drei  beliebige  Punkte 
Af  5,  (7  von  k^  zu  Eckpunkten  hat.  Damit  ist  der  Sat:^  a.  be- 
wiesen, woraus  b.  ohne  Weiteres  folgt.  —  Sei  a  die  Polare  von  A 
in  Bezug  auf  ^^  und  möge  dieselbe  mit  y^  keinen  reellen  Punkt 
gemein  haben,  also  A  innerhalb  7 2  Hegen;  dann  schneidet  a  die 
Gegenseiten  der  Pol  Vierecke  von  7^^  welche  A  zum  Eckpunkt 
haben,  in  Paaren  von  Punkten,  die  hinsichtlich  7  2  conjugirt  sind 
(Nr.  166),  und  die  so  entstehende  involutorische  Punktreihe  a  hat 
keine  reellen  Ordnungspunkte.  Die  sämmtlichen  Kegelschnitte, 
welche  einem  beliebigen  jener  Polvierecke  umschrieben  werden 
können,  müssen  deshalb  die  Gerade  a  in  je  zwei  reellen,  con- 
jugirten  Punkten  schneiden,  welche  mit  A  ein  reelles  Poldreieck 
von  Y^  bilden;  denn  diese  Kegelschnitte  folgen  stetig  auf  einander, 
unendlich  viele  von  ihnen  haben  mit  der  invohitorischen  Punkt- 
reihe a  zwei  reelle,  einander  zugeordnete  Punkte  gemein  (S.  125), 
und  unmöglich  kann  einer  derselben  mit  a  zwei  imaginäre  Punkte 
gemein  haben,  weil  sonst  zwischen  ihm  und  den  eben  genannten 
ein  anderer  liegen  würde,  welcher  a  in  einem  reellen  Ordnungs- 
punkte berührte.  Damit  sind  die  Sätze  c.  und  f.  bewiesen,  woraus 
d.  und  e.  sich  leicht  ergeben. 

175.  Die  Sätze  a|..bis  f|.  der  Nr.  173  können  auf  dieselbe 
Art  wie  a.  bis  f.  bewiesen  werden,  sobald  gezeigt  ist,  dass 
dem  Kegelschnitt  7  2  irgend  ein  Pol  vier  seit  von  k^  umschrieben 
werden  kann.  Um  diesen  Nachweis  zu  liefern,  nehmen  wir  auf 
fe^  drei  Punkte  P,  Q,  R  an,  deren  Verbindungslinien  ausserhalb 
7^  liegen,  was  (Nr.  173  /.)  allemal  möglich  ist.  Dieselben  be- 
stimmen ein  der  k^  eingeschriebenes  Polviereck  PQRS  von  72, 
dessen  Gegenseiten  sich  in  drei  ausserhalb  7  2  liegenden  Punkten 
l/,  F,  W  schneiden;  diese  drei  Punkte  sind  paarweise  conjugirt 
in  Bezug  auf  ä:^,  und  zwei  von  ihnen ,  U  und  F,  liegen  ausser- 
halb A:2.  Zieht  man  nun  von  U  und  V  Tangentenpaare  an  72, 
so  trennen  dieselben  je  zwei  Gegenseiten  des  Polvierecks  PQRS 
harmonisch  (Seite  83);  diese  vier  Tangenten  bilden  folglich  ein 
Vierseit,  dessen  Gegenpunkte  paarweise  durch  jedes  Paar  Gegen- 
seiten des  Vierecks  PQRS  harmonisch  getrennt  sind,  und  da 
einer  der  sechs  Eckpunkte  des  Vrerseits,  wie  man  leicht  einsieht, 
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von  k^  eingeschlossen  ist,  so  ist  derselbe  auch  durch  fc-  Ton 
seinem  Gegenpunkte  harmonisch  getrennt  (Seite  125).  Von  den 
Gegenpunkten  des  Vierseits  sind  also  zwei  Paare  conjugirt  hin- 
sichtlich ^•'-,  dieses  der  72  umschriebene  Vierseit  ist  folglich  ein 
Polvierseit  von  k^ ;  w.  z.  b.  w. 

176,  Von  zwei  Kegelschnitten  k'^  und  7^,  von  welchen  der 
eine  A-2  einem  Polviereck  des  anderen  y*  umschrieben  oder  dieser 
einem  Polvierseit  von  jenem  eingeschrieben  ist,  sage  ich*):  ^Die 
Ourve  IL  Ordnung  k^  stützt  oder  trägt  die  Curve  II.  Classe  7-, 
und  umgekehrt  7^  stützt  sich  oder  ruht  auf  fc^.**'  Weun  k'  in 
zwei  Strahlen  oder  7-  in  zwei  Punkte  zerfallt,  so  sage  ich  dem- 
gemiiss : 

Ein   Strahlenpaar   stützt   die  Ein  Punktenpaar  ruht  auf  der 

Curve  II.  Classe  7^  wenn  seine  Curve     II.  Ordnung    it-,     wenn 

Strahlen  in  Bezug  auf  7^  con-  seine  Punkte   in   Bezug   auf  /:- 

jugirt  sind.  conjugirt  sind. 

Tud  weil  eine  Gonide  nur  dann  in  Bezug  auf  7-  sich  seihst  con- 
jugirt ist,  wenn  sie  7-  berührt,  so  setze  ich  hinzu: 

Eine  zweifache  Gen^de  stützt  Ein  zweifacher  Punkt  ruht 
die  Curve  IL  Classe  7-,  wenn  auf  der  Curve  IL  Ordnung  k\ 
sie  7^  berührt,  wenn  er  auf  k*  liegt 

177.  Alle  Kegelschnitte,  welche  t'ine  gegebene  i'urve  IL  Clas<4»7- 
>tüt2en  und  dur^h  drei  willkürlich  angenommene  Punkte  gehen, 
sind  deuu  dun^i  dit^se  Punktr  bt'>timmten  PiJviereck  \on  7^  um- 
sohrieWn  iNr.  173  a"^;  dun^i  einen  K-iiebiff  aufgenommenen  vierten 
l\inkt  der  Elvne  geht  demnach  nur  einer  derselben.     ALm«: 

Pie N^immthohe'i  Kt ::oi>vhuitie  Die  sämmtlicht- n  KeselNchnitte 

1%  wtlvhe  eine  i:ii:rWne  Curve  ;•,  weloi.e  auf  einer  gegeWnen 

IL  C*a^i^*  ;*  vräi.-on,  bilden  e:!.i-  lUne     IL  <>rdnuns.    k-    ruhen, 

Manv»:^t\Kt:^koit  %ou  vurD:nu:>-  b.M-:;  eine  Manniirfaltigkeit  von 

<i.'!:tiu  woivr.o  wir  t:u  «li:uc%r\>  v;ir    I>:i.;ta<:»»nen,    welche    wir 

Kt^<Nv!.n;;;-SYsum         \;-vr:<r  ein    ^'.::;eAn:s    Kesrelsclinitt-Ge- 

S:;;:\  ~    *«:;:;<  n   w  II«  u,      H;:>  tu  wt  I^,^  a  .t  r:^  rS;u:\  *  nennen  wullen. 

KI.  *.  ^ou  \urt\k  Käv.:.  iiu  AIN  Ki*.-:.;  **rLtb:^-:i  Virrs»Mt  kann 

CA  :.:.t:;   nur   f.n    Ki-r.-/ ^n  ;rr.  AII^- \  r  .:.eu   nur  ein  Kegel- 

vi.v^;^     S\^:tr.u>     ur  >^*  r.tlvr.  >^':..:;    .i:«-?<>    GeweUfs    einjre- 
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werden;  denn  das  Viereck  ist 
ein  Polviereck  von  7^^  m^^  alle 
ihm  umscliriebenen  Kegelschnitte 
gehören  zu  dem  Systeme,  wenn 
irgend  zwei  derselben  die  Curve 
r-  stützen. 


schrieben  werden;  denn  das 
Vierseit  ist  ein  Polvierseit  von 
k^  und  alle  ihm  eingeschrie- 
benen Kegelschnitte  gehören  zu 
dem  Gewebe,  wenn  irgend  zwei 
derselben  auf  der  Curve  Ä:^ 
ruhen. 


178.  Von  den  Kegelschnitten,  welche  zwei  gegebene  Curven 
II.  Classe  7-  und  7J  stützen,  gelit  durch  drei  beliebige  Punkte 
-4,  B,  C  der  Ebene  im  Allgemeinen  ein  einziger;  derselbe  ent- 
hält auch  die  beiden  Punkte,  welche  mit  A^  B  und  C  ein  Pol- 
viereck von  72  und  eines  von  yf  bilden.     Ueberhaupt  können  wir 


sagen: 


Alle  Kegelschnitte  k'^^  welche 
zwei,  drei  oder  vier  beliebig  in 
der  Ebene  angenommene  Curven 
II.  Classe  stützen ,  bilden  eine 
drei-,  zwei-,  resp.  einfach  unend- 
liche Mannigfaltigkeit,  welche 
wir  ein  „lineares  Kegelschnitt- 
System  dritter,  zweiter,  resp. 
erster  Stufe"  nennen  wollen. 


Alle  Kegelschnitte  -y^^  welche 
auf  zwei,  drei  oder  vier  beliebig 
in  der  Ebene  angenommene 
Curven  IL  Ordnung  zugleich  sich 
stützen,  bilden  eine  drei-,  zwei-, 
resp.  einfach  unendliche  Mannig- 
faltigkeit, welche  wir  ein  ^linea- 
res Kegelschnitt-Gewebe  dritter, 
zweiter,  resp.  erster  Stufe" 
nennen  wollen. 

Bei  besonderer  gegenseitiger  Lage  der  gegebenen  Curven  können 
diese  Sätze  Ausnahmen  erleiden,  die  sich  weiter  unten  von  selbst 
ergeben.  Die  Stufenzahl  giebt  nicht  blos  an,  wie  viele  Dimensionen 
ein  Kegelschnitt-System  oder  -Gewebe  hat,  sondern  sie  ist,  wie  wir 
sehen  werden  (Nr.  189  und  195),  zugleich  die  Zahl  der  Punkte 
resp.  Tangenten,  durch  welche  einer  von  seinen  Kegelschnitten 
festgelegt  ist. 

179.  Die  linearen  Kegelschnitt-Systeme  erster  und  zweiter 
Stufe  werden  gewöhnlich  ^Kegelschnitt-Büschel"  resp.  ^Kegelschnitt- 
Netze"  genannt;  ebenso  führen  die  reciproken  Gebilde  auch  die 
Namen  ^Schaar"  resp.  ^^Schaarschaar  von  Kegelschnitten".  Aller- 
dings pflegt  man  sonst  den  Kegelschnittbüschel  und  die  Kegel- 
schnittschaar  zu  definiren  als  die  Gesammtheit  aller  Kegelschnitte, 
die  einem  Viereck  umschrieben  resp.  einem  Vierseit  eingeschrieben 
werden  können;  aber  diese  Definitionen  sind  in  den  obigen  ent- 
halten, wie  der  folgende  Satz  lehrt: 
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Wenn  zwei  Kegelschnitte  eines 
linearen  Kegelschnitt-  Systemes 
einem  Viereck  umschrieben  sind, 
so  ist  dieses  ein  gemeinschaft- 
liches Polviereck  aller  Curven 
IL  Classe,  die  auf  das  System 
sich  stützen  (Nr.  177J,  und  dem 
Systeme  gehören  folglich  alle 
dem  Viereck  umschriebenen 
Kegelschnitte  an. 


Wenn  zwei  Kegelschnite  eines 
linearen  Kegelschnitt  -  Gewebes 
einem  Vierseit  eingeschrieben 
sind,  so  ist  dieses  ein  gemein- 
schaftliches Polvierseit  aller 
Curven  IL  Ordnung,  welche  das 
Gewebe  stützen  (Nr.  177),  und 
dem  Gewebe  gehören  folglich 
alle  dem  Vierseit  eingesclirie- 
benen  Kegelschnitte  an. 


180.  Die  Theorie  des  linearen  Kegelschnitt- Systemes  vierter 
Stufe  ist  nicht  wesentlich  verschieden  von  der  Polarentheorie  der 
Curve  IL  Classe  7 2^  welche  auf  allen  seinen  Kegelschnitten  ruht 
Wir  heben  deshalb  nur  hervor,  dass  das  System  ein  specielles 
ist,  wenn  7  2  ^[^>}^  auf  zwei  Punkte  P,  Q  oder  auch  auf  einen  zwei- 
fachen Punkt  P  reducirt.     Also: 


Alle  Kegelschnitte  der  Ebene, 
welche  durch  einen  gegebenen 
Punkt  P  gehen  oder  in  Bezug 
auf  welche  zwei  Punkte  P,  Q 
einander  conjugirt  sind,  bilden 
ein  specielles  lineares  Kegel- 
schnitt-System vierter  Stufe. 


Alle  Kegelschnitte  der  Ebene, 
welche  eine  gegebene  Gerade 
berühren  oder  in  Bezug  auf 
welche  zwei  Gerade  einander  con- 
jugirt sind,  bilden  ein  speciel- 
les  lineares  Kegelschnitt-Gewebe 
vierter  Stufe. 


Z.  B.  alle  Parabeln  der  Ebene  bilden  ein  specielles  Kegelschnitt- 
Gewebe  und  alle  gleichseitigen  Hyperbeln  bilden  ein  specielles 
Kegelschnitt-System  vierter  Stufe.  Auf  welche  beiden  imaginären 
Punkte  reducirt  sich  die  Cune  IL  Classe  ^'^  welche  auf  allen 
gleichseitigen  Hyperbeln  ruht? 
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181.  Sind  von  einem  Polviereck  einer  Curve  IL  Classe  7^  x^ei 
Eckpunkte  A,  B  gegeben,  sowie  die  zu  A  ß  conjugirte  Seite  11,  in 
welcher  die  anderen  beiden  Eckpunkte  C  D  liegen,  so  bilden 
die  letzteren  irgend  ein  Paar  zugeordneter  Punkte  einer  involutiH 
rischen   l^unktreihe  w.     Man   erhält   diese  Punktreihe,    wenn  man 


Verul.  Srhroter.  Pie  Tbtorie  der  KoiroWhnitte,  II.  Aufl..  :>.  ^--'4 — 1*0 


Lineare  Kegelschnitt-Systeme  und  -Gewebe  dritter  und  erster  Stufe.      199 


jedem  Strahle  AC  oder  AD  von  A  den  ihm  conjugirten  Strahl 
J3Z)  resp.  BC  \on  £  zuweist,  und  sodann  die  Strahlenbüschel 
A  und  B  welche  dadurch  projectivisch  auf  einander  bezogen  sind, 
mit  «  zum  Durchschnitt  bringt.  Will  man  nun  ein  gemeinschaft- 
liches Polviereck  von  zwei  Curven  IL  Classe  7'  und  7J  construiren, 
welches  die  Punkte  A,  B  -zu  Eckpunkten  bat,  so  muss  die  Ge- 
rade w,  welche  die  anderen  beiden  Eckpunkte  C  und  D  enthält, 
diurch  die  beiden  Pole  von  Aß  in  Bezug  auf  -y^  und  y?  gehen; 
die  Punkte  C  und  D  aber  sind  einander  zugeordnet  in  zwei  auf  « 
hegenden  involutorischen  Punktreihen,  und  deshalb  völlig  be- 
stimmt (Seite  146),  wenn  die  Punktreihen  nicht  ausnahmsweise 
identisch  sind.  Die  beiden  Ordnungspunkte  von  jeder  dieser  in- 
volutorischen Punktreilien  sind  conjugirt  in  Bezug  auf  alle  Kegel- 
schnitte, welche  dem  Polviereck  AB  CD  umschrieben  sind;  und 
zwar  geht,  wie  mr  früher  (Seite  150)  bewiesen  haben,  auch  dann 
durch  einen  beliebigen  Punkt  P  allemal  einer  dieser  Kegelschnitte, 
wenn  C  und  D  imaginär  werden.  Daraus  schliessen  wir  (vergl. 
Nr.  178): 


Alle  Kegelschnitte,  welche  auf 
zwei  Curven  IL  Ordnung  k^  und 
Ä;]  ruhen  und  zwei  reelle  Gerade 
berühren,  sind  einem  gemein- 
schaftlichen Polviereck  von  k^ 
und  k]  eingeschrieben,  dessen 
übrigen  beiden  Seiten  aber  auch 
conjugirt-imaginär  sein  können. 


182.  Alle  Kegelschnitte,  welche 
zwei  Curven  IL  Classe  y^  und 
f ?  stützen  und  durch  zwei  reelle 
Punkte  gehen,  sind  einem  ge- 
meinschaftlichen Polviereck  von 
Y^  und  yJ  umschrieben,  dessen 
übrigen  beiden  Eckpunkte  aber 
auch  conjugirt  -  imaginär  sein 
können. 

Wir  dürfen  (Seite  142)  dieses  Polviereck  als  gegeben  be- 
trachten, wenn  ausser  seinen  beiden  reellen  Punkten  A  und  B 
irgend  ein  ihm  umschriebener  Kegelschnitt  bekannt  ist,  sowie  die 
Gerade  ti,  auf  welcher  die  anderen  beiden  Eckpunkte  liegen.  Sind 
zwei  ihm  umschriebene  Kegelschnitte  gegeben,  so  projiciren  wir 
alle  Punkte  des  einen  aus  A  sowohl  wie  aus  B  auf  den  anderen ; 
wir  erhalten  dann  in  diesem  letzteren  zwei  projectivische  Punkt- 
reihen, welche  die  übrigen  beiden  Eckpunkte  C,  D  des  Polvier- 
ecks entsprechend  gemein  haben,  und  die  Gerade  u  oder  CD  er- 
giebt  sich,  auch  wenn  C  und  D  imaginär  sind,  durch  eine  be- 
kannte Construction  (Seite  139).  Das  Polviereck  ist  also  auch 
durch  zwei  ihm  umschriebene  Kegelschnitte  völlig  bestimmt;  alle 
ihm  umschriebenen  Kegelschnitte  stützen  sowohl  7^  wie  yJ. 
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183.  Auf  Grund  dieser  Bemerkungen  und  der  Sätze  von  Nr.  179 
können  wir  nun  folgenden  wichtigen  Satz  beweisen,  welcher  die 
Kegelschnitt -Systeme  und  -Gewebe  dritter  Stufe  mit  denjenigen 
erster  Stufe  auf  das  Innigste  verknüpft*): 


Mit  einem  linearen  Kegel- 
schnittsysteme dritter  Stufe 
ist  allemal  eine  Kegel- 
schnittschaar  derartig  ver- 
bunden, dass  jede  Curve 
der  Schaar  auf  jeder  Curve 
des  Systemes  ruht. 


Mit  einem  linearen  Kegel- 
schnittgewebe  dritter  Stufe 
ist  allemal  ein  Kegelschnitt^ 
büschel  derartig  verbun- 
den, dass  jede  Curve  des 
Büschels  alle  Curven  des 
Gewebes  stützt 


Es  seien  y^  und  yJ  die  beiden  Curven  II.  Classe,  welche  auf 
allen  Kegelschnitten  des  linearen  Systemes  dritter  Stufe  ruhen 
und  dasselbe  bestimmen  (Nr.  178).  Wir  wählen  in  dem  Syst-erae 
vier  Kegelschnitte  fc,  Z,  w,  n  so,  dass  A:,  l  und  m  durch  einen  be- 
liebig gegebenen  reellen  Punkt  P  gehen  und  sich  paarweise  in 
drei  verschiedenen  gemeinschaftlichen  Polvierecken  {kl\  {km\  (Im) 
von  7^  und  yJ  schneiden;  der  vierte  Kegelschnitt  n  gehe  nicht 
durch  P,  werde  aber  von  k  in  einem  gemeinschafflichen  Polviereck 
(Jen)  von  7*  und  yJ  geschnitten,  welches  zwei  oder  vier  reelle 
Eckpunkte  hat.  Wir  bezeichnen  endlich  mit  S-  irgend  einen  von 
Y'^  und  Y?  verschiedenen  Kegelschnitt  der  Schaar,  welche  auf 
Ä",  /,  m,  n  sich  stützt  (Nr.  178  und  179).  Wir  beweisen  dann 
den  Satz  links,  indem  wir  darthun,  dass  auf  jedem  Kegelschnitte 
des  linearen  Systemes  dritter  Stufe,  z.  B.  auf  demjenigen,  welcher 
durch  irgend  drei  reelle  Punkte  -4,  -ß,  C  geht  (Nr.  178),  allemal 
ausser  y*  ii"d  y?  auch  die  Curve  ö-  ruht. 

184.  Die  Vierecke  (A:/),  (km)^  (Im)  und  (kn)  sind  Polvier- 
ecke auch  von  S^,  weil  S^  auf  jeden  der  vier  Kegelschnitte  k,  /,  m,  n 
sich  stützt;  ö-  ruht  folglich  auch  auf  denjenigen  vier  Kegel- 
schnitten, welche  jenen  vier  Polvierecken  umschrieben  sind  und 
durch  den  beliebigen  Punkt  A  gehen.  Drei  von  diesen  neuen 
Kegelschnitten  sind  dem  durch  P  und  A  bestinmiten  gemeinschaft- 
lichen Polviereck  von  y^  und  yJ  umschrieben  (Nr.  182);  der  vierte 
geht  nicht  durch  P,  wenn,  wie  wir  annehmen  dürfen,  A  nicht 
auf  k  liegt,  er  schneidet  also  die  drei  ersteren  in  drei  verschiedenen 


*)  Derselbe  rührt  von  Herrn  H.  J.  Stephen  Smith  her;  vergL  die  Ab- 
handlung des  Herrn  R  OS  an  es  «Uober  Systeme  von  Kegelschnitten*'  in  den  Mathem. 
Annalen,  Bd.  (3,  S.  264. 
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gemeinschaftlichen  Polvierecken  von  y',  7J  und  8'.  Unter  den 
vier  Kegelschnitten,  welche  durch  den  Punkt  B  gehen  und  diesen 
drei  Polvierecken  sowie  dem  durch  P  und  A  bestimmten  Polvier- 
eck von  Y*»  T?  ^^^  ^^  umschrieben  sind,  giebt  es  deshalb  minde- 
stens zwei  verschiedene,  die  Curven  7^,  7J  und  0^  stützende;  sie 
schneiden  sich  in  dem  gemeinschaftlichen  Polviereck  von  y^  und  yj, 
von  welchem  A  und  B  zwei  reelle  Eckpunkte  sind  und  welches 
also  auch  von  §2  ein  Polviereck  ist;  und  der  durch  den  Punkt 
C  gehende ,  diesem  letzten  Polviereck  umschriebene  Kegelschnitt 
stützt  folglich  auch  die  Curve  ö^.  Damit  ist  der  Satz  (Nr.  183, 
links)  bewiesen. 

185.  Zwei  Curven  II.  Classe 
7^  und  7J  der  Ebene  bestimmen 
also  nicht  blos  ein  lineares  Kegel- 
schnitt-System dritter  Stufe,  son- 
dern auch  eine,  sie  enthaltende 
Kegelschnittschaar ,  deren  Cur- 
ven auf  allen  Curven  des  Sy- 
stemes  ruhen. 


Zwei  Curven  II.  Ordnung  k^ 
und  fej  der  Ebene  bestimmen 
nicht  blos  ein  lineares  Kegel- 
schnitt-Gewebe dritter  Stufe,  son- 
dern auch  einen,  sie  enthalten- 
den Kegelschnittbüschel ,  auf 
dessen  Curven  alle  Curven  des 
Gewebes  sich  stützen. 
Das  System  enthält  unendlich  viele  Kegelschnitte,  welche  in  Strahlen- 
paare zerfallen;  eine  beliebige  Gerade  s  der  Ebene  bildet  mit  der- 
jenigen Geraden  s',  welche  die  Pole  von  s  in  Bezug  auf  7'  und  7^ 
mit  einander  verbindet,  ein  solches  Strahlenpaar  5,  «'.  Dasselbe 
stützt  alle  Curven  der  Kegelschnittschaar,  und  seine  Strahlen  sind 
in  Bezug  auf  jede  dieser  Curven  conjugirt  (Nr.  176).    Daraus  folgt: 


Die  Pole  einer  Geraden  «  in 
Bezug  auf  alle  Curven  der  Kegel- 
schnittschaar liegen  auf  einer 
Geraden  «' ;  dieselbe  bildet  mit  s 
ein  Strahlenpaar  des  zugehöri- 
gen Kegelschnitt-Systemes  dritter 
Stufe. 


Die  Polaren  eines  Punktes  S  in 
Bezug  auf  alle  Curven  des  Kegel- 
schnittbüschels gehen  durch  einen 
Punkt  S^]  derselbe  bildet  mit  S 
ein  Punktenpaar  des  zugehöri- 
gen Kegelschnitt-Gewebes  dritter 
Stufe. 


Insbesondere  liegen  auch  die  Mittelpunkte  aller  Kegelschnitte  der 
Schaar  auf  einer  Geraden. 

186.  Ist  8  eine  gemeinschaftliche  Tangente  von  7*  und  7J,  so 
fällt  sie  mit  «'  zusammen,  ist  also  eine  zweifache  Gerade  des 
Systemes  und  sich  selbst  conjugirt  in  Bezug  auf  alle  Curven  der 
Schaar.    Also : 

Eine   Gerade,    welche   irgend  j      Ein    Punkt,    durch    welchen 
zwei  Kegelschnitte   der   Schaar  |  irgend    zwei    Kegelschnitte    des 
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berührt,  ist  gemeinschaftliche 
Taugente  von  allen  Curven  der 
Schaar,  und  zweifache  Gerade 
des  zugehörigen  Kegelschnitt- 
Systemes  dritter  Stufe.  Alle 
einem  Vierseit  eingeschriebenen 
Kegelschnitte  bilden  eine  Kegel- 
schnittschaar ;  das  zugehörige 
System  dritter  Stufe  enthält  alle 
Kegelschnitte,  von  welchen  das 
Vierseit      ein      Polvierseit      ist 


Büschels  gehen,  ist  gemeinschaft- 
licher Punkt  von  allen  Curven 
des  Büschels,  und  zweifacher 
Punkt  des  zugehörigen  Kegel- 
schnittgewebes dritter  Stufe.  Alle 
einem  Viereck  umschriebenen 
Kegelschnitte  bilden  einen  Kegel- 
schnittbüschel ;  das  zugehörige 
Gewebe  dritter  Stufe  entliält  alle 
Kegelschnitte,  von  welchen  das 
Viereck  ein  Polviereck  ist. 


(Nr.  179). 

187.  Wenn  um  einen  Punkt  A  eine  Gerade  s  sich  dreht,  so 
beschreiben  ihre  Pole  in  Bezug  auf  y^  und  7J  zwei  zu  dem  Büschel  *4 
projectivische  Punktreihen  a  und  «i,  und  die  Verbindungslinie  «' 
dieser  Pole  beschreibt  im  Allgemeinen  einen  Strahlenbüschel  IL  Ord- 
nung. Derselbe  enthält  alle  Strahlen,  welche  bezüglich  der  Kegel- 
schnittschaar.  den  Strahlen  von  A  conjugirt  sind  (Nr.  185);  er 
enthält  auch  die  Polaren  a,  «j,  ...  von  A  bezüglich  7^,  7?  ^^^ 
jeder  anderen  Curve  der  Schaar.  Diese  Polaren  nun  kann  man 
construiren,  indem  man  von  irgend  zwei  Strahlen  g  und  h  von  A 
die  Pole  bezüglich  jeder  Curve  der  Schaar  bestimmt  und  diese 
beiden  Pole  verbindet.  Und  da  die  Verbindungslinien,  wie  soeben 
gezeigt  wurde,  einem  Strahlenbüschel  IL  Ordnung  angehören,  so 
ergiebt  sich  (vgl.  Nr.  185): 


Die  Pole  von  zwei  beliebigen 
Geraden  ^,  h  bezüglich  der  ein- 
zelnen Curven  einer  Kegelschnitt- 
schaar  sind  homologe  Punkte 
von  zwei  projectivischen  Punkt- 
reihen L  Ordnung  </, ,  h^ ,  und  die 
Polaren  eines  Punktes  A  liegen 
im  Allgemeinen  in  einem  Strahlen- 
büschel IL  Ordnung,  dessen  Strah- 
len denjenigen  von  A  conjugirt 
sind  bezüglich  der  Kegelschnitt- 


Die  Polaren  von  zwei  beUe- 
bigen  Punkten  bezüglich  der  ein- 
zelnen Curven  eines  Kegelschnitt- 
büschels sind  homologe  Sti'ahlen 
von  zwei  projectivischen  Strahlen- 
büscheln I.  Ordnung,  und  die  Pole 
einer  Geraden  a  liegen  im  All- 
gemeinen auf  einer  Curve  IL  Ord- 
nung, deren  Punkte  denjenigen 
von  a  conjugirt  sind  bezüglich 
des  Kegelschnittbüschels. 


schaar. 

Auch  die  Mittelpunkte  aller  Curven  eines  Kegelschnittbüschels  liegen 
demnach  im  Allgemeinen  auf  einer  Curve  IL  Ordnung.  —  Auf 
Grund  dieser  Sätze  können  wir  die  Definition  aufstellen: 
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Vier  Kegelschnitte  einerSchaar 
heissen  „harmonisch^,  wenn  die 
Pole  einer  jeden  Geraden  be- 
züghch  derselben  vier  harmoni- 
sche Punkte  sind. 


Vier  Kegelschnitte  eines  Bü- 
schels heissen  „harmonisch", 
wenn  die  Polaren  eines  jeden 
Punktes  bezüglich  derselben  vier 
harmonische  Strahlen  sind. 


Dadurch  wird  es  möglich,  die  Schaaren  und  Büschel  von  Kegel- 
schnitten auf  einander  und  auf  die  Elementargebilde  projectivisch 
zu  beziehen. 

188.  Durch  einen  Punkt  A  gehen  im  Allgemeinen  zwei  Strahlen, 
welche  in  Bezug  auf  die  Kegelschnittschaar  conjugirt  sind  (Nr.  187). 
Daraus  ergiebt  sich: 


Die  Tangentenpaare ,  welche 
aus  einem  beliebigen  Punkte  A 
an  die  Curven  einer  Kegelschnitt- 
schaar gezogen  werden  können, 
sind  Paare  von  zugeordneten 
Strahlen  eines  involutorischen 
Büschels  A.  Die  beiden  Ord- 
nungsstrahlen dieses  Büschels 
sind  conjugirt  bezüglich  der 
Kegelschnittschaar,  und  berüh- 
ren in  A  je  eine  Curve  der  Schaar. 


Die  Punktenpaare,  in  welchen 
eine  beliebige  Gerade  a  die  Cur- 
ven eines  Kegelschnittbüschels 
schneidet,  sind  Paare  von  zuge- 
ordneten Punkten  einer  involu- 
torischen Punktreihe  a.  Die 
beiden  Ordnungspunkte  dieser 
Punktreihe  sind  conjugirt  be- 
züglich des  Kegelschnittbüschels, 
und  in  ihnen  berührt  a  zwei 
Curven  des  Büschels. 


189.  Die  Kegelschnittschaar  ist  bestimmt  durch  vier  beliebige 
Kegelschnitte  des  linearen  Systemes  dritter  Stufe,  auf  welchem 
sie  ruht  (Nr.  178,  183),  insbesondere  auch  durch  vier  Strahlen- 
paare desselben.  Wählt  man  diese  Strahlenpaare  so,  dass  ihre 
vier  Schnittpunkte  auf  irgend  einer  Geraden  l  liegen,  so  ergiebt 
sich  sofort,  dass  l  von  einer  einzigen  Cur>'e  der  Schaar  berührt 
wird;  dieselbe  muss  nämlich  auch  die  vier  Geraden  berühren, 
welche  von  /  dui'ch  die  vier  Strahlenpaare  harmonisch  getrennt 
sind  (Nr.  176).  Sind  zwei  Curven  7^,  yJ  der  Schaar  gegeben,  so 
kann  man  an  diese  dritte  Curve  leicht  aus  jedem  Punkte  A 
von  l  eine  zweite  Tangente  ziehen  auf  Grund  des  letzten  Satzes 
(Nr.  188).     Also: 


Eine  beliebige  Gerade  der 
Ebene  wird  von  nur  einer  Curve 
der  Kegelschnittschaar  berührt; 
durch  einen  beliebigen  Punkt 
aber  können  (Nr.  1 88)  zwei  dieser 
Curven  gehen. 


Durch  einen  beliebigen  Punkt 
der  Ebene  geht  nur  eine  Curve 
des  Kegelschnittbüschels ;  eine 
beliebige  Gerade  aber  kann 
von  zwei  dieser  Curven  berührt 
werden. 


204  Aufgaben  und  Lehrsätze. 

Die  Kegelschnittscliaar  enthält  demnach  eine  Parabel,  wenn  nicht 
alle  ihre  Curven  Parabeln  sind;  der  Kegelschnittbüschel  kann  zwei 
Parabeln  enthalten. 

190.  Eine  Gerade  w,  deren  Pole  in  Bezug  auf  7'  und  ^j  sich 
in  einem  Punkte  C  vereinigen  (Xr.  61),  bildet  mit  jedem  Strahle 
von  U  ein  Strahlenpaar  des  Kegelschnitt -Systemes  dritter  Stufe, 
und  ist  die  Polare  von  U  bezüglich  aller  Curven  der  Kegelschnitt- 
schaar  (vgl.  Nr.  185).     Daraus   folgt  mit  Rücksicht  auf  Nr.  153: 

^Die  Curven  einer  Schaar  (oder  eines  Büschels)  von  Kegel- 
„  schnitten  haben  im  Allgemeinen  ein  gemeinschaftliches  Pol- 
„dreieck." 

Dasselbe  ist  reell  und  leicht  zu  construiren,  wenn  irgend  zwei  von 
den  Kegelschnitten  vier  reelle  Punkte  oder  Tangenten  mit  ein- 
ander gemein  haben  (Seite  81,  82);  es  hat  in  jedem  Falle  min- 
destens eine  reelle  Seite  w  und  einen  reellen  Eckpunkt  U,  Wenn 
die  Kegelschnitte  7^  und  y?  sich  nicht  berühren,  so  liegt  U  nicht 
auf  seiner  Polare  u;  und  wenn  ausserdem  das  gemeinschaftliche 
Poldreieck  UVW  von  7'  und  yj  imaginär  ist,  so  können  die  beiden 
Punkte  V  und  W  von  m,  welche  conjugirt  sind  hinsichtlich  beider 
Kegelschnitte,  nicht  reell  sein.  Die  Punktenpaare,  welche  7'  und  1] 
mit  n  gemein  haben,  müssen  also  in  diesem  Falle  beide  reell  sein 
und  sich  gegenseitig  trennen  (Seite  146),  und  jeder  der  Kegel- 
schnitte 7^  und  7J  schliesst  folglich  einen  Theil  des  anderen  ein. 
Daraus  und  aus  dem  Vorhergehenden  ergiebt  sich  leicht: 

;,Wenn  das  gemeinschaftliche  Poldreieck  einer  Schaar  oder  eines 
^Büschels  von  Kegelschnitten  imaginär  ist,  so  haben  die  Kegel- 
„ schnitte  paarweise  zwei,  und  nur  zwei  reelle  Punkte,  sowie  zwei 
„reelle  Tangenten  mit  einander  gemein.  Diese  beiden  Tangenten 
„schneiden  sich  auf  der  reellen  Seite  n  des  Poldreiecks,  und 
,,jeno  beiden  Punkte  liegen  mit  dem  reellen  Eckpunkte  U  des- 
„selben  in  einer  Geraden"; 

denn  sonst  würde  der  Punkt,  in  welchem  die  Verbindungslinie 
der  beiden  Punkte  von  n  geschnitten  wird,  bezüglich  beider  Kegel- 
schnitte dem  Punkte  V,  sowie  einem  Punkte  der  Verbindungslinie 
conjugirt,  und  ein  zweiter  reeller  Eckpunkt  des  gemeinschaftlichen 
Poldreiecks  sein,  und  das  Poldreieck  wäre  ein  reelles. 

191.  Dreht  sich,  eine  Gerade  s  um  einen  Punkt  P  der  Ge- 
raden M,  so  beschreiben  ihre  beiden  Pole  in  Bezug  auf  7'  und  7; 
zwei  projectivische  Punktreiheu,  welche  den  Punkt  U  entsprechend 
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gemein  haben,  und  die  Verbindungslinie  dieser  beiden  Pole  dreht 
sich  folglich  um  einen  Punkt  P*;  und  da  die  beiden  Pole  von 
PU  in  M  liegen,  so  ist  auch  P*  ein  Punkt  von  u.  Legen  wir  nun 
durch  P  irgend  einen  Kegelschnitt  ä:^,  welcher  die  beiden  Kegel- 
schnitte 7*  und  yJ  stützt,  so  muss  derselbe  auch  durch  P'  gehen; 
denn  zwei-  beliebige  conjugirte  Strahlen  von  P  und  P"  schneiden 
denselben  in  einem  gemeinschaftlichen  Polviereck  von  7^  und  y? 
(Nr.  173  b),  und  da  wenigstens  zwei  von  u  verschiedene  Seiten 
dieses  Polvierecks  durch  P  gehen,  so  müssen  die  ihnen  conjugirten 
Gegenseiten  (also  auch  k^)  durch  P'  gehen.  Da  nun  u  von  einem 
Kegelschnittbüschel,  welcher  einem  beliebigen  Polviereck  der  Kegel- 
schnitte 7^  und  yJ  umschrieben  ist,  in  einer  involutorischen  Punkt- 
reihe geschnitten  wird,  so  ergiebt  sich: 

Jede  reelle  Seite  u  des  gemein-  Aus  jedem  reellen  Eckpunkte 
schaftlichen  Poldreiecks  der 
Kegelschnittschaar  schneidet  die 
Curven  und  Strahlenpaare  des  zu- 
gehörigen Kegelschnitt-Systemes 
dritter  Stufe  in  den  Punkten- 
paaren P,  P'  einer  involutori- 
schen Punktreihe  u.  Die  Ord- 
nungspunkte   dieser   Punktreihe 


U  des  gemeinschaftlichen  Pol- 
dreiecks des  Kegelschnittbüschels 
gehen  an  die  Curven  und  Punkten- 
paare des  zugehörigen  Kegel- 
schnitt-Gewebes Strahlenpaare 
eines  involutorischen  Strahlen- 
büschels U,  Die  Ordnungsstrah- 
len dieses  Strahlenbüschels  bil- 


bilden  ein  Punktenpaar  derKegel-     den  ein  Strahlenpaar  des  Kegel- 


schnittschaar, weil  sie  bezüglich 
aller  Curven  des  Kegelschnitt- 
Systemes  conjugirt  sind. 


Schnittbüschels,  weil  sie  bezüglich 
aller  Curven  des  Kegelschnitt- 
Gewebes  conjugirt  sind. 


192.  Die  Strahlenbüschel  P  und  P'  (Nr.  191)  sind  projec- 
tivisch,  wenn  jedem  Strahle  des  einen  der  ihm  hinsichtlich  7^  und  7J 
conjugirte  Strahl  des  anderen  zugewiesen  wird;  sie  erzeugen  eine 
Curve  IL  Ordnung,  welche  in  P  und  P'  von  P  U  und  P'  ü  berührt 
wird.  Ist  das  gemeinschaftliche  Poldreieck  reell,  so  geht  diese 
Curve  durch  die  Ordnungspunkte  der  beiden  involutorischen  Piinkt- 
reihen  v  und  w^  welche  in  den  anderen  beiden  Seiten  des  Pol- 
dreiecks sich  ergeben;  und  wenn  die  Ordnungspunkte  der  Punkt- 
reihe u  imaginär,  also  P  und  P'  durch  i;  und  w  getrennt  sind, 
so  hat  eine  der  Punktreiheu  v  und  w  mit  der  Curve  II.  Ordnung 
zwei  reelle,  die  andere  dagegen  zw^ei  imaginäre  Ordnungspunkte 
gemein.  Die  Strahlen  eines  reellen  Ordnungspunktes  0  von  u,  v 
oder  w  sind  involutorisch  gepaart,  sodass  je  zwei  zugeordnete 
Strahlen  von  0  in  Bezug  auf  die  beiden  Kegelschnitte  7^  und  7J 
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conjugirt  sind;  und  O  ist  der  Schnittpunkt  von  zwei  gemeinschaft- 
lichen (reellen  oder  imaginären)  Tangenten  dieser  Kegelschnitte, 
nämlich  der  beiden  Ordnungsstrahlen  des  involutorischen  Strahlen- 
büschels 0.  —  Ist  das  gemeinschaftliche  Poldreieck  von  •;*  und  7J 
imaginär,  so  schneiden  sich  auf  seiner  reellen  Seite  u  zwei  reelle 
gemeinschaftliche  Tangenten  von  ^^  ^^^  Tt  ^^  einem  Punkte  0 
(Nr.  190),  woraus  folgt,  dass  die  involutorische  Punktreihe  m  in 
diesem  Falle  zwei  reelle  Ordnungspunkte  0  besitzt  Aus  dem 
Allen  ergiebt  sich: 


J)ie  Kegelschnittschaa,r  enthält 
mindestens  ein  reelles  Punkten- 
paar  und  im  Allgemeinen  höch- 
stens drei  solche;  ihre  drei 
Punktenpaare  liegen  (auch  wenn 
zwei  derselben  imaginär  sind) 
auf  den  drei  Seiten  des  Pol- 
dreiecks der  Schaar,  und  bilden 
die  drei  Paar  Gegenpunkte  eines 
reellen  oder  imaginären  Vier- 
seits,  welchem  die  Kegelschnitt- 
schaar  eingeschrieben  ist. 

193.     Ausser   verschiedenen 
sich  in  einem  Punkte  berühren 

drei  Hauptartender  Kegelschnitt- 
schaar,  jenachdem  ihre  Curven 
vier,  oder  zwei,  oder  keine  reellen 
Tangenten  miteinander  gemein 
haben.  Nur  die  Kegelschnitt- 
schaaren  der  zweiten  Hauptart 
haben  ein  imaginäres  Poldreieck 
(Nr.  190),  und  nur  diejenigen 
von  der  ersten  Hauptart  ent- 
halten drei  reelle  Punktenpaare. 
Zwei  Kegelschnitte  einer  Schaar 
erster  oder  dritter  Art  haben 
entweder  keine  oder  vier  reelle 
Schnittpunkte ;  zwei  Kegelschnitte 
einer  Schaar  zweiter  Art  haben 


Der  Kegelschnittbüschel  ent- 
hält mindestens  ein  reelles  Strali- 
lenpaar  und  im  Allgemeinen 
höchstens  drei  solche ;  seine  drei 
Strahlenpaare  schneiden  sich 
(auch  wenn  zwei  derselben  ima- 
ginär sind)  in  den  drei  Eck- 
punkten des  Poldreiecks  dts 
Büschels,  und  bilden  die  drei 
Paar  Gegenseiten  eines  reellen 
oder  imaginären  Vierecks,  wel- 
chem der  Kegelschnittbüschel 
umschrieben  ist. 

Uebergangsarten,    deren  Curven 
oder  osculiren,  unterscheiden  wir: 

* 

drei  Hauptarten  des  Kegelschnitt- 
büschels,  jenachdem  seine  Curven 
vier,  oder  zwei,  oder  keine  reellen 
Punkte  mit  einander  gemein 
haben.  Nur  die  Kegelschnitt- 
büschel der  zweiten  Hauptart 
haben  ein  imaginäres  Poldreieck, 
und  nur  diejenigen  von  der  ersten 
Hauptart  enthalten  drei  reelle 
Strahleupaare.  Zwei  Kegel- 
schnitte eines  Büscliels  erster 
oder  dritter  Art  haben  entweder 
keine  oder  vier  reelle  gemein- 
schaftliche Tangenten ;  zwei 
Kegelschnitte  einer  Schaar  zwei- 


' 
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allemal  zwei  reelle  Schnittpunkte 
(St,  190). 

Wenn  alle  Curven  einer  Kegel- 
schnittschaÄr  in  Punktenpaare 
zerfallen,  was  auf  zwei  Arten 
möglich  ist,  so  ist  die  Schaar 
eine  specielle;  desgleichen  wenn 
sie  einen  zweifachen  Punkt  ent- 
hält. Demgemäss  bilden  alle 
Kegelschnitte,  welche  durch  die 
reellen  oder  imaginären  Ord- 
nungspunkte einer  involutori- 
schen  Punktreihe  gehen,  oder 
aber  in  Bezug  auf  welche  irgend 
ein  Punkt  eine  gegebene  Polare 
hat,  ein  specielles  lineares  Kegel- 
schnitt- System  dritter  Stufe ; 
aber  auch  dann  ist  ein  solches 
System  ein  specielles,  wenn  alle 
seine  Kegelschnitte  einen  Punkt 


ter  Art  haben  allemal  zwei  reelle 
gemeinschaftliche  Tangenten. 

Wenn  alle  Curven  eines  Kegel- 
schnittbüschels in  Strahlenpaare 
zerfallen,  so  ist  der  Büschel  ein 
speci eller;  ebenso  wenn  er  eine 
zweifache  Gerade  enthält.  Dem- 
gemäss bilden  alle  Kegelschnitte, 
welche  die  reellen  oder  imagi- 
nären Ordnungsstrahlen  eines 
iuvolutorischen  Strahlenbüschels 
berühren,  oder  in  Bezug  auf 
welche  irgend  eine  Gerade  einen 
gegebenen  Pol  hat,  ein  speciel- 
les lineares  Kegelschnitt-Gewebe 
dritter  Stufe;  aber  auch  dann 
ist  ein  solches  Gewebe  ein  spe- 
cielles, wenn  alle  seine  Kegel- 
schnitte eine  gemeinschaftliche 
Tangente  haben. 


mit  einander  gemein  haben. 

194.  Alle  Kreise  der  Ebene  bilden  ein  specielles  lineares 
System  dritter  Stufe;  die  zugehörige  Kegelschnittschaar  ist  die 
inTolutorische  Punktreihe,  in  welcher  die  unendlich  ferne  Gerade 
einen  rechtwinkligen  Strahlenbüschel  schneidet.  Confocale  Kegel- 
schnitte bilden  eine  Kegelschnittschaar  von  der  dritten  Hauptart; 
ihre  beiden  Brennpunkte  sind  das  einzige  reelle  Punktenpaar 
dieser  Schaar,  und -das  zugehörige  lineare  Kegelschnitt-System 
dritter  Stufe  besteht  aus  allen  gleichseitigen  Hyperbeln,  in  Bezug 
auf  welche  die  beiden  Brennpunkte  conjugirt  sind.  Alle  Kreise,  die 
durch  zwei  reelle  Punkte  gehen,  bilden  einen  Kegelschnittbüschel 
von  der  zweiten,  und  alle  zu  ihnen  orthogonalen  Kreise  bilden 
emen  Büschel  von  der  dritten  Hauptart.  Ein  specielles  lineares 
Gewebe  dritter  Stufe  wird  gebildet  von  allen  Kegelschnitten,  die 
einen  gegebenen  Punkt  F  zum  Brennpimkt  haben;  die  Kegel- 
schnitte des  zugehörigen  Büschels  zerfallen  in  die  Strahlenpaare, 
welche  sich  in  F  rechtwinklig  schneiden. 
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Lineare  Kegelschnitt -Systeme  und  -Gewebe  zweiter  Stufe.*) 


195.  Drei  Curven  IL  Classe 
7^,  7p  Yj,  die  in  einer  Ebene, 
aber  nicht  in  einer  Kegelschnitt- 
Schaar  liegen,  bestimmen  ein 
lieneares  Kegelschnitt  -  System 
zweiter  Stufe  (ein  Kegelschnitt- 
Netz),    auf   dessen    Curven    sie 


Drei  Cui^ven  IL  Ordnung,  die 
in  einer  Ebene,  aber  nicht 
in  einem  Kegelschnittbüschel 
liegen,  bestimmen  ein  lineares 
Kegelschnittgewebe  zweiter  Stufe 
(eine  Schaarschaar),  dessen  Cur- 
ven auf  ihnen  ruhen. 


ruhen  (Nr.  178,  179). 

Alle  Kegelschnitte  dieses  Netzes,  welche  ausser  jenen  drei 
Curven  IL  Classe  noch  eine  beliebig  angenommene  viert«,  z.  B. 
einen  zweifachen  Punkt  stützen,  bilden  (Nr.  178)  einen  Kegel- 
schnittbüschel.    Daraus  folgt  (vergl.  Nr.  189): 


Durch  jeden  Punkt  der  Ebene 
geht  ein  Büschel  von  Kegel- 
schnitten des  Netzes ;  durch  zwei 
beliebige  Punkte  geht  im  All- 
gemeinen nur  ein  Kegelschnitt 
des  Netzes.  • 


Jede  Gerade  der  Ebene  be- 
rührt eine  Schaar  von  Kegel- 
schnitten der  Scha^irschaar;  zwei 
beliebige  Gerade  berührt  im 
Allgemeinen  nur  ein  Kegelschuitt 
der  Schaarschaar. 


196.  Je  zwei  der  drei  Curven  y^?  Ti?  Ti  bestimmen  ein  das 
Netz  enthaltendes,  lineares  Kegelschnitt- System  dritter  Stufe  und 
zugleich  eine  Kegelschnittschaar,  deren  Curven  auf  allen  Curven 
dieses  Systemen,  also  auch  auf  allen  Cui*ven  des  Kegelschnitt- 
Netzes  ruhen  (Nr.  185).  Das  Netz  stützt  demnach  die  drei  durch 
Y^»  Ti'  Tj  bestimmten  Kegelschnittschaaren ,  aber  ebenso  auch 
jede  vierte  Schaar,  welche  irgend  zwei  Curven  jener  drei  ersten 
Schaaren  enthält.  Alle  diese  Schaaren  liegen  in  der  Schaarschaar, 
welche  dui*ch  drei  beliebige  Curven  des  Netzes  bestimmt  ist,  denn 
sie  stützen  sich  auch  auf  diese  drei  Curven;  auch  beweist  man 
ohne  Schwierigkeit,  dass  jede  Curve  der  Schaarschaar  unendlich 
vielen  jener  Schaaren  angehört  und  folglich  auf  jeder  Curve  des 
Netzes  ruht.     Daher  der  wichtige  Satz: 

Mit  einem  Kegelschnittnetze  ist  allemal  eine  Kegel- 
schnitt-Schaarschaar  (und  umgekehrt)  derartig 
verbunden,  dass  jede  Curve  der  Schaarschaar  auf 
jede  Curve  des  Netzes  sich  stützt.    Drei  beliebige 


*)  Vgl.  Schröter,  Die  Theorie  der  Kegelschnitte,  II.  Aufl.,  Seite  500-535 
(Leipzig  1876). 
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Curven  desNetzes  oder  der  Schaarschaar  genügen 
zur  Bestimmung  beider  Kegelschnitt-Mannigfaltig- 
keiten. 
Das  Netz  und  die  Schaarschaar,   von  welchen  in  den  folgenden 
Sätzen  die  Rede  ist,  sind  in  der  eben  angegebenen  Weise  mit  ein- 
ander verbunden,  sodass  die  Schaarschaar  auf  das  Netz  sich  stützt. 

197.  Das  Kegelschnittnetz  enthält  unendlich  viele  Strahlen- 
paare, welche  im  Allgemeinen  eine  Curve  dritter  Classe  F^  ein- 
hüllen und  sich  zu  zweien  in  (gemeinschaftlichen)  Polvierecken 
Ton  Y^  yJ,  7^  und  der  zugehörigen  Schaarschaar  schneiden  (Nr.  172). 
Die  Strahlen  eines  solchen  Paares  sind  conjugirt  hinsichtlich  der 
Schaarschaar,  d.  h.  hinsichtlich  aller  Curven  derselben  (Nr.  176), 
und  die  Pole  des  einen  Strahles  bezüglich  dieser  CuiTen  liegen 
demnach  sämmtlich  auf  dem  anderen  Strahle.  Zwei  beliebige 
Polvierecke  der  Schaarschaar  sind  allemal  einer  Curve  des  Netzes 
eingeschrieben;  denn  derjenige  Kegelschnitt,  welcher  dem  einen 
Polviereck  umschrieben  ist  und  durch  einen  Eckpunkt  U  des 
anderen  geht,  muss  dem  durch  U  gehenden  Kegelschnittbüschel 
des  Netzes  angehören  und  deshalb  auch  durch  die  übrigen  drei 
Eckpunkte  des  zweiten  Polvierecks  gehen.  —  Ebenso  ergiebt  sich: 

198.  Die  Kegelschnitt- Schaarschaar  enthält  unendlich  viele 
Punktenpaare;  dieselben  liegen  im  Allgemeinen  auf  einer  Curve 
III.  Ordnung  C^,  und  je  zwei  von  ihnen  sind  Paare  von  Gegen- 
punkten eines  Polvierseits  des  zugehörigen  Kegelschnittnetzes.  Die 
Punkte  eines  solchen  Paares  sind  conjugirt  hinsichtlich  des  Netzes, 
d.  h.  hinsichtlich  aller  Curven  desselben,  und  die  Polaren  des  einen 
Punktes  bezüglich  dieser  Curven  gehen  alle  durch  den  anderen 
Punkt.  Jedes  Punktenpaar  der  Schaarschaar  ist  harmonisch  ge- 
trennt durch  jedes  Sti'ahleiipaar  des  Netzes.  Zwei  beliebige  Pol- 
vierseits des  Netzes  sind  allemal  einer  Curve  der  Schaarschaar 
umschrieben. 

199.  Durch  drei  beliebige  Strahlenpaare,  die  nicht  die  drei 
Paar  Gegenseiten  eines  vollständigen  Vierecks  bilden,  ist  das  Kegel- 
schnittnetz nebst  der  zugehörigen  Schaarschaar  bestimmt  (Nr.  196). 
Umschreibt  man  dem  Pölviereck  der  Schaarschaar,  in  welchem 
zwei  jener  Strahlenpaare  sich  schneiden,  einen  Kegelschnittbüschel, 
und  bringt  man  die  Curven  dieses  Büschels  mit  dem  dritten 
Strahlenpaare  zum  Durchschnitt,  so  erhält  man  alle  Polvierecke 
der  Schaarschaar,  deren  Eckpunkte  auf  diesem  dritten  Strahlen- 
paare liegen  (Nr.  197),   und  damit  auch  alle  Strahlenpaare  des 

Reye,  Oeomctrfe  der  Lage.     I.    2.  Aufl.  X4 
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Netzes  und  die  von  ihnen  eingehülfte  Curve  III.  Classe  I'^.  Da 
nun  das  dritte  Strahlenpaar  ein  ganz  beliebiges  des  Netzes  ist, 
und  da  seine  Strahlen  von  dem  Kegelschnittbüsdiel  in  zwei  in- 
volutorischen  Punktreihen  geschnitten  werden,  so  ergiebt  sich: 

^Jede  Tangente  der  Curve  III.  Classe  F^  wird  von  den  Kegel- 
;, schnitten  des  Netzes  in  Punktenpaaren  einer  involutorisclien 
^  Punktreihe  geschnitten.  Die  Ordnungspunkte  dieser  Punktreihe 
^bilden  ein  Punktenpaar  der  Schaarschaar  und  liegen  auf  der 
„Curve  C3^; 

denn  sie  sind  conjugirt  ])ezüglich  aller  (-urven  des  Netzes,  indem 
sie  durch  drei  beliebige  derselben  harmonisch  getrennt  sind. 

200.  Ebenso  ist  durch  drei  beliebige  Punktenpaare,  welche 
nicht  die  drei  Paar  Gegenpunkte  eines  vollständigen  Vierseits  bihleii, 
die  Schaarschaar  nebst  dem  zugehörigen  Kegelschnittnetze  l)e- 
stimmt,  und  man  kann  aus  ihnen  alle  übrigen  Punktenpaare  der 
Schaarschaar  und  die  Curve  III.  Ordnung  C^^  auf  welcher  si»* 
liegen,  ableiten. 

^Die  Tangentenpaare,  welche  aus  einem  beliebigen  Punkt**  P  der 
^Curve  III.  Ordnung  C^  an  die  Kegelschnitte  der  Schaarscha^ir 
^gezogen  werden  können,  sind  Paare  zugeordneter  Strahlen  eiuo^ 
„involutorischen  Strahlenbüschels.  Die  Ordnungsstrahleu  die^^e'^ 
^Büschels  bilden  ein  Strahlenpaar  des  Netzes  und  berühren  ilie 
„Cur\'e  n^ 

Aus  dem  beliebigen  Punkte  P  I  Von  einer  beliebigen  Tangentt» 
von  C^  werden  aucli  die  Punkten-  |  der  F-'  werden  die  Strahlenpaan* 
paare  der  Schaarschaar  durch  des  Netzes  in  Punktenpaarcn 
Strahlenpafire  des  involutori-  einer  involutorischen  Punktreihe 
sehen  Büschels  projicirt.  geschnitten. 

Auf  C^  liegen  die  Schnittpunkte  aller  Strahlenpaare  des  Netzes: 
dagegen  wird  F^  von  den  Verbindungslinien  aller  Punktenpaare 
der  Schaarschaar  eingehüllt  (vgl.  auch  Nr.  205). 

201.  Die  Punkte  von  C^  sind  paarweise  conjugirt  hinsichtlich 
des  Netzes,  und  die  Tangenten  von  V^  sind  paarweise  conjugirt 
Jiinsichtlich  der  Schaarschaar  (Nr.  197  und  108).  Wir  setzen 
nun  fest: 

Drei   Punkte    V(m   C^,    deren  |       Drei  Tangenten  von  I'3,  deren 

conjugirte    auf    einer    Geraden  conjugirte    durch    einen    Punkt 

liegen,  sollen  ein  „Punktentripel^  |  gehen,    sollen   ein    „Tan^entfii- 

von  (ß  heissen.  ,  tripel^  von  V^  heissen. 
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Da  zwei  Punktenpaare  der  Schaarschaar  allemal  von  einem  durch 
sie  bestimmten  Polvierseit  des  Netzes  zwei  Paar  Gegenpunkte 
bilden  (Nr.  198),  so  ergiebt  sich  sofort: 


Die  drei  Punkte  jedes  Tripels 
von  C^  bilden  mit  ihren  con- 
jugirten  Punkten  die  drei  Paar 
Gegenpunkte  eines  Polvierseits 
des  Netzes ;  jedes  Polvierseit  des 
Netzes  enthält  vier  Punktentyipel 
von  C3.  Zwei  beliebige  Punkte 
von  C^  bestimmen  ein  Punkten- 
tripel  dieser  Cuitc  III.  Ordnung. 
Je  zwei  Punkte  von  C^,  deren 
Verbindungslinie  durch  einen  ge- 
gebenen Punkt  P|  von  (^  geht, 
bilden  mit  dem  zu  P|  conjugir- 
ten  Punkte  P  ein  Tripel  von  C^. 


Die  drei  Tangenten  jedes  Tri- 
pels von  r^  bilden  mit  ihren 
conjugirten  Tangenten  die  drei 
Paar  Gegenseiten  eines  Polvier- 
ecks der  Schaarschaar ;  jedes  Pol- 
viereck der  Schaarschaar  ent- 
hält vier  Tangententripel  von  P-^. 
Zwei  beliebige  Tangenten  von  F^ 
bestimmen  ein  Tangententripel 
dieser  Curve  III.  Classe.  Je  zwei 
Tangenten  von  F^,  die  auf  einer 
gegebenen  Tangente  t^  von  F^ 
sich  schneiden,  bilden  mit  der 
zu  ti    conjugirten  Tangente  ein 


Tripel  von  F^. 

202.  Die  beiden,  von  irgend  zwei  Tripeln  der  (ß  gebildeten 
Dreiecke  sind  allemal  einem  Kegelschnitt  der  Schaarschaar  um- 
schrieben (Nr.  198),  weil  sie  in  zwei  Polvierseiten  des  Netzes  liegen 
(Xr.  201).     Daraus  aber  folgt  (Nr.  43) : 


Zwei  beliebige  Punktentripel 
von  C^  sind  allemal  einer  Curve 
IL  Ordnung  eingeschrieben.  — 
Wenn  also  ein  Kegelschnitt  einem 
Tripel  von  6^^  umschrieben  ist  und 
durch  zwei  beliebige  Punkte  P,  Q 
dieser  Curve  geht,  so  ist  er  auch 
dem  durch  P  und  Q  bestimmten 
Tripel  von  C^  umschrieben. 


Zwei  beliebige  Tangententripel 
von  F^  sind  allemal  einer  Curve 
II.  Classe  umschrieben.  —  Wenn 
also  ein  Kegelschnitt  einem  Tripel 
von  F'^  eingesclirieben  ist  und 
noch  zwei  beliebige  Tangenten 
/;,  q  von  F^  berührt,  so  ist  er 
auch  dem  durch  p  und  q  be- 
stimmten Tripel  von  F^  einge- 


schrieben. 

203.  Das  zweite  Tripel  (links)  fällt  mit  dem  ersten  zusammen, 
wenn  P  und  Q  sich  zwei  Punkten  des  ersten  Tripels  von  C^  un- 
begrenzt nähern, -und  es  ergiebt  sich  daraus: 

Jedem  Punktentripel  von   C^  ,       Jedem  Tangententripel  von  F^ 
kann  ein  Kegelschnitt  umschrie-  '  kann    ein    Kegelschnitt    einge- 


ben werden,  welcher  die  Curve  C-^ 
in  den  drei  Punkten  des  Tripels 
berührt. 


schrieben  werden,  welcher  in  den 
Berührungspunkten  der  drei  Tan- 
genten die  Curve  F^  berührt. 


14 
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Hiezu   erhalten  wir  aus   den  letzten  Sätzen  von  Nr.  201   die  Zu- 
sätze : 

In  dem  Punkte  Q  von  (!^^  wel-  ;  Auf  der  Tangente  von  P-*, 
eher  mit  zwei  eonjugirten  Punk-  I  welche  mit  zwei  conjugirt^n  Tau- 
ten P,  Pi  ein  Tripel  von  C^  |  genten  /,  ^|  ein  Tripel  von  V^ 
bildet,  schneiden  sich  die  Tan-  bildet,  liegen  die  Berührungs- 
genten  von  P  und  P|.  punkte  von  t  und  f|. 

204.  Mit  Rücksicht  auf  die  Schlusssätze  von  Nr.  201  folgt 
aus  Nr.  202: 

DiePunktenpaarevont'^,  deren  '  Die  Tangentenpaare  von  f^, 
Verbindungslinien  durch  einen  ge-  ;  welche  sich  auf  einer  gegebenen 
gebenen  Punkt  /\  von  ( '^  gehen,  Tangente  /|  von  F^  schneiden, 
liegen  auf  je  einem  Kegelschnitt  |  berühren  je  einen  Kegelschnitt 
desjenigen  Büschels,  welcher  |  der  Schaar,  welche  einem  be- 
einem  beliebigen  Tripel  von  f^  i  liebigen  Tangententripel  von  T^ 
umsclirieben  ist  und  durch  den  eingeschrieben  ist  und  die  zu  /| 
zu  P|  eonjugirten  Punkt  P  geht,  conjugirte  Tangente  t  berührt 
Der  Strahlenbüschel  P,  und  der  Kegelschnittbüschel  links  sind 
durch,  die  Punktenpaare  von  C^,  und  die  Puuktreihe  ^,  und  die 
Kegelschnittschaar  rechts  sind  durch  die  Tangentenpaare  von  F^ 
projectivisch  so  auf  einander  bezogen,  dass  sie  die  Curve  (ß  resp.  P 
erzeugen.  Zum  Beweise  dieser  beiläufigen  Bemerkung  ist  aber 
hier  nicht  der  Ort. 

205.  Die  Seiten  des  gemeinschaftlichen  Poldreiecks  von  irgend 
zwei  Kegelschnitten  A:^,  k\  des  Netzes  gehören  einem  durch  sie 
bestimmten  Polvierseit  eines  beliebigen  dritten  Kegelschnittes  k] 
des  Netzes  an  (Nr.  168).  Dasselbe  ist  ein  gemeinschaftliches  Pol- 
vierseit von  ^%  k\  und  k\  und  folglich  ein  Polvierseit  des  Netzes. 
Daraus  folgt  (vgl.  Nr.  201): 

Das  gemeinschaftliche  Poldrei-  \  Das  gemeinschaftliche  Poldrei- 
eck von  zwei  beliebigen  Kegel-  j  seit  von  zwei  beliebigen  Kegel- 
schnitten des  Netzes  ist  allemal  .  schnitten  der  Schaarschaar  ist 
ein  Punktentripel  von  C^,  Ins-  •  allemal  ein  Tangententripel  von 
besondere  scbneiden  sich  die  V^.  Insbesondere  liegen  die  drei 
drei  Paar  Gegenseiten  eines  jeden  '  Paar  Gegenputikte  eines  jeden 
Polvierecks  der  Schaarschaar  in  Polvierseits  des  Netzes  auf  einem 
einem  Punktentripel  von  6*3.  ^  Tangententripel  von  P^. 
Die  erste  Hälfte  dieser  Sätze  ist  umkehrbar.  Auch  beweist  man 
leicht,  dass  jeder  Punkt,  dessen  Polaren  in  Bezug  auf  zwei  Curven 
des  Netzes  zusammenfallen,   auf  C^  liegt,   und  dass  jede  Gerade, 
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deren  Pole  in  Bezug  auf  zwei  Curven  der  Schaarschaar  zusammen- 
fallen, die  Curve  T^  berührt. 


206.  Alle  Geraden,  welche 
drei  beliebig  in  der  Ebene  ge- 
gebene Kegelschnitte  in  einer  In- 
volution von  Punkten  schneiden, 
umhüllen  eine  Cui-ve  III.  Classe  l'^ 
(Nr.  199);  dieselbe  berührt  auch 
die  sechs  gemeinschaftlichen  Se- 
canten  von  je  zwei  der  drei  Kegel- 
schnitte (Nr.  197). 


Alle  Punkte,  aus  welchen  an 
drei  beliebig  in  der  Ebene  ge- 
gebene Kegelschnitte  eine  In- 
volution von  Tangenten  gehen, 
liegen  in  einer  Curve  III.  Ord- 
nung 6*3  (Nr.  200) ;  dieselbe  geht 
auch  durch  die  sechs  Schnitt- 
punkte der  gemeinschaftlichen 
Tangenten  von  je  zwei  der  drei 


Kegelschnitte  (Nr.  198). 
207.  Da  zwei  conjugirte  Punkte  Q,  Q,  der  Curve  (P  durch 
je  zwei  conjugirte  Tangenten  der  Curve  F^  harmonisch  getrennt 
sind  (Nr.  198),  und  da  dem  Punkte  Q|  von  6*^,  welcher  mit  zwei 
conjugirten  Punkten  P,  P|  in  einer  Geraden  liegt,  der  Schnitt- 
punkt Q  der  Tangenten  von  Fund  Pj  conjugirt  ist  (Nr.  203  und  201), 
so  ergiebt  sich: 


Jede  Tangente  von  (ß  bildet 
mit  den  drei  Tangenten,  die  von 
ihrem  Berührungspunkte  Pan  F^ 
gezogen  werden  können,  einen 
harmonischen  Strahlenbüschel ; 


Jeder  Punkt  von  F^  bildet  mit 
den  drei  Punkten,  in  welchen 
seine  Tangente  die  Curve  (ß 
schneidet,  eine  harmonische 
Punktreihe. 


und  zwar  ist  die  Tangente  von  (ß  durch  zwei   conjugirte  Tan- 
genten der  Curve  F^  harmonisch  getrennt  von  PPj.     Wenn   P| 
ein  Wendepunkt  von  C^  ist,  so  fällt  Q  mit  I\  zusammen  und  PPi 
berührt  in  P  die  C^;  und  umgekehrt.     Wegen  des  Satzes  rechts 
aber  fällt   alsdann  der  Punkt,   in  welchem  F^  von  der  Tangente 
PPi  berührt  wird,  mit  P  zusammen.     Daher  der  Satz: 
;,Die  Curven  C'^  und  F^  berühren  sich  in  allen  ihren  gemeinschaft- 
;,lichen  Punkten ;  die  Tangente  jedes  gemeinschaftlichen  Punktes  P 
;,schneidet  die  C-^  in  einem  ihrer  Wendepunkte  P| ,  und  wird  in  P 
^von  einer  Rückkehrtangente  der  Curve  1'^  geschnitten.^ 
208.   In  der  Schaarschaar  ist  eine  Schaar  von  Parabeln  ent- 
halten (Nr.  195);   und  zwar  liegen  deren  Brennpunkte  auf  einem 
Kreise,   und  ihre  Leitlinien   schneiden   sich  in   einem   Punkte  K 
(vergl.  Nr.  12H).     Das   Netz   enthält  im   Allgemeinen  einen  Kreis 
(sein  Mittelpunkt  ist  Ä' ,   einen  Büschel   gleichseitiger  Hyperbeln 
und  unendlich  viele  Parabeln,  von  welchen  durch  einen  beliebigen 
Punkt  höchstens  zwei  gehen  (Nr.  195  und  189), 
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209.  Die  Schaarscliaar  ist  eine  specielle,  wenn  sie  einen 
zweifachen  Punkt  Z  enthält;  derselbe  ist  ein  Doppelpunkt  von  C^, 
durch  ihn  gehen  alle  Kegelschnitte  des  zugehörigen  Netzes,  welches 
ebenfalls  ein  specielles  ist,  und  die  Curve  I'^  zerfällt  in  den  Strahleu- 
büschel  Z  und  diejenige  Curve  F^  IL  (Jlasse,  deren  Tangenten 
den  Strahlen  von  Z  in  Bezug  auf  zwei  beliebige  Curven  der 
Schaarschaar  conjugirt  sind.  Der  Strahlenbüschel  Z  und  der 
Tangentenbüschel  von  F^  sind  projectivisch  und  erzeugen  mit  ein- 
ander die  Curve  (ß  (Nr.  200).  —  Die  Schaarschaar  und  das  Netz 
sind  ferner  speciell,  wenn  das  Netz  eine  zweifache  Gerade  z  ent- 
hält; dieselbe  ist  eine  Doppeltangeute  von  F*^  und  berührt  alle 
Kegelschnitte  der  Schaarschaar,  und  in  sie  und  eine  Curve  IL  Ord- 
nung zerfällt  die  Curve  C^. 

210.  Noch  specieller  ist  die  Schaarschaar,  wenn  sie  alle 
Punktenpaare  einer  involutorischen  Punktreihe  xi  enthält.  Die 
Kegelschnitte  des  Netzes  gehen  dann  sämmtlich  durch  die  beiden 
Ordnungspunkt«  von  «,  die  Curve  F^  zerfällt  in  diese  beiden 
Ordnungspunkte  und  den  Pol  U  von  u  bezüglich  einer  beliebigen 
Curve  7  2  der  Schaarscliaar,  und  C^  zerfällt  in  die  Gerade  w  und 
eine  Curve  IL  Ordnung  (vergl.  Nr.  117).  Die  Gerade  w  ist  hin- 
sichtlich der  Schaarschaar  allen  Strahlen  des  Büschels  U  conjugirt, 
und  durch  U  geht  eine  gemeinschaftliche  Secante  von  je  zwei 
Kegelschnitten  des  Netzes.  Ist  insbesondere  die  involutorische 
Punktreihe  xl  der  Schnitt  eines  rechtwinkligen  Strahlenbüschels 
mit  der  unendlich  fernen  Geraden,  so  best<;ht  das  Netz  aus  lauter 
Kreisen  (vergl.  Nr.  194),  und  es  ergiebt  sich: 

211.  Alle  Kreise,  welche  eine  gegebene  Curve  IL  Classe  7- 
stützen,  d.  h.  ihren  Poldreiecken  und  Polvierecken  umschrieben 
werden  können,  bilden  ein  specielles  Kegelschnittnetz.  Die  Se- 
canten,  welche  sie  paarweise  mit  einander  gemein  haben,  schneiden 
sich  im  Mittelpunkt  U  von  -/^^  oder  sind  parallel,  wenn  7^  eine 
Parabel  ist.  Ist  y"  eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  so  sind  demnach 
die  Producte  aus  den  Abschnitten  der  Secanten,  welche  vom  Mittel- 
punkte U  an  die  Kreise  gezogen  werden  können,  constant,  die 
Kreise  haben  gleiche  ;, Potenz^  in  f^,  und  es  giebt  einen  mit  7- 
concentrischen  Kreis,  welcher  alle  Kreise  des  Netzes  rechtwinklig 
schneidet  (jedoch  bei  stumpfwinkligen  Hyperbeln  imaginäi*  wird). 
Ist  dagegen  7 2  ej^e  Parabel,  so  liegen  die  Mittelpunkte  aller 
Kreise  des  Netzes  auf  einer  Geraden.  Jeder  Punkt  dieser  Ge- 
raden oder  jenes  orthogonalen,  mit  7 2  concentrischen  Kreises  kann 
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als  ein  verschwindend  kleiner  Kreis  des  Netzes  anfgefasst  werden, 
und  wir  schliessen  daraus,  dass  von  ihm  aus  zwei  zu  einander 
rechtwinklige  Taiigenten  an  7  2  gezogen  werden  können.  Die  Sätze 
dieser  Nummer  hat  Herr  Faure  entdeckt. 

212.  Aus  den  zu  Nr.  210  reciproken  Sätzen  ergiebt  sich  u.  A. 
Folgendes:  Alle  Kegelschnitte,  welche  einen  Punkt  jFzum  Brenn- 
punkt haben  und  auf  eine  Curve  II.  Ordnung  k'^  sich  stützen, 
bilden  eine  specielle  Schaarschaar.  Die  zwei  reellen  Tangenten, 
welche  irgend  zwei  von  ihnen  mit  einander  gemein  haben,  schneiden 
sich  allemal  auf  der  Polare  /  von  F  in  Bezug  auf  7c 2.  Die  Curve  F^ 
zerfällt  in  F  und  eine  Curve  II.  Classe;  C^  dagegen  zerfällt  in  / 
und  die  beiden  imaginären  Ordnungsstralilen  des  rechtwinkligen 
Büschels  F,  Von  jedem  Polviereck  der  Schaarschaar  schneiden 
sich  zwei  Gegenseiten  rechtwinklig  in  i^;  die  Schnittpunkte  der 
übrigen  zwei  Paar  Gegenseiten  liegen  auf  /.  Ueberhaupt  ist  / 
die  Polare  von  F  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  des  Netzes,  auf 
welchem  die  Schaarschaar  ruht. 

213.  Ein  sehr  specielles  Netz  bilden  alle  Kegelschnitte,  die 
einem  Dreieck  ABC  umschrieben  werden  können;  von  den  Curven 
der  zugehörigen  Schaarschaar  ist  ABC  ein  gemeinschaftliches 
Poldreieck;  die  Curven  C^  und  F^  reduciren  sich  auf  die  drei 
Seiten  resp.  die  drei  Eckpunkte  des  Dreiecks.  —  Die  Kegelschnitte, 
von  welchen  ABC  ein  Poldreieck  ist,  bilden  nicht  allein  eine  sehr 
specielle  Schaarschaar,  sondern  zugleich  ein  ebenso  specielles  Netz; 
auf  das  letztere  stützt  sich  die  Schaarschaar,  welche  dem  Dreieck 
eingeschrieben  werden  kann. 
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Der  Lehrgang  dieses  zweiten  Theiles  wurde  durcli  ähnliche 
Erwägungen  vorgezeichnet,  wie  derjenige  des  ersten.  Zunächst 
werden  die  einfachsten  Beziehungen  zwischen  Grundgebilden  zweiter 
und  dritter  Stufe  aufgestellt,  und  sodann  der  Reihe  nach  die  neuen 
räumlichen  Gebilde  untersucht,  welche  von  jenen  Grundgebilden 
erzeugt  werden.  Unter  diesen  Erzeugnissen  befinden  sich  gewisse 
Strahlengebilde,  welche  bisher  von  den  Geometern  wenig  oder  gar 
nicht  beachtet  worden  sind.  Das  Studium  derselben  schien  mir 
von  Nutzen  zu  sein  für  die  weitere  Ausbildung  der  Geometrie  der 
Lage,  und  führte  zu  mehreren  nicht  uninteressanten  Reihen  neuer 
Sätze. 

Wie  bei  von  Staudt  bildet  die  Lehre  von  der  CoUineation  und 
der  Reciprocität.  die  Grundlage  für  alles  Folgende,  zunächst  für  die 
Theorie  der  Flächen  zweiter  Ordnung.  Doch  definire  ich  diese 
Flächen  nicht,  wie  von  Staudt i),  als  Ordnungsflächen  räumlicher 
Polarsysteme,  sondern  mit  Seydewitz  2)  unmittelbar  als  Erzeugnisse 
reciproker  Strahlenbündel,  weil  sie  so  dem  Vorstellungsvermögen 
leichter  zugänglich  werden.  Freilich  sah  ich  mich  dabei  genöihigt, 
für  manche  Eigenschaften  jener  Flächen  neue  Beweise  aufzusuchen. 
Die  Lehre  von  der  Affinität  und  Aehnlichkeit  glaubte  ich  weiter 
ausführen'  zu  müssen,  als  in  den  mir  bekannten  Werken  über 
synthetische  Geometrie  geschehen  ist.     Manche  von  den  schönen 


')  von  Staudt,  Geometrie  der  Lage,  Nürnberg  1847,  Seite  196. 

^  Seydewitz  in  Gninert's  Archiv  für  Math.  u.  Phys.  Bd.  9,  Seite  158. 


VI  Vorwort. 

Sätzen,  mit  welchen  uns  der  Schöpfer  dieser  Lehre,  Herr  Moebius, 
in  seinem  barycentrischen  Calcul  bereichert  hat,  dürften  wohl  hier 
zuerst  ohne  Rechnung  bewiesen  sein.  Die  ebenen  und  räumlichen 
Polarsysteme  werden  auch  dem  Anfänger  keine  grossen  Schwierig- 
keiten mehr  bieten,  da  sie  ihm  schon  durch  die  Polarität  der 
Curven  und  Flächen  zweiter  Ordnung  bekannt  werden.  Im  Null- 
systeme bilden  nach  Herrn  Plücker's  Bezeichnung')  die  sämmt- 
lichen  Leitstrahlen  einen  „linearen  Strahlencomplex*'. 

Die  letzten  dreizehn  Vorträge  und  die  zweite  Hälfte  der  Auf- 
gaben und  Lehrsätze  betreffen  fast  ausschliesslich  Gegenstände, 
die  erst  seit  etwa  zehn  Jahren  von  den  Geometern  eingehend  unter- 
sucht werden.  Die  Eigenthumsrechte  jedes  einzelnen  Autors  dürften 
hier  noch  nicht  so  allgemein  bekannt  sein,  wie  bei  den  vorher- 
gehenden Vorträgen.  Ich  halte  es  deshalb  für  meine  Pflicht, 
überall  die  einschlagende  Literatur  sorgfältig  anzugeben,  soweit 
sie  mir  zugänglich  war,  um  so  mehr,  da  ich  unmöglich  bei  den 
einzelnen  Sätzen  jedesmal  den  Entdecker  angeben  kann.  Aus  den 
literarischen  Erscheinungen  der  letzten  Monate  habe  ich  übrigens 
nur  für  die  Aufgabensammlung  hie  und  da  Nutzen  ziehen  können, 
da  das  gesammte  übrige  Manuscript  schon  im  Mai  in  den  Händen 
meines  Herrn  Verlegers  sich  befand. 

Von  den  Raumcurven  dritter  Ordnung  sind  mehrere  Eigen- 
schaften schon  lange  bekannt.  So  beweist  Herr  Moebius  schon 
1827  im  barycentrischen  Calcul  (Seite  120),  dass  die  Tangenten- 
fläche dieser  Curve  von  ihren  Schmiegungs  -  Ebenen  in  Curven 
zweiter  Ordnung  geschnitten  wird;  Herr  Chasles^)  stellt  bereits 
1837  den  Satz  auf,  dass  diese  Fläche  von  der  vierten  Ordnung  ist: 
Herr  Cayley^)  zeigt  1845,  dass  durch  jeden  Punkt  des  Raumes 
eine  Sehne  der  Curve  hindurchgeht.  Zwei  Jahre  später  beweist 
Seydewitz*),  dass  diese  Raumcurve  von  zwei  coUinearen  Strahlen- 
bündeln erzeugt  wird,  und  entdeckt  zugleich  viele  ilirer  Eigen- 
schaften. —  Von  späteren  Autoren  wird  die  Curve  gewöhnlich  als 
partieller  Schnitt  geradliniger  Flächen   zweiter  Ordnung  definirt; 


0  Plücker  in  den  Philosophical  Transactions,  ISGf). 

^  Chaslcs,  Apercu  historique,  Note  33. 

^)  Cayley  in  LiouTille,  Joaroal  de  Math.,  T.  10. 

<)  Seydewitz  in  Unwertes  Archiv  f.  Math.  u.  Phys.»  Bd.  10.  Seite  203. 
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• 

ich  habe  jedoch  die  Seydewitz'sche  £rzeugungsai*t  vorgezogen,  weil 
sie  uns  sofort  alle  eigentlichen  und  uneigentlichen  Sehnen  der 
Raumcurve  liefert.  Auch  ergeben  sich  mit  ihrer  Hülfe  äusserst 
einfach  alle  von  Herrn  Chasles^)  ohne  Beweis  aufgestellten  Sätze, 
welche  die  Herren  Schröter^),  Cremona^)  und  v.  Staudt*)  seit- 
her bewiesen  haben,  und  die  in  meinen  zehnten  und  eilften  Vortrag  5) 
eingeflocbten  sind.  Die  Theorie  der  conjugirten  Punkte  und  Ebenen 
in  Bezug  auf  die  Raumcurve  dritter  Ordnung  ist  den  Herren  Cre- 
mona^)  und  von  Staudt^)  zu  danken;  ich  hatte  hier  einige 
Schwierigkeiten  zu  überwinden  in  Betreff  der  uneigentlichen 
Sehnen. 

Neu  ist,  wie  ich  glaube,  der  Inhalt  des  dreizehnten  8)  Vortrages 
bis  auf  einzelne,  in  anderer  Art  schon  bewiesene  Sätze  über  die 
Raumcurve  dritter  Ordnung.  Die  geometrischen  Verwandtschaften 
zweiten  Grades  habe  ich  in  grösserer  Ausführlichkeit  und  mit 
anderer  Begründung  schon  in  der  Zeitschrift  für  Mathematik  und 
Physik  Bd.  XI  bearbeitet.  —  Die  in  einander  liegenden  coUinearen 
Systeme  hätten  auch  vor  den  Raumcurven  dritter  Ordnung  erledigt 
werden  können;  jedenfalls  aber  wird  die  Anzahl  ihrer  entsprechend 
gemeinschaftlichen  Elemente  am  Leichtesten  mittelst  jener  Raum- 
curven gefunden.  Die  Sätze  über  involutorische  Systeme  verdanken 
vrir  von  Staudt^);  über  das  Strahlensystem  erster  Ordnung  und 
ei*8ter  Glasse,  welches  bei  dem  geschaart-involutorischen  Systeme 
vorkommt,  und  welches  auch  Herr  Hermes'®)  kürzlich,  und  zwar 
analytisch  untersucht  hat,  gebe  ich  in  der  Aufgabensammlung 
mehrere  neue  Sätze. 


0  Chasles  in  den  Comptes  rendos  18d7  oder  in  Lioav.  Joom.  de  Math., 
1857,  Seite  397. 

^  Schröter  im  Journal  f.  d.  reine  n.  angewandte  Math.,  Bd.  56,  Seite  27. 

3)Cremona,  ebenda  Bd  58,  Seite  138  und  Bd.  60,  Seite  188. 

*)  von  Staudt,  Beitrage  zur  Geom.  d.  Lage,  Nürnberg  1860,  Seite  298. 

^)  [des  zwölften  und  dreizehnten  der  zweiten  Auflage]. 

^Cremona  in  den  Annali  di  Matematica  T.  I  und  11  (Borna  1858 
und  1859),  und  in  den  Nout.  Annales  de  Math.  2^  serie,  T.  1,  1861. 

'')  von  Staudt,  Beitr.  z.  Qeom.  d.  Lage,  1860,  Seite  321. 

^  [des  fünfzehnten  der  zweiten  Auflage]. 

^  von  Staudt,  Geom.  d.  Lage  (1847),  Seite  129  und  Beitr.  z.  G.  d.  L. 
(1856),  Seite  63. 

i^O  Hermes  im  Journal  f.  d.  r.  u.  angew.  Math.  Bd.  67,  Seite  153  (1867). 


Vm  Vorwort. 

Als  mein  Eigenthum  glaube  ich  auch  den  grössten  Theil  der 
Vorträge  15  bis  20*)  ansprechen  zu  dürfen,  vor  Allem  die  Lehre 
von  den  Strahlencomplexen,  welche  durch  collineare  räumUche 
Systeme  erzeugt  werden.  Diese  Strahlencomplexe  können  wir  mit 
Herrn  Plücker  (a.  a.  0.  Seite  779)  ;,Complexe  zweiten  Grades^ 
nennen.  Von  grossem  Nutzen  zeigte  sich  bei  dem  Studium  derselben 
die  vorher  erledigte  Untersuchung  der  Sehnen-  imd  Axensysteme 
von  Raumcurven  dritter  Ordnung;  wie  denn  überhaupt  der  Ausspruch 
vonStaudt's  sich  immer  wieder  bestätigt,  dass  diese  Curven  für  die 
Oeometrie  des  Raumes  eine  ähnliche  Bedeutung  haben,  wie  die  Kegel- 
schnitte für  diejenige  der  Ebene.  Jene  Strahlencomplexe  liefern  mir 
von  den  Flächenbüscheln  zweiter  Ordnung,  welche  bisher  der  synthe- 
tischen Oeometrie  schwer  zugänglich  waren,  die  Haupt-Eigenschaften, 
namentlich  auch  deren  projectivische  Beziehungen.  Ferner  stellt 
sich  heraus,  dass  die  Axen  der  Kegelschnitte,  die  auf  einer  Fläche 
zweiter  Ordnung  liegen,  einen  solchen  Strahlencomplex  bilden,  und 
wir  erhalten  dadurch  vollständigen  Aufschluss  über  die  hier  zuerst 
untersuchte  Vertheilung  dieser  Axen  im  Räume.  Daran  schliesst 
sich  die  Lehre  von  den  homothetischen  und  den  confocalen  Flächen 
zweiter  Ordnung,  und  namentlich  ergeben  sich  über  die  Normalen 
dieser  Flächen  und  ihre  Fusspunkte  viele  neue  Sätze.  Für  con- 
focale  Flächen  habe  ich  einen  Theil  dieser  Sätze  schon  in  meinem 
;,Beitrag  zu  der  Lehre  von  den  Trägheitsmomenten'^  2)  veröffent- 
licht; mehrere  derselben  sind  schon  früher  von  Steiner'), 
Joachimsthal*)  und  Herrn  Clebsch*)  bewiesen  worden.^ 

Die  letzten  drei  Vorträge  7)  handeln  von  den  Flächen  dritter 
Ordnung,  welche  schon  vorher  wiederholt  sich  uns  aufdrängten. 
Da  gerade  jetzt  die  Geometer  sich  lebhaft  mit  diesen  Flächen 


1)  [18  bis  23  der  zweiten  Auflage.] 

2)  Zeitschrift  fOr  Math,  und  Phys.  Bd.  X,  Seite  453. 

3)  Steiner  im  Journal  f.  d.  r.  n.  a.  Math.  Bd.  49,  Seite  346. 
^)  Joachimsthal,  ebenda  Bd.  59,  Seite  111. 

^)  Clebsch,  ebenda  Bd.  62,  Seite  64. 

^)  [Chaslcs  giebt  schon  1837  in  seinem  „Apercu  historiqne  des  Methode« 
en  Geometrie"  Note  XXXI  einige  dieser  Sätze,  jedoch  ohne  Beweis.] 

^  l'2A  bis  IT)  der  zweiten  Auflage.] 


Vorwort.  IX 

beschäftigen,    so   dürfte   das    folgende  Verzeichniss   der   sie    be- 
treffenden  Literatur i)  von  allgemeinem  Interesse  sein: 

Cayley  im  Cambridge  and  Dublin  Mathem.  Journal,  vol.  IV, 

Seite  118. 
Salmon,   ebenda  vol.  IV,  Seite  252  und  Philos.  Transactions 

1860,  Seite  229. 
Sylvester,  ebenda  vol.  VI,  Seite  198  und  Comptes  rendus  1861, 

I,  Seite  977. 
Brioschi  in  Tortolini,  Annali  di  Matematica,  1855. 
Hesse  im  Journal  f.  d.  r.  u.  a.  Math.   Bd.  49,  Seite  279. 
Grassmann,  ebenda  Bd.  49,  Seite  59. 
Steiner,  ebenda  Bd.  53,  Seite  133. 
Schläfli  im  Quarterly  Journal  of  Math.,  vol.  II,  Seite  56 — 65 

und  110—120. 
August,  Disquisitiones  de  superficiebus   tertii   ordinis   (diss. 

inaug.  Berolini  1862). 
Clebsch  im  Journal  f.  d.  r.  u.  a.  Math.,  1861  bis  1866,  Bd. 

58,  59,  63,  65. 
Schröter,  ebenda  Bd.  62,  Seite  265. 
Salmon,  Geometry  of  three  dimensions;  deutsch  von  Fiedler. 

Bd.  II,  Seite  412. 
Schläfli  in  den  Philos.  Transactions  1863,  Seite  193. 
Sturm,  Synthet.  Untersuchungen  über  Flächen  dritter  Ord- 
nung, Leipzig  1867. 

In  den  meisten  dieser  Abhandlungen  werden  die  Beweise  durch 
Rechnung  geführt;  nur  die  Herren  Schröter  und  Sturm  benutzen 
fast  ausschliesslich  die  Hülfsmittel  der  synthetischen  Geometrie, 
indem  sie  der  analytischen  nur  einzelne  Sätze  entlehnen.  Die  in- 
haltsreiche Abhandlung  Steiner^s  giebt  bekanntlich  viele  Haupt- 
sätze über  die  Flächen  dritter  Ordnung  und  ihre  27  Geraden, 
jedoch  ohne  Beweis.  Das  Sturm'sche  Werk  konnte  ich  bei  der 
Ausarbeitung  meiner  Vorträge  nicht  mehr  zu  Rathe  ziehen,  da  es 
erst  seit  zwei  Wochen  in  meinen  Händen  ist 


0  [Fast  zugleich  mit  der  ersten  Auflage  dieses  Baches  erschien  Cremona*s 
„Memoire  sur  les  Surfaces  de  troisieme  ordre"  in  dem  Journal  für  die  r.  u.  a. 
Mathematik,  Bd.  68.] 


X  Vorwort. 

Nachdem  schon  früher  (Seite  145)  die  zweite  Steiner'sche  Er- 
zeugungsart der  Fläche  kurz  besprochen  wurde,  gehe  ich  im 
21.  [jetzt  24.]  Vortrage  aus  von  der  Erzeugungsart  Grassmann \ 
von  welcher  die  vierte  Steiner'sche  ein  besonderer  Fall  ist,  d.h. 
ich  betrachte  wie  Herr  Schröter  die  Fläche  dritter  Ordnung  als 
Erzeugniss  von  drei  coUinearen  Strahlenbündeln.  Ohne  Weiteres 
gelange  ich  so  zu  der  bekannten  Abbildung  der  Fläche  auf  einer 
Ebene,  welche  namentlich  Herr  Clebsch  (a.  a.  0.  Bd.  65)  eingehend 
discutirt  hat,  sowie  zu  zwei,  der  Fläche  angehörenden  Systemen  von 
Raumcurven  dritter  Ordnung.  Eine  sofort  sich  ergebende,  höchst 
einfache  Construction  der  Fläche^  aus  zwei  dieser  Raumcurven 
scheint  bisher  unbemerkt  geblieben  zu  sein.  Ich  beweise  u.  A.  auch, 
dass  jeder  beliebige  Punkt  der  Fläche  zum  Mittelpunkte  von  einem 
der  drei  erzeugenden  Strahlenbündel  gewählt  werden  kann,  und 
dass  seine  erste  Polare  hinsichtlich  der  Fläche  eine  Fläche  zweiter 
Ordnung  sein  muss. 

Dem  Nachweise  der  27  auf  der  Fläche  liegenden  Geraden 
musste  eine  Theorie  der  ebenen  Curven  dritter  Ordnung  nothwen- 
dig  vorangeschickt  werden,  wenn  ich  nicht  mit  Herrn  Schröter 
und  Sturm  aus  der  analytischen  Geometrie  die  folgenden  Haupt- 
sätze als  bekannt  voraussetzen  wollte:  „Durch  neun  beliebige 
Punkte  der  Ebene  lässt  sich  im  Allgemeinen  nur  eine  Curve  dritter 
Ordnung  legen;  und  zwei  Curven  dritter  Ordnung  schneiden  ein- 
ander in  höchstens  neun  Punkten.^  Synthetisch  sind  meines  Wis- 
sens diese  Sätze  noch  nirgends  bewiesen,  wenngleich  auch  Herr 
Chasles^)  sie  seiner  Abhandlung  über  jene  Curven  zu  Grunde 
legt.  Nach  vieler  vergeblicher  Mühe  ist  mir  dieser  Beweis  end- 
lich gelungen;  auf  ihn  hauptsächlich  gründet  sich  die  Theorie 
und  Construction  jener  CuiTcn. 

Die  Lehre  von  den  27  Geraden  unserer  Fläche  ergiebt  sich 
dann  leicht  aus  ihrer  Abbildung;  ich  habe  neben  den  Steiner 'scheu 
Sätzen  auch  diejenigen  über  Herrn  Schläfli's  Doppelsechse  ent- 
wickelt, üeberhaupt  ist  fast  Alles,  was  Steiner  von  der  Fläche 
dritter  Ordnung  ausgesagt  hat,  im  letzten  Vortrage  bewiesen  wor- 
den,  mit  Ausnahme  der  Sätze  aus  der  Polarentheorie.     Auf  die 


»)  Chaslcs  in  den  Comptcs  rendus,  T.  41,  Seite  1190  (1855). 
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Untersuchungen  des  Herrn  Schlaf li  über  die  Realität  der  27 
Geraden  bin  ich  nicht  eingetreten;  ebenso  habe  ich  mich  hinsicht- 
lich der  Knotenpunkte,  die  in  besonderen  Fällen  auftreten  können, 
auf  Andeutungen  beschränkt. 

Zur  Uebung  für  Studirende  habe  ich  dem  Buche  230  Auf- 
gaben und  Lehrsätze  beigefügt,  jedoch  nur  solche,  deren  Auflösung 
oder  Beweis  sich  ohne  grosse  Schwierigkeit  aus  den  vorgetragenen 
Lehren  ergiebt.  Jedem  Anfänger  rathe  ich  dringend,  die  Con- 
structions-Aufgaben  wirklich  auszuführen,  weil  das  Verständniss 
der  Geometrie  der  Lage  durch  das  Zeichnen  wesentlich  erleichtert 
wird.  Die  Sammlung  enthält  viele  nützliche  Theoreme,  welche  zum 
Theil  metrische  Relationen  betreffen.  In  die  zweite  Hälfte  habe 
ich  vorzugsweise  solche  Sätze  aufgenommen,  die  mir  als  Aus- 
gangspunkte neuer  Theorien  geeignet  schienen,  den  Anfänger  zu 
selbständiger  Forschung  anzuregen.  Man  findet  hier  u.  A.  die 
Sätze  über  die  Kreisschnitte  der  Flächen  zweiter  Ordnung,  über 
die  Focalstrahlen  von  Kegelflächen  zweiter  Ordnung,  über  das 
Princip  der  reciproken  Radien,  und  namentlich  diejenigen  über 
den  Flächenbündel  •  und  das  Flächengebüsch  zweiter  Ordnung. 

Diese  Flächengebilde  zweiter  Ordnung  habe  ich  in  die  Auf- 
gabensammlung verwiesen,  weil  ich  mir  hier  eine  kürzere  Beweis- 
fuhrung  gestatten  und  mich  häufig  auf  Andeutungen  des  Beweises 
beschränken  durfte.  Die  von  mir  benutzte  Beziehung  zwischen 
dem  Flächengebüsche  und  einem  räumlichen  Systeme  hat  bereits 
Herr  Berner  i)  aufgestellt;  sie  lässt  sich  auch  bei  Flächen- 
gebüschen nter  Ordnung  unmittelbar  anwenden,  und  dürfte  sich 
auch  bei  diesen  als  fruchtbar  erweisen.  In  sehr  einfacher  Weise 
führt  sie  mich  auf  die  St  ein  er 'sehe  Fläche  vierter  Ordnung  und 
dritter  Classe,  welche  vor  vier  Jahren  zuerst  von  den  Herren 
Kummer,  Weierstrass,  Schröter^),  Cremona^)  und  Cayley'*) 
untersucht  wurde.    Die  Abbildung  dieser  Fläche  auf  einer  Ebene, 


OBerneFf  De  transfonnationc  secundi  ordinis  cet^  Diss.  inaugaralis. 
Berolini  1865. 

^  Exunmerf  Weierstrass  und  Schröter  in  den  Berliner  Monats- 
berichten 1863  oder  im  Journal  f.  d.  r.  ü.  a.  Math.  Bd.  64,  Seite  66,  70. 

3)  Cremona  im  Journal  f.  d.  r.  u.  a.  Math.  Bd.  63,  Seite  315. 

4)  Caylej,  ebenda  Bd.  64,  Seite  172. 


XII  Vorwort. 

welche  kürzlich  von  den  Herren  Clebsch^)  und  Cremona^ 
aus  schon  bekannten  Oleichungen  oder  Eigenschaften  der  Flache 
abgeleitet  wurde,  ergiebt  sich  mir  unmittelbar,  und  auf  sie  gründe 
ich  die  Theorie  der  Steiner'schen  Fläche.  Ebenso  direct  gelange 
ich  zu  der  windschiefen  Fläche  dritter  Ordnung  und  zu  mehreren 
Flächen  vierter  Ordnung,  welche  Schaaren  von  Kegelschnitten 
enthalten  und  von  Herrn  Kummer  (a.  a.  0.)  zuerst  erörtert 
worden  sind. 

Und  so  wünsche  ich  denn  dem  zweiten  Theile  meines  Buches 
dieselbe  günstige  Aufnahme,  welche  der  erste  Theil  gefunden  hat 
Mögen  meine  Vorträge  mit  dazu  beitragen,  dass  der  synthetischen 
Geometrie  immer  neue  Freunde  gewonnen  werden,  und  dass  das 
Interesse  für  diese  bedeutende  Schöpfung  unseres  Jahrhunderts 
immer  weitere  Kreise  durchdringe. 

Zürich,  den  5.  October  .1867. 

Der  Verfasser. 


1)  Clebsch,  ebenda  Bd.  C7,  Seite  1  (1BG7). 

^)  Crem  OD  a  in  den  Rendiconti  del  R.  Istitoto  Lombardo  voL  IV  (1867)- 
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Uie  zweite  Auflage  enthält  sieben  Vorträge  mehr  als  die 
erste.  Von  mehreren  der  neuen  Vorträge  10,  11  und  27  bis  30 
über  den  linearen  Strahlencomplex,  das  Strahlensystem  erster 
Ordnung  und  erster  Classe,  den  i''2-Bündel,  das  F*^-Gebüsch  und 
die  Kummer'sche  Fläche  vierter  Ordnung  bilden  die  gleichnamigen 
Abschnitte  im  Anhange  der  ersten  Auflage  den  Kern.  Ganz  oder 
theilweise  umgearbeitet  sind  ferner  die  Vorträge  12,  15,  16,  18 
bis  20  und  23,  ui\d  die  meisten  übrigen  sind  durch  Zusätze 
erweitert.  Im  Anhange  ist  ein  Abschnitt  über  Büschel,  Bündel 
und  Gebüsche  linearer  Strahlencomplexe  neu  hinzugekommen; 
einige  seiner  früheren  Abschnitte  haben  in  der  ersten  Abtheilung 
dieses  Buches  einen  passenderen  Platz  gefunden. 

Von  der  ersten  Auflage  hat  vor  zwei  Jahren  der  Universitäts- 
Professor  Antonio  Favaro  in  Padua  ohne  mein  Wissen  eine 
Italienische  Bearbeitung  herausgegeben,  von  welcher  ich  erst  durch 
eine  kürzlich  erschienene  Französische  Uebersetzung  i)  Kenntniss 
erhielt.  Herr  Favaro  hat  es  nicht  für  passend  gehalten,  meinen 
Namen  im  Titel  seines  Buches  zu  erwähnen;  die  versteckte  Art 
und  Weise,  wie  er  meine  ;,Geometrie  der  Lage^  in  der  Vorrede 
und  sonst  citirt,  und  seine  Paragraphen-Eintheilung  scheinen  viel- 
mehr darauf  berechnet  zu  sein^  den  wahren  Sachverhalt  zu  ver- 
dunkeln. Nach  sorgfältiger  Durchsicht  der  Französischen  Ueber- 
setzung  constatire  ich  deshalb,  dass  abgesehen  von  der  Vorrede, 


0  Le^ons  de  Statique  graphique,  par  Antonio  Favaro ;  tradnites  de  Tltalien 
par  Paul  Terrier.  Premiere  partie:  6^om6trie  de  Position.  Paris  (Ganthier- 
Villars)  1879,  in  gr.  8. 
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den  Literaturangaben  und  den  geschichtlichen  Anmerkungen 
Favaro's  ungefähr  neun  Zehntel  seines  Buches  aus  meinem  Buche 
übersetzt  sind,  und  zwar  meistens  Satz  für  Satz,  jedoch  die  ersten 
Capitel  mehr  auszugsweise  und  mit  Umstellung  der  Sätze.  Nur 
an  fünf  Stellen  habe  ich  grössere  Zusätze  von  zwei  bis  sechs  Seiten 
Länge  bemerkt;  von  verschiedenen  derselben  aber  kann  ich 
nachweisen,  dass  sie  aus  Sehröter-Steiner^s  Vorlesungen  and 
Cremona's  Geometria  descriptiva  abgeschrieben  sind.  Die  eigenen 
kleinen  Zuthaten  Favaro's  im  Texte  sind  unbedeutend;  von  seinen 
77  Figuren  sind  65  aus  meiner  ^^Geometrie  der  Lage^  copirt  — 
Die  Französische  Uebersetzung  geht  bis  Seite  88  der  zweiten  Ab- 
th eilung  meines  Buches,  l.  Auflage;  sie  enthält  verschiedene  Sätze, 
welche  ich  der  ersten  Abtheilung  erst  1877  in  der  zweiten  Auflage 
hinzugefügt  habe. 

Hätte  Herr  Favaro  die  Erlaubniss  zur  Uebersetzung  meines 
Buches  nachgesucht,  so  würde  ich  sie  ihm  bereitwillig  ertheilt 
haben.  Er  hat  es  vorgezogen,  ohne  Erlaubniss  sich  anzueignen, 
was  ihm  nicht  gehört. 

Strassburg  i.  E.,  den  29.  Juli  1879. 

Der  Verfasser. 


Druckfehler. 
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CoUineare  und  reeiproke  Terwandtsehaft  Yon  Orondgebilden 

zweiter  Stufe. 


In  analoger  Weise  wie  die  einförmigen  Grundgebilde  können 
wir  auch  ebene  Systeme  und  Strahlenbündel  auf  einander  beziehen. 
Namentlich  können  wir  unsere  Betrachtungen  über  die  perspecti- 
vische  Lage  einförmiger  Grundgebilde  hier  bei  den  Grundgebilden 
der  zweiten  Stufe  wiederholen.   Wir  nennen  nämlich  perspectivisch: 

1)  ein  ebenes  System  und  einen  Strahlenbündel,  wenn  das  erstere 
ein  Schnitt  des  letzteren  und  umgekehrt  dieser  ein  Schein 
von  jenem  ist; 

2)  zwei  ebene  Systeme,  wenn  sie  Schnitte  eines  und  desselben 
Strahlenbündels  sind; 

3)  zwei  Strahlenbündel,  wenn  sie  Scheine  eines  und  desselben 
ebenen  Systems  sind. 

Der  Schein,  den  eine  ebene  Landschaft  in  Ihr  Auge  wirft, 
ist  demnach  ein  zu  der  Landschaft  perspectivischer  Strahlen- 
bündel. Denken  Sie  sich  diesen  Schein  durch  eine  neue  Ebene 
aufgefangen  oder  geschnitten,  so  erhalten  Sie  ein  perspectivisches 
Bild  der  Landschaft,  oder  ein  zweites  ebenes  System,  welches  zu 
demjenigen  der  Landschaft  perspectivische  Lage  hat.  Nach  zwei 
verschiedenen  Punkten  endlich  wirft  die  Landschaft  zwei  Scheine, 
welche  offenbar  zwei  perspectivische  Strahlenbündel  sind. 

Wenn  wir  nun  in  einer  Reihe  von  Grundgebilden  der  zweiten 
Stufe  jedes  auf  das  folgende  perspectivisch  beziehen,  so  wird,  ähn- 
lich wie  bei  den  einförmigen  Grundgebilden,  auch  das  erste  auf 
das  letzte  bezogen  sein,  indem  jedem  Elemente  des  einen  ein  be- 
stimmtes Element  des  andern  entspricht;  aber  sie  werden  im  All- 
gemeinen nicht  perspectivisch  liegen.  Werden  ferner  zwei  Grund- 
gebilde zweiter   Stufe,   z.   B.   zwei   ebene  Systeme,   perspectivisch 
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auf  einander  bezogen,  und  wird  hernach  das  eine  verschoben 
gegen  das  andere,  so  bleiben  sie  auf  einander  bezogen,  verlieren  je- 
doch ihre  perspectivische  Lage.  Allein  sie  stehen  immerhin  noch 
in  einer  eigenthümlichen  Beziehung  zu  einander,  welche  Möbius 
mit  dem  Namen  der  collinearen  Verwandtschaft  belegt  hat 
Nämlich  in  zwei  so  auf  einander  bezogenen  ebenen  Systemen  z,  B. 
entspricht  jedem  geraden  Gebilde  wieder  ein  gerades  Gebilde, 
jedem  Strahlenbüschel  ein  Strahlenbtischel,  jeder  Curve  mit  ihren 
Tangenten  wieder  eine  Cuitc  mit  ihren  Tangenten,  jedem  «eck 
ein  neck  u.  s.  w.  Wir  nennen  hiernach  coUinear  verwandt, 
oder  kürzer  collinear: 

1)  zwei  ebene  Systeme  ü  und  üj ,  wenn  jedem  Punkte  P  von 
1  ein  Punkt  P|  von  2!i  entspricht,  und  jeder  durch  P  gehen- 
den Geraden  g  von  2  eine  durch  Pi  gehende  Gerade  j| 
von  2] ; 

2)  ein  ebenes  System  2  und  einen  Strahlenbündel  S|,  wenn 
jedem  Punkt  P  von  2  ein  Strahl  pi  von  S|  entspricht,  und 
jeder  durch  P  gehenden  Geraden  g  von  2  eine  durch  pi 
gehende  Ebene  yi  von  S| ; 

3)  zwei  Strahlenbündel  S  und  S^ ,  wenn  jedem  Strahle  p  von  S 
ein  Strahl  pi  von  Äj  entspricht,  und  jeder  durch  p  gehen- 
den Ebene  y  von  S  eine  durch  py  gehende  Ebene  71  von  /S| ; 

und  wenn  ausserdem  jeder  stetigen  Aufeinanderfolge  von  Ele- 
menten des  einen  Gebildes  eine  stetige  Aufeinanderfolge  von  Ele- 
menten des  anderen  entspricht. 

Kürzer,  und  dann  auch  auf  räumliche  Systeme  anwendbar, 
können  wir  mit  v.  Stau  dt  diese  Erklänmg  offenbar  so  aus- 
sprechen: 

Zwei  auf  einander  bezogene  Gmndgebilde  der  zweiien  oder 
der  dritten  Stufe  heissen  coUinear,  wenn  je  zwei  nngleichaiiiqtn 
Elementen  P  und  g  des  einen,  von  welchen  P  in  g  liegt,  it«7>. 
zwei  ungleichartige  Elemente  P|  und  g|  des  andern  zugewieM^ 
sirul,  von  welchen  auch  Pj   in  gj   liegt. 

Es  folgt  aus  diesen  Definitionen  sofort: 

Perspectivische  Gi-undgebilde  der  zweiten  Stufe  sind  collinear. 
Wenn  zwei  Grundgehilde  einem  dritten  collinear  sind,  so  siwi 
sie  auch  einander  collinear. 

Damit  ist  zugleich  bewiesen,  dass  in  einer  Reihe  von  Grund- 
gebilden der  zweiten  Stufe,   von  denen  jedes  zum  folgenden  per- 
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spectivisch  liegt,  je  zwei  coUinear  sind,  also  namentlich  auch  das 
erste  und  das  letzte. 

Die  Bezeichnung  collinear  hat  Möbius  in  seinem  ausge- 
zeichneten Werke  „Der  barycentrische  Calcul^  zunächst  für  ebene 
Systeme  gewählt,  die  in  der  angegebenen  Weise  auf  einander  be- 
zogen sind;  und  zwar  soll  dieser  Ausdruck  andeuten,  dass  nicht 
nur  jedem  Punkte  des  einen  Systems  ein  Punkt  des  andern,  son- 
dern auch  jeder  geraden  Linie  wieder  eine  gerade  Linie  entspricht. 
Wir  können  nämlich  zwei  ebene  Systeme  auch  z.  B.  so  auf  ein- 
ander beziehen,  dass  wohl  jedem  Punkte  des  einen  wieder  ein 
Punkt  des  andern,  dagegen  jeder  Geraden  ein  Kegelschnitt  entspricht 

Das  bereits  früher  aufgestellte,  aber  noch  nicht  allgemein 
bewiesene  Gesetz  der  Reciprocität  oder  Dualität  führt  uns  noch 
zu  einer  zweiten  einfachen  Verwandtschaft  zwischen  Grundgebilden 
höherer  Stufe,  zu  der  sogenannten  Verwandtschaft  der  Recipro- 
cität. Wir  nennen  nämlich  reciprok  verwandt  oder  kürzer 
reciprok: 

1)  Zwei  ebene  Systeme  2  und  D| ,  wenn  jedem  Punkte  P  von 
2   eine  Gerade  px   von  2i    entspricht,    und  jeder  durch  P 
gehenden  Geraden  g  von  2  ein  in  pi    liegender  Punkt  Crj 
von  -P| ; 

2)  ein  ebenes  System  2  und  einen  Strahlenbündel  Äj  ,  wenn 
jedem  Punkte  P  von  2  eine  Ebene  uj  von  Sj  entspricht, 
und  jeder  durch  P  gehenden  Geraden  g  von  S  ein  in  ttj 
liegender  Strahl  g^  von  S^ ; 

3)  zwei  Strahlenbündel  S  und  Sj,  wenn  jedem  Strahle  g  von 
S  eine  Ebene  yj  von  Sj  entspricht,  und  jeder  durch  g  gehen- 
den Ebene  e  von  S  ein  in  yi   liegender  Strahl  e^   von  Sj ; 

und  wenn  ausserdem  jeder  stetigen  Aufeinanderfolge  von  Ele- 
menten des  einen  Grundgebildes  eine  stetige  Aufeinanderfolge  von 
Elementen  des  andern  entspricht. 

Kürzer,    und  dann   auch  auf  räumliche  Systeme  anwendbar 

lässt  sich  diese  Erklärung  der  Reciprocität  wie  folgt  aussprechen: 

Zwei  auf  einander  bezogene  Grundgebilde  der  zweiten  oder 

der  dritten  Stufe  heissen  reciprok,  wenn  je  zwei  ungleichartigen 

Elementen  P,  g  des  einen^  von  welchen  P  in  g  liegt,  resp,  zicei 

ungleichartige  Elemente  p^,  G]  des  andern  zugewiesen  sind,  von 

welchen  p|  durch  G|  geht. 

Die   Möglichkeit   dieser   Art   der  Verwandtschaft  werde   ich 

Ihnen  noch  beweisen,  da  sie  keineswegs  wie  diejenige  der  Colli- 


r 
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neation  ohne  Weiteres  einleuchtet;  nur  für  einen  speciellen  Fall 
ist  dieser  Beweis  bereits  geführt,  indem  gezeigt  wurde,  dass  in 
Bezug  auf  eine  Curve  IL  Ordnung  jedem  Punkt  P  der  Ebene 
eine  Gerade,  nämlich  seine  Polare  |)|,  entspricht  und  jeder  durch 
P  gehenden  Geraden  der  Ebene  ein  auf  pi  liegender  Punkt,  näm- 
lich der  Pol  jener  Geraden.  Der  allgemeine  Beweis  schliesst  den- 
jenigen des  Reciprocitäts- Gesetzes  in  sich;  denn  weil  z.  B.  in 
reciproken  räumlichen  Systemen  jedem  Punkte  eine  Ebene  ent- 
spricht, so  folgt  aus  jeder  Eigenschaft  eines  Systems  von  Punkten 
unmittelbar  die  entsprechende  Eigenschaft  eines  Systems  von 
Ebenen,  welches  jenem  Punktsystem  reciprok  ist' 

Die  Untersuchung  reciproker  Grundgebilde  ist  ausserdem  des- 
halb besonders  wichtig,  weil  sie  diejenige  collinearer  Grundge- 
bilde einschliesst,  soweit  nicht  besondere  Lagen  derselben  in 
Betracht  kommen.  Dieses  wird  Ihnen  aus  folgendem  Satz  ein- 
leuchten: 

Wenn   zwei   Grundgebilde   einem  dtntten   reciprok   sind,  io 

sind  sie  collinear;  und  wenn  umgekehrt  das  eine  von  aucei  coUi- 

nearen  Gimndgebilden  einem  dritten  reciprok  ist,  so  ist  auch  das 

andere  demselben  reciprok. 
Wenn  nämlich  z.  B.  zwei  ebene  Systeme  IS,  und  l'o  einem  dritten 
2  reciprok  sind,  so  entspricht  jedem  Punkte  P  des  letzteren  je 
eine  Gerade  pi  und  p^  der  ersteren,  und  jeder  durch  P  gehen- 
den Geraden  g  von  2  entspricht  in  2|  und  So  je  ein  auf  pi  resp. 
P2  liegender  Punkt  G,  oder  (?2.  Folglich  entspricht  jeder  Ge- 
raden px  von  ^i  eine  Gerade  p^  von  Sj  ^^^  jedem  auf  pi  liegen- 
den Punkte  6r,  von  D|  ein  auf  p^  liegender  Punkt  G^  von  ^; 
d.  h.  ]S|  und  ^2  ^^^^  collinear.  Auf  analoge  Weise  wird  dieser 
und  der  zweite  Theil  des  Satzes  für  alle  anderen  Fälle  bewiesen: 
doch  lassen  sich  solche  auch  sofort  auf  den  vorliegenden  Fall 
zurückführen  durch  die  Bemerkung,  dass  wir  für  je<len  Strahlen- 
bündel einen  ebenen  Schnitt  desselben  substituiren  können. 

Zwei  collineare  oder  reciproke  Grundgebilde  werden  auch 
projectivisch  genannt,  weil  jedem  harmonischen  Gebilde  de< 
einen  ein  harmonisches  Gebilde  des  andern  entspricht  Denn 
seien  z.  B.  A,  B,  C,  D  vier  harmonische  Punkte  eines  ebenen 
Systems  ü,  und  a, ,  6j ,  c, ,  c/|  die  entsprechenden  vier  Strahlen 
eines  zu  i  reciproken  ebenen  Systems  ü, ,  so  müssen  zunät^hst 
n,,  />|,  cj  und  d^  durch  einen  Punkt  U^  gehen  (Fig.  1),  weil  A, 
Ji,  C  und  J)  auf  einer  Geradon  w  liegen.    Jedem  Viereck  K LM X 
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in  V,  von  welchen  zwei  Gegenseiten  sich  in  A  und  zwei  andere 
in  C  schneiden,  während  die  letzten  beiden  Seiten  beziehungs- 
weise durch  B  und  D  gehen,  entspricht  dann  in  2|  ein  Vierseit 
ky  i,  fHi  y?! ,  von  welchem  je  zwei  gegenüberliegende  Eckpunkte  in 
a|  und  C],  und  die  letzten  beiden  Eckpunkte  beziehungsweise  auf 
6j  und  rf|  liegen.  Folglich  sind  aj,  61,  q,  rfj  wirklich  vier  har- 
monische Strahlen  (I.  Abth.  Seite  36).  Ich  empfehle  Ihnen  zur 
Uebung  auch  für  zwei  collineare  Systeme  den  Beweis  zu  führen, 
obwohl  er  in  dem  soeben  geführten  schon  enthalten  ist. 

Es  ergiebt  sich  aus  dieser  Untersuchung  der  Satz: 

Je  zwei  einförmige  Gebilde,  welche  in  collinearen  oder  reci- 
proken  Grundgehilden  einander  entsprechen,  sind  projecfim'sch. 
Denn  die  beiden  einförmigen  Gebilde  sind  auf  einander  bezogen, 
und  zwar  so,  dass  je  vier  harmonischen  Elementen  des  einen  alle- 
mal vier  harmonische  Elemente  des  anderen  Gebildes  entsprechen. 

Dieser  Satz  giebt  uns  ein  Mittel  an  die  Hand,  zwei  Grund- 
gebilde zweiter  Stufe  projectivisch  auf  einander  zu  beziehen. 
Sollen  z.  B.  zwei  ebene  Systeme  2  und  ^^  reciprok  auf  einander 
bezogen  werden,  so  müssen  wir  jedem  Punkte  von  2  einen  Strahl 
von  2|  und  jeder  Punktreihe  von  2  einen  zu  ihr  projectivischen 
Strahlen!) üschel  von  2|  zuweisen,  und  umgekehrt.  Wir  nehmen 
deshalb  in  2  (Fig.  2)  zwei  Punktreihen  u  und  v  an,  und  weisen 
diesen  in  2|  zwei  beliebige  Strahlenbüschel  C/^  und  F]  als  ent- 
sprechende zu,  indem  wir  u  auf  Ui  und  v  auf  Fj  projectivisch 
beziehen,  so  jedoch,  dass  dem  gemeinschaftlichen  Punkte  P  von  u 
und  17  der  gemeinschaftliche  Strahl  pi  von  C/i  und  F,  entspricht. 
Jeder  nicht  durch  P  gehende  Strahl  k  von  2  schneidet  dann  die 
resp.  Geraden  «  und  v  in  zwei  Punkten  A  und  D,  welchen  in  den 
Büscheln  Z7,  und  Vi  von  2j  die  resp.  Strahlen  ei]  und  d|  ent- 
sprechen; und  der  Schnittpunkt  Ky  dieser  letzteren  ist  folglich 
zu  jenem  Strahle  k  der  entsprechende.  Den  sämmtlichen  Strahlen 
eines  Punktes  S  entsprechen  ferner  die  sämmtlichen  Punkte  einer 
Geraden  S| ;  denn  durch  den  Strahlenbüschel  S  werden  die 
Punktreihen  n  und  v  perspectivisch  auf  einander  bezogen,  so 
dass  sie  den  Punkt  P  entsprechend  gemein  haben,  und  daher  auch 
die  Strahlenbüschel  Ui  und  F,  projectivisch  so,  dass  sie  den 
Strahl  pi  entsprechend  gemein  haben.  Diese  Büschel  liegen  also 
ebenfalls  perspectivisch,  und  erzeugen  somit  ein  gerades  Gebilde 
«1,  welches  jenem  Strahlenbüschel  S  entspricht.  Sie  erkennen 
hieraus,    dass    durch    die   einander   zugewiesenen  projectivischen 
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Gebilde  u  und  Ui ,  sowie  v  und  Vi  jedem  Strahle  k  von  2  ein 
Punkt  Kl  von  Sj  zugewiesen  ist,  jedem  auf  k  liegenden  Punkte 
i(>  aber  ein  durch  Ki  gehender  Strahl  «| ,  dass  also  wirklich  ^  und 
ii  reciprok  auf  einander  bezogen  sind.  Da  hiernach  zu  jedem 
ebenen  Gebilde  ein  reciprokes  construirt  werden  kann,  so  ist  das 
Reciprocitätsgesetz  für  ebene  Systeme,  oder  wie  wir  sogleich 
sehen  werden  für  Grundgebilde  der  zweiten  Stufe  von  Neuem  be- 
wiesen. 

Sollen  zwei  ebene  Systeme  ^  und  l'|  coUinear  auf  einander 
bezogen  werden,  so  brauchen  wir  nur  beide  in  der  soeben  ange- 
gebenen Weise  reciprok  auf  ein  drittes  zu  beziehen.  Daraus  er- 
geben sich  folgende  direkte  Methoden: 

1)  Wir  nehmen  in  il  und  ij  je  zwei  gerade  Punktreihen  u,  r 
und  t^i,  Vi  willkürlich  an,  und  beziehen  u  auf  t/|  und  v  auf 
Vi  projectivisch,  so  jedoch,  dass  der  gemeinschaftliche 
Punkt  von  n  und  t;  dem  gemeinschaftlichen  Punkte  von  r/| 
und  r|  entspricht, 

2)  Oder  wir  weisen  irgend  zwei  Strahlenbüscheln  U  und  V  von 
2  zwei  beliebige  Sti^ahlenbüschel  Ci  und  K|  von  ^|  als  ent- 
sprechende zu,  und  beziehen  U  auf  L\^  sowie  T  auf  T, 
projectivisch  so,  dass  der  Strahl  U  V  von  ü  dem  Strahle  l  \  T, 
von  ü|  entspricht. 

Diese  direkten  Methoden  können  auch  direkt  bewiesen  werden, 
ähnlich  wie  die  vorhin  iür  reciproke  Systeme  angegebene  Metliotle. 
Sollen  zwei  Strahleubündel,  oder  ein  Strahlenbündei  und  ein 
ebenes  System  entweder  reciprok  oder  collineai*  auf  einander  be- 
zogen werden,  so  können  auch  hierfür  leicht  ähnliche  Methoden 
wie  die  obigen  aufgestellt  und  bewiesen  werden.  Doch  ist  es  ein- 
facher, wenn  wir  diese  Fälle  auf  die  schon  erleiiigten  datlurch 
zurückiuhi-eu,  dass  wir  jedem  Strahlenbündel  einen  ebenen  Schnitt 
desselben  substituii-en.     So  z.  B.  gilt  der  Satz: 

^Um  zwei  Strahlenbündel  S  und  6',  reciprok  auf  einander  m 
^beziehen,  können  wir  in  dem  einen  *!>  zwei  Strahlenbüschel  « 
^und  ^3  und  im  andern  «Sj  zwei  Ebenenbüschel  ay  und  6|  will- 
^kürlich  annehmen,  und  sodann  a  auf  ct|  und  ß  auf  &|  pn>- 
Jectivisch  hinziehen,  so  dass  dem  gemeinschaftlichen  Strahle 
^«3  der  Strahleubüschel  die  gemeinschaftliche  Ebene  aj  /*j  der 
, Ebenenbüschel  entspricht.  Dadurch  ist  jedem  Elemente  des 
, Bündels  *!>  ein  bestimmtes  Element  des  Bündels  5|  zuge- 
.,  wiesen."* 
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Diese   Methode   folgt   sofort   aus   derjenigen,    welche    vorhin   für 
ebene  Systeme  bewiesen  wurde. 

Um  die  Systeme  1  und  2i  (Fig  2)  reciprok  auf  einander  zu 
beziehen,  haben  wir  vorhin  die  Geraden  u  und  v  in  IS,  sowie  die 
entsprechenden  Punkte  Ui  und  Kj  in  2i  ganz  beliebig  ange- 
nommen. Ferner  durften  wir  u  auf  Ui  und  v  auf  K|  in  ganz 
beliebiger  Weise  projectivisch  beziehen;  nur  die  eine  Bedingung 
musste  erfüllt  werden,  dass  dem  Schnittpunkte  u  v  oder  P  die 
Verbindungslinie  f/|  Vi  oder  pi  entspreche.  Wir  diii*fen  also 
noch  zwei  beliebigen  Punkten  A  und  B  von  u  zwei  beliebige 
Strahlen  a^  und  tj  von  Ui  als  entsprechende  zuweisen,  und  eben- 
so irgend  zwei  Punkten  C  und  D  von  v  zwei  beliebige  Strahlen 
C|  und  tli  von  Ki,  wodurch  dann  aber  jedem  Element  von  1'  ein 
bestimmtes  Element  von  i|  zugewiesen  ist.  Offenbar  kann 
A  B  C  D  als  ein  ganz  beliebiges  Viereck  der  Ebene  2  angesehen 
werden,  weil  die  Geraden  u  und  v,  und  in  diesen  die  Punkte  A,  B 
und  C,  D  willkürlich  angenommen  werden  können;  und  ebenso 
ist  Ol  ftj  C|  c/|  als  ein  ganz  beliebiges  Vierseit  von  2|  aufzufassen. 
Daraus  ergiebt  sich  der  Satz; 

Sollen  ztoei  ebene  Systeme  ^  und  2!j  recipi^ok  auf  einander 
bezogen  werden^  so  kann  man  den  Eckjninkten  A,  B,  C,  D  irgend 
eines  Vierecks  von  2  die  resp.  Seiten  «i,  bj,  C|,  d|  eines  belie- 
bigen Vierseits  von  2|  willkürlich  zuweisen  ^  wodurch  dann  aber 
jedem  Elemente  von  2  ein  bestimmtes  Element  von  21  j  zuge- 
wiesen ist. 

Ebenso  können  zwei  ebene  Systeme  auf  eine  einzige  Weise 
collinear  so  auf  einander  bezogen  werden,  dass  zwei  Vierecke 
oder  zwei  Vierseite  derselben  auf  bestimmte  Art  einander  ent- 
sprechen. Ueberhaupt  lässt  sich  unser  Satz  sofort  auf  beliebige 
Grundgebilde  der  zweiten  Stufe  ausdehnen,  da  alle  übrigen  Fälle 
auf  den  soeben  erörterten  zurückgeführt  werden  können;  er  lautet 
sodann: 

Zicei  Grundgebilde  der  zweiten  Stufe  lassen  sich  auf  eine 
einzige  Weise  projectivisch  auf  einander  beziehen,  so  dass  ir» 
gend  vier  gleichartigen  Elementen  A,  B,  C,  D  des  einen,  von 
welchen  jedoch  keine  drei  zu  einem  und  demselben  einförmigen 
Grundgebilde  gehören,  vier  derselben  Bedingung  genügende^  gleich- 
artige Elemente  A|,  B|,  C|,  D|  des  andern  als  resp,  entsprechende 
willkürlich  zugewiesen  werden. 
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Je  zwei  einander  entsprechende  Elemente,  wie  A  und  ^|,  sind 
die  Träger  von  zwei  einfönnigen  Grundgebilden,  und  diese  können 
und  müssen  projectivisch  auf  einander  bezogen  werden,  so  das» 
den  Elementen  A  B,  A  C  und  A  D  die  resp.  Elemente  A^  Ä|,  A^  L\ 
und  J|  Dl  entsprechen.  Daraus  lässt  sich  auch  direkt  die  Rich- 
tigkeit des  Satzes  beweisen. 


0 
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Corven,  welche  in  collinearen  und  reeiproken  ebemn  SysteMi 

einander  entsprechen. 


Die  Verwandtschaften  der  Collineation  und  der  Reciprocitül 
lassen  sich  mit  vielem  Nutzen  dazu  verwenden,  gegebene  Gebilde, 
z.  B.  Curven  oder  Flächen,  in  andere  zu  verwandeln.  Nicht  selten 
gelingt  es  dadurch,  Sätze,  welche  an  besonderen  Gebilden  aufge- 
funden sind,  zu  verallgemeinern;  so  z.  B.  sind  manche  Eigenschaflen 
des  Kreises  mittelst  der  projectivischen  Verwandtschaft  auch  für 
beliebige  Kegelschnitte  nachgewiesen  worden.  Ueber  diese  Ver- 
wandlung von  gegebenen  Gebilden  in  andere  bieten  sich  uii^ 
einige  allgemeine  Bemerkungen  dar. 

Seien  ü  und  iii  zwei  collineare  ebene  Systeme,  P  und  l\ 
irgend  zwei  einander  entsprechende  Punkte  derselben.  Wenn 
dann  P  in  il  irgend  eine  Curve  k  durchläuft,  so  beschreibt  zu- 
gleich 7*1  in  ü|  eine  Curve  i|,  welche  zu  k  coUinear  ist  Wenn 
die  Curve  k  von  irgend  einer  Geraden  g  in  n  Punkten  ge- 
schnitten wird,  so  muss  auch  k^  von  der  entsprechenden  Geniden 
^1  in  ?i  Punkten  geschnitten  wei-den;  nämlich  in  denjenigen  Punktvn, 
welche  den  Schnittpunkten  von  k  und  g  entsprechen.  Fallen  von 
den  Schnittpunkten  von  k  und  g  irgend  zwei  zusammen,  so  A\x>^ 
die  Curve  k  von  der  Geraden  g  berührt  wird,  so  fallen  auch  dit* 
entsprechenden  beiden  Schnittpunkte  von  k^  und  c/i  zusammen« 
und  ^1  wird  von  </|  berührt;  zugleich  sind  die  Berührungspunkte 
in  g  und  ^|  zwei  einander  entsprechende  Curvenpunkte.  I>ü' 
Tangenten  an  zwei  homologen  Punkten  der  Curven  k  und  k^  sind 
also  zwei  homologe  Strahlen  der  collinearen  Systeme  i  und  iV 
Jeder  Tangente,   die   aus   einem   beliebigen   l^unkte   A   von  -  an 
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die  Curve  k  gelegt  werden  kann,  entspricht  eine  Tangente  von 
^1,  die  durch  den  homologen  Punkt  -4,  von  5!|  hindurchgeht;  so 
dass  von  Ay  an  fcj  ebenso  viele  Tangenten  gelegt  werden  können, 
wie  von  A  an  k.  Geht  k  mehmials  durch  einen  Punkt  von  il, 
so  geht  fei  ebenso  oft  durch  den  entsprechenden  Punkt  von  üj 
u.  s.  w. 

Man  pflegt  die  ebenen  Curven  zu  unterscheiden  in  Bezug  auf 
ihre  Ordnung  und  ilii*e  Classe;  nämlich: 


Eine  ebene  Curve  «ter  Ord- 
nung hat  mit  einer  beliebigen 
Geraden  ihrer  Ebene  im  Allge- 
meinen und  höchstens  n  Punkte 
gemein. 


An  eine  ebene  Curve  nter 
Classe  können  aus  einem  be- 
liebigen Punkte  ihrer  Ebene  im 
Allgemeinen  und  höchstens  n  Tan- 
genten gezogen  werden. 
Hiernach  können  wir  die  wichtigeren  der  soeben  gefundenen 
Sätze  wie  folgt  zusammenfassen: 

Zioei  Curven  k  und  ki ,  welche  in  coüinearen  ebenen  Systemen 
einander  entsprechen^  sind  von  gleicher  Ordnung  und  gleicher 
Classe,  Jedem  vielfacheti  Punkte  von  k  entspincht  ein  vielfacher 
Punkt  von  derselben  Ordnung  in  k|  /  ebenso  jeder  mehrfachen 
Tangente  von  k  eine  solche  von  k|. 

Wenn  die  ebene  Curve  k  von  einem  Punkte  P  und  zugleich 
ihr  Tangentenbüschel  von  der  Tangente  p  dieses  Punktes  be- 
schrieben wird,  so  bewegt  sich  P  stetig  in  der  Geraden  p,  während 
psich  in  der  Curven-Ebene  stetig  um  P  dreht;  die  zu  k  collineare 
Curve  kl  und  ihr  Tangeutenbüschel  werden  ebenso  von  dem 
Punkte  P|  und  der  Tangeute  j^i  beschrieben,  welche  den  Ele- 
menten P,  p  entsi>rechen.  Aendert  nun  die  Tangente  p  in  einer 
bestimmten  Lage  to  den  Sinn  ihrer  Drehung  um  /^,  so  heisst  lo 
eine  stationäre  oder  ^  Wende -Tangente^,  und  der  Berührungspunkt 
von  w  heisst  ein  Wende-  oder  Inflexionspunkt  der  Curve  k  {oo). 
Wenn  anderseits  der  Punkt  P  an  irgend  einer  Stelle  A'  den  Sinn 
seiner  Bewegung  in  p  ändert,  so  heisst  R  ein  stationärer  oder 
;,  Rückkehr -Punkt*'  (eine  Spitze  >-)  der  Curve  k.  Jeder  Wende- 
tangente und  jedem  Rückkehrpunkte  von  k  entspricht  eine  Wende- 
tangente resp.  ein  Rückkehrpunkt  der  zu  k  coUinearen  Curve  Äp 
Ist  k  eine  Curve  zweiter  Ordnung,  so  muss  auch  ^i  eine 
solche  sein;  und  zwar  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  k^  auch  die 
projectivischen  Eigenschaften  mit  k  theilt,  und  nicht  blos  wie  k 
mit  jeder  sie  schneidenden  Geraden  im  Allgemeinen  und  höchstens 
zwei  Punkte  gemein  hat.     Denn  wenn  k  durch  zwei  projectivische 
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Strahlenbüschel  A  und  B  erzeugt  wird,  so  wird  k^  durch  die 
entsprechenden  beiden  Strahlenbüschel  A^  und  Bi  erzeugt;  und 
es  ist  ^i  7i  7i|,  weil  A  7^  A^^  B  7^  Bi  und  A  7^  Ä,  sodass  auch 
ky  als  Krzeugniss  projectivischer  Strahleubüschel  zu  betrachten 
ist.     Zugleich  ergiebt  sich  hieraus: 

^Zwei  Curven  IL  Ordnung,  welche  in  colliuearen  ebenen  Sy- 

„  Sternen  einander  entsprechen,  sind  projectivisch  auf  einanJer 

„bezogen.'* 
Wir  können  diesen  Satz  auch  umkehren;  nämlich: 

^Zwei   projectivische  Curven   II.  Ordnung  können  stets  al> 
.   ,.  homologe   Curven   von  zwei   collinearen  ebenen  Syst<Mnen  k- 

„ trachtet  werden.^ 
Seien  nämlich  ^1,  7i,  C  irgend  drei  Punkte  der  ersten  Curve  k  und 
^x-i  ^^ii  ^'i  ^i®  ihnen  resp.  entsprechenden  Punkte  der  zweiten 
Curve  Ä:|,  sei  ferner  D  der  Pol  von  ^Zi  in  Bezug  auf  ^  und />| 
derjenige  von  Ä^B^  in  Bezug  auf  die  Curve  ij.  Wenn  dann  die 
Curven  in  zwei  collinearen  ebenen  Systemen  einander  entsprechen, 
so  müssen  die  Tangenten  von  k  in  A  und  B  den  Taugenten  von 
Ati  in  Ai  und  B^  entsprechen,  und  folglich  sind  auch  die  Punkte 
D  und  Z),  zwei  homologe  Punkte  der  collinearen  Systeme.  Die 
ebenen  Systeme,  in  welchen  die  Curven  liegen,  lassen  sich  nun 
aber  wirklich  collinear  so  auf  einander  beziehen,  dass  den  vier 
Punkten  A^  B^  C\  D  des  einen  die  resp.  Punkte  i4j,  /ij,  C|,  D^  des 
andern  entsprechen;  und  der  Curve  ä:,  welche  durch  C  geht,  und 
in  A  und  B  die  Geraden  DA  und  DB  berührt,  entspricht  als- 
dann die  Curve  &,,  welche  durch  Cj  geht,  und  in  A^  und  B^  die 
Geraden  Z),  ^li  und  Z)|  B^  berührt.  Die  collineare  Verwandt- 
schaft der  ebenen  Systeme  ist  somit  durch  die  beiden  projectivisclien 
Curven  völlig  und  eindeutig  bestimmt;  und  zwar  entsprechen  je 
zwei  Elementen,  welche  bezüglich  der  einen  Curve  conjugirt  odrr 
einander  zugeordnet  sind,  zwei  in  Bezug  auf  die  andere  Curve 
conjugirte  oder  einander  zugeordnete  Elemente. 

Wenn  zwei  ebene  Systeme  ü  und  üj  collinear  auf  einander 
bezogen  sind,  so  entspricht  im  Allgemeinen  der  unendlich  fernen 
Geraden  des  einen  eine  eigentliche  Gerade,  die  sogenannte  .,Grgen- 
axe^,  des  anderen  Systems.  Zwei  parallelen  Geraden  der  einen  Ebene 
entsprechen  allemal  zwei  Gerade,  die  sich  auf  der  Gegenaxe  der 
anderen  Ebene  schneiden.  Zwei  collineare  ebene  Curven  können 
deshalb,  wenn  sie  auch  von  derselben  Ordnung  und  Classe  sind,  sich 
wesentlich  unterscheiden  hinsichtlich  ihrer  unendlich  fernen  Punkte; 
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denn  den  unendlich  fernen  Punkten  der  einen  Curve  entsprechen  die- 
jenigen Punkte,  welche  die  andere  Curve  mit  der  Gegenaxe  ihrer 
Ebene  gemein  hat,  und  den  Asymptoten  der  einen  Curve,  d.  h.  den 
Tangenten  ihrer  unendlich  fernen  Punkte,  entsprechen  im  Allgemeinen 
eigentliche  Tangenten  der  anderen  Curve.  Beispielsweise  entspricht 
einer  Ellipse  der  einen  Ebene,  welche  von  deren  Gegenaxe  geschnitten 
oder  berührt  wird,  eine  Hyperbel  resp.  Parabel  der  anderen  Ebene. 

Wir  nennen  ^invariant"  jede  Eigenschaft  eines  geometrischen 
Gebildes  und  jede  Beziehung  verschiedener  Gebilde  zu  einander, 
welche  durch  collineare  Transformationen  nicht  zerstöi-t  wird.  Z.  B. 
Ordnung  und  Classe  einer  ebenen  Curve  sind  invariant,  desgleichen 
die  Anzahl  ihrer  Doppelpunkte,  ßückkehrpunkte,  Doppeltangenten 
und  Inflexionstangenten.  Harmonische  Punkte  oder  Strahlen  stehen 
in  invarianter  Beziehung  zu  einander,  und  Dasselbe  gilt  von 
projectivischen  Elementargebilden.  Die  Beziehungen  einer  Curve 
zweiter  Ordnung  zu  ihrem  Mittelpunkte  und  ihren  Brennpunkten 
sind  durchaus  nicht  invariant;  wohl  aber  diejenigen  zu  zwei  be- 
züglich der  Curve  conjugirten  Strahlen  oder  Punkten,  oder  zu 
einem  Punkte  und  seiner  Polare.  Das  Doppelverhältniss  von  vier 
Punkten  einer  Geraden  oder  vier  Strahlen  einos  Büschels  I.  Ord- 
nung ist  invariant.  Drei  Elementenpaare  eines  involutorischen 
Elementargebildes  stehen  zu  einander  in  invarianter  Beziehung; 
auch  die  characteristische  Eigenschaft  eines  PascaFschen  Sechs- 
ecks ist  invariant.  —  Schon  Poncelet  hat  die  grosse  Bedeutung 
der  invarianten  Eigenschaften  geometrischer  Gebilde  klar  erkannt 
und  nachdrücklich  hervorgehoben;  er  nennt  diese  Eigenschaften 
projectivisch ,  weil  sie  auf  alle  collinearen  Gebilde  übergehen, 
welche  aus  den  gegebenen  durch  Projiciren  und  Schneiden  abgeleitet 
werden  können. 

Sind  2  und  51 1  zwei  reciproke  ebene  Systeme,  so  entspricht 
jedem  Punkte  P  von  i'  ein  Strahl  j)^  von  2|.  Wenn  nun  P  in 
ü  irgend  eine  Curve  k  durchläuft,  so  beschreibt  gleichzeitig  /;,  eine 
stetige  Aufeinanderfolge  K^  von  Strahlen,  welche  ein  Strahlen- 
büschel heissen  soll.  Nähert  sich  P  einem  festen  Punkte  Q  der 
Curve  A,  so  nähert  sich  p|  einem  festen  Strahle  ^i  des  Büschels  Ä, , 
und  dem  Strahle  PQ,  der  sich  um  Q  dreht,  entspricht  dann  der 
Punkt  Pi9i,  welcher  auf  der  Geraden  q^  fortgleitet.  Und  wie  PQ 
schliesslich,  wenn  P  ins  Unbegrenzte  dem  Punkte  Q  sich  nähert 
(Fig.  3),  mit  einer  festen  Geraden,  nämlich  mit  der  Tangente  q 
des  Punktes  Q  zusammenfällt,  so  fällt  auch  p^q^  schliesslich  mit 
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einem  festen  Punkte  zusammen,  nämlich  mit  dem  Berührungs- 
punkte Q|  des  Strahles  ^j,  welcher  also  jener  Tangente  entspriclit 
(vergL  I.  Abtli.  Seite  65).  Jedem  Punkte  Q  der  Curve  k  nebst 
seiner  Tangente  q  entspricht  demnach  ein  Strahl  q^  des  Büschels 
Kl  nebst  seinem  Berührungspunkte  Q| ;  und  den  stetig  auf  ein- 
ander folgenden  Tangenten  von  k  entsprechen  stetig  auf  ein- 
ander folgende  Berührungspunkte  vonÄ|.  Mit  einem  Wort:  dem 
Büschel  K  von  Tangenten,  welche  die  Curve  k  einhüllen,  entspricht 
eine  Curve  A:|,  welche  vom  Büschel  ATj  eingehüllt  wird.  Wenn 
k  mit  irgend  einer  Geraden  g  ihrer  Ebene  /»Punkte  gemein  hat, 
so  gehen  die  entsprechenden  w  Strahlen  des  Büschels  K^  oder 
Tangenten  der  Curve  ätj  durch  denjenigen  Punkt  von  ü|,  welcher 
jener  Geraden  entspricht,     üeberhaupt  gilt  folgender  Satx: 

Wetin  zwei  Ctirven  k  und  k|  in  recipi^oken  Systemen  eknand&r 
entsprechen^  so  ist  die  Ordnung  der  einen  gleich  der  Clas^  der 
andern.    Jedem  Punkte  der  einen  Curve  nAst  dessen  Tangente  ent- 
spricht eine   Tangente  der  andeim  nebst  deren  Berührungspunkt; 
jedem  mehrfachen  Punkte  der  einen  entspincht  eiim  mehrfacht  Tan- 
gente der  anderen,  und  jedem  Wendef/unkte  eine  Rückkehrtangenit, 
Ist  insbesondere   k  eine  Curve   IL  Ordnung,   so   ist  k^  eine 
Curve  zweiter  Classe,  welche  nämlich  von  einem  Strahlenbüschel 
II.  Ordnung   eingehüllt  wird.     Dieser   Büschel   wird   durch  zwei 
projectivische  Punktreihen   a^   und  6|  erzeugt,   wenn   die  Curve  k 
durch   zwei   projectivische   Strahlenbüschel  A  und  B  erzeugt  ist; 
denn  well  a^  7^  A  und  6|  7^  -ß,  so  folgt  aus  An  B  auch  «,  t^  6,.  — 
Wir  haben   schon   früher  gesellen,   dass  jede  Curve  zweiter  Ord- 
nung  von    einem   Büschel   zweiter   Ordnung    eingehüllt  wird  und 
also  auch  von  der  zweiten  Classe  ist;  bei  Curven  höherer  Ordnung 
oder  Classe  findet  eine  solche  Uebereinstimmung  nicht  mehr  Statt. 
Ganz   ähnliche  Betrachtungen  lassen   sich   über  Kegeltlächen 
anstellen,  welche  in  projectivi sehen  Strahlenbündeln  einander  ent- 
sprechen.   Doch  können  Sie  alle  Resultate,  welche  sich  für  solche 
Kegelflächen  ergeben,  auch  aus  den  soeben  gewonnenen  ableiten, 
indem    Sie   zwei    projectivische    ebene   Systeme   aus   irgend  zwei 
Mittelpunkten  durch  Strahlenbündel  projiciren..  Dabei  ergiebt  sich 
u.  A.  auch,  was  unter  Kegelflächen  n  ter  Ordnung  oder  n  ter  Classe 
zu   verstehen   ist.     Wird   z,  B.    ein   ebenes   System   2  auf  einen 
Strahlenbündel   Sy    recii>rok   bezogen,    so   entspricht  jeder  Cune 
n  ter  Ordnung  und  pter  Classe  von  il  eine  Kegelfläche  »ter  Glaste 
und  pter  Ordnung  in  S|. 
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Dritter  Vortrag, 

Perspectivische  Lage  von  eollinearen  Grnndgebilden  zweiter  Stufe. 


Wir  haben  gesehen,  dass  in  zwei  eollinearen  oder  reciproken 
Grundgebilden  je  vier  harmonische  Elemente  des  einen  stets  wieder 
vier  harmonischen  Elementen  des  andern  entsprechen,  und  daraus 
bereits  den  Schluss  gezogen,  dass  irgend  zwei  einander  ent- 
sprechende einförmige  Grundgebilde  derselben  projectivisch  sein 
müssen.  Haben  also  zwei  collineare  oder  reciproke  Grundgebilde 
S  und  2!i  eine  solche  Lage,  dass  nicht  allein  die  Träger  a  und  ai 
von  irgend  zwei  einander  entsprechenden  einförmigen  Grundgebilden, 
sondern  auch  drei  Paare  homologer  Elemente  der  letzteren  auf 
einander  fallen,  so  müssen  je  zwei  einander  entsprechende  Ele- 
mente von  a  und  a|  zusammenfallen  (I.  Abth.  Seite  45),  und  2 
und  2i  haben  somit  jedes  Element  von  a  und  Oj  entsprechend 
gemein.     Insbesondere  also  gilt  der  Satz: 


Wenn  zwei  collineare  ebene 
Systeme,  die  nicht  in  derselben 
Ebene  liegen,  drei  Punkte  ihrer 
Schnittlinie  entsprechend  gemein 
haben,  so  haben  sie  jeden  Punkt 
derselben  entsprechend  gemein. 


Wenn  zwei  collineare  Strahlen- 
bündel, die  nicht  concentrisch 
liegen,  drei  Ebenen  entsprechend 
gemein  haben,  so  haben  sie  jede 
durch  ihre  Mittelpunkte  gehende 
Ebene  entsprechend  gemein. 


Mit  einer  geringen  Veränderung  lässt  sich  dieser  Doppelsatz  auch 
für  ebene  Systeme,  die  aufeinander  liegen,  sowie  für  concentrische 
Strahlenbündel  aufstellen. 

Wenn  zwei  in  derselben  Ebenen  liegende  collineare  Systeme  2 
und  Ij  die  sämmtlichen  Punkte  von  zwei  Geraden  u  und  v  oder 
die  sämmtlichen  Strahlen  von  zwei  Büscheln  S  und  2'  entsprechend 
gemein  haben,  so  fallt  jedes  Element  von  ü  mit  seinem  ent- 
sprechenden von  2l|  zusammen.  Denn  im  erste ren  Falle  entspricht 
jede  Gerade  der  Ebene  sich  selbst,  weil  sie  zwei  sich  selbst  ent- 
sprechende Punkte  verbindet,  nämlich  einen  Punkt  von  w  mit 
einem  Punkte  von  v;  und  jeder  Punkt  der  Ebene  entspricht  sich 
selbst,  weil  er  als  Schnittpunkt  solcher  sich  selbst  entsprechender 
Geraden  angesehen  werden  kann.     Ebenso  entspricht  im  zweiten 
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Falle  jeder  Punkt  der  Ebene  sich  selbst,  weil  in  ihm  zwei  sich 
selbst  entsprechende  Strahlen  der  Büschel  S  und  7'  sich  schneiden, 
jede  Gerade  der  Ebene  aber  kann  als  Verbindungslinie  solcher 
Punkte  aufgefasst  werden.  Wir  werden  hierdurch  zu  folgendem 
Satze  geführt: 


Zwei  in  derselben  Ebene  liegende 
collineare  Systeme  haben  alle  ihre 
Elemente  entsprechend  gemein 
(oder  sind  identisch),  wenn  sie 
die  Eckpunkte  eines  Vierecks, 
oder  auch  die  Seiten  eines  Vier- 
seits  entsprechend  gemein  haben. 


Zwei  concentrische  coUitiemt 
Strahlenbündel  haben  alle  ihre 
Elemente  entsprechend  gemein 
(oder  sind  identisch),  wenn  ^^V 
die  Kanten  eines  Vierkants  oder 
auch  die  Seiten  eines  Vierseih 
entsprechend  gemein  hohen. 


Der  Satz  rechts  wird  auf  den  anderen  links  sofort  zurückge- 
führt, indem  wir  die  beiden  Strahlenbündel  durch  eine  Ebene 
schneiden.  Die  collinearen  Systeme,  welche  in  dieser  liegen,  haben 
aber  die  P^ckpunkte  -4,  J3,  C\  D  eines  Vierecks  oder  auch  eine> 
einfachen  Vierseits  entsprechend  gemein,  deshalb  aber  auch  die 
Strahlen  A  B,  Ä  C,  AD  und  folglich  jeden  Strahl  des  Büschels  A. 
sowie  die  Strahlen  B  A,  B  C,B  D  und  folglich  jeden  Strahl  ih- 
Büschels  B]  woraus  der  Satz  folgt.  Zwei  beliebig  auf  einander 
gelegte  collineare  Systeme  haben  daher  im  Allgemeinen  höchstens 
drei  Punkte  und  deren  Verbindungslinien  entsprechend  gemein. 

Aus  dem  soeben  bewiesenen  Satze  lassen  sich  folgende  Schlüsse 
ziehen  in  Betreff  der  perspectivischen  Lage  collinearer  Systeme 
und  Strahlenbündel. 


Wenn  zwei  collineare  Systeme 
2  und  i'i  in  verschiedenen  Ebe- 
nen liegen,  und  irgend  vier 
Strahlen,  welche  die  Eckpunkte 
eines  Vierecks  von  2  mit  den 
resp.  entsprechenden  Punkten 
von  2|  vorbinden,  durch  einen 
Punkt  *S'  gehen,  so  liegen  die 
Systeme  i)erspectivisch  und  sind 
Schnitte  des  Strahlenbündels  Ä 
Denn  die  beiden  collinearen 
Strahlenbündel ,  durch  welche 
die  ebenen  Systeme  aus  S  pro- 
jicirt    werden,    sind    identisch, 


Wenn  zwei  collineare  Strahlen- 
bündel S  und  iS|  verschiedene 
Mittelpunkte  haben,  und  irgend 
vier  Strahlen,  in  welchen  die 
Seitenebenen  eines  Vierseifc^  vdü 
S  durch  die  resp.  entsprechen- 
den Ebenen  von  Si  geschnitten 
werden,  in  einer  Ebene  -  ließen, 
so  sind  die  Bündel  perspectivisi'h 
und  Scheine  des  ebenen  Sy- 
stems i.  Denn  die  beiden 
collinearen  Systeme,  in  welchin 
die  Strahlenl)ündel  durch  i'  ire- 
schnitten  werden,  sind  ideutiM'h. 


i 


Perspectivische  Lage  collinearer  Grundgebilde. 


15 


weil  sie  ein  Vierkant  entsprechend     weil  sie  ein  Vierseit  entsprechend 
gemein  haben.  geraein  haben. 

Ich   überlasse  Ihnen   den  ganz  ähnlichen  Beweis  des  Satzes: 

„Ein  ebenes  System  ^  liegt  perspectivisch  zu  einem  ihm  colli- 

;,nearen  Strahlenbündel  S,  wenn  die  Eckpunkte  eines  Vierecks 

;,von  2  auf  den  ihnen  entsprechenden  Strahlen  von  S  liegen.^ 

Ihnen  wird  die  Analogie  nicht  entgangen  sein,  welche  zwischen 

diesen  Theoremen  und  denjenigen   herrscht,   die  wir   für  projec- 

tivische   Grundgebilde  der  ersten   Stufe  im   fünften  Vortrag  der 

ersten   Abtheilung  kennen  gelernt  haben.     Aelinliches  lässt  sich 

über    den    folgenden   Doppelsatz    bemerken,    welchen   ich   später 

häufig  benutzen  werde. 

Wenn  zwei  collineare  ebene 
Systeme  drei  und  folglich  alle 
Punkte  eines  geraden  Gebildes 
«  entsprechend  gemein  haben, 
so  sclineiden  sich  die  Verbin- 
dungslinien von  je  zwei  homo- 
logen Punkten  derselben  in  einem 
bestimmten  Punkte  S,  —  Nämlich 
behebige  zwei  einander  ent- 
sprechende Gerade  l  und  Z| 
(Fig.  4)  müssen  irgend  einen 
Punkt  A  von  u  entsprechend  ge- 
mein haben,  weil  jeder  Punkt 
von  M  sich  selbst  entspricht. 
Die  sämmtlichen  Geraden  i)Z)|, 
EE^^,,.  welche  je  einen  Punkt 
(i),  E,...)  von  l  mit  dem  ihm 
entsprechenden  Punkte  (Z)| 
Ey . . .)  von  li  verbinden,  gehen 
daher  durch  einen  Punkt  S,  weil 
die  Punktreihen  l  und  2,  ihren 
Schnittpunkt  A  entsprechend  ge- 
mein haben  und  somit  perspec- 
tivisch sind.  Liegen  nun  die  Sy- 
steme in  einer  Ebene,  und  ist  P 
der  Schnittpunkt  eines  durch  S 
gehenden  Strahles  D  D|  mit  der 
Geraden    w,    so    entspricht    die 


Wenn  zwei  collineare  Strahlen- 
.bündel  drei  und  folglich  alle 
Ebenen  eines  Büschels  w  ent- 
sprechend gemein  haben,  so 
liegen  die  Schnittlinien  von  je 
zwei  homologen  Ebenen  derselben 
in  einer  bestimmten  Ebene  2. 
—  Nämlich  beliebige  zwei  ein- 
ander entsprechende  Strahlen  l 
und  Zj  müssen  in  irgend  einer 
Ebene  a  von  u  liegen,  weil  jede 
Ebene  von  u  sich  selbst  ent- 
spricht. Die  sämmtlichen  Strah- 
len 8  8|,  es|, . . .  in  denen  je  eine 
Ebene  (8| ,  e|  . . .)  des  Büschels 
l  von  der  ihr  entsprechenden 
Ebene  (8|,  sj, . . .)  des  Büschels 
Z|  geschnitten  wird,  liegen  da- 
her in  einer  Ebene  i';  denn  die 
Büschel  haben  die  Ebene  a  ent- 
sprechend gemein  und  somit 
perspectivische  Lage.  Haben 
nun  die  Strahlenbündel  den- 
selben Mittelpunkt,  und  ist  tz 
die  Ebene,  welche  einen  be- 
liebigen in  2  liegenden  Strahl 
So|  mit  der  Axe  u  verbindet, 
so     entspricht    der    Strahl     t:o 
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Gerade  PD  der  Geraden  PDi, 
also  sich  selbst,  weil  P  sich 
selbst  entspricht.  Jeder  durch 
S  gehende  Strahl  fallt  also 
mit  seinem  entsprechenden 
zusammen,  woraus  folgt,  dass 
je  zwei  homologe  Punkte  auf 
einem  durch  S  gehenden  Strahle 
liegen.  Schneiden  sich  da- 
gegen die  Systeme  in  der  Ge- 
raden t/,  'so  folgt,  dass  je  zwei 
Verbindungslinien  homologer 
Punkte,  wie  DD^  und  EE^^  in 
einer  Ebene  liegen  und  somit 
sich  schneiden.  Weil  aber  nicht 
alle  diese  Verbindungslinien 
in  einer  und  derselben  Ebene 
liegen,  so  müssen  sie  durch 
einen  und  denselben  Punkt  S 
gehen,    und    die   Systeme    sind 


dem  Strahle  ic  8|,  also  sich  selbst, 
weil  7t  sich  selbst  entspricht. 
Jeder  in  Z  liegende  Strahl  fallt 
also  mit  seinem  entsprechenden 
zusammen,  woraus  folgt,  dass 
je  zwei  homologe  Ebenen  sich 
in  einem  Strahle  der  Ebene  1 
schneiden.  Haben  dagegen  die 
Bündel  zwei  verschiedene  in 
der  Axe  u  liegende  Mittelpunkte, 
so  folgt,  dass  je  zwei  Schnitt- 
linien homologer  Ebenen,  wie 
^6|  und  ee|,  in  einer  Ebene 
liegen  und  somit  sich  schnei- 
den. Weil  aber  nicht  alle  die^^e 
Schnittlinien  durch  einen  und 
denselben  Punkt  gehen,  so  müssen 
sie  in  einer  und  derselben  Ebene 
2  liegen,  und  die  Strahlenbündel 
sind    Scheine    des    ebenen   Sy- 

Schnitte  des  Strahlenbündels  S,     stems  1\ 

Wir  können  diese  bemerkenswerthen  Sätze  auch  in  folgender 

Form  aussprechen: 


Zwei  collineare  ebene  Systeme, 
die  sich  schneiden  und  drei 
Punkte  (ihrer  Schnittlinie)  ent- 
sprocliend  gemein  haben,  liegen 
perspectivisch. 

Wenn  zwei  in  einer  Ebene 
liegende  collineare  Systeme  eine 
Punktreihe  (d.  h.  jeden  Punkt 
derselben)  entsprechend  gemein 
haben,  so  haben  sie  auch  einen 
Strahlenbüschel  (d.  h.  jeden  Strahl 
desselben)  entsprechend  gemein. 

Dass  umgekehrt  zwei  perspectivische  ebene  Systeme  jeden 
Punkt  ihrer  Schnittlinie  und  zwei  perspectivische  Strahlenbündel 
jede  durch  beide  Mittelpunkte  gehende  Ebene  entsprechend  gemein 
haben,  leuchtet  ohne  Weiteres  ein.  Aber  auch  die  letzten  beiden 
Sätze  lassen  sich  umkehren;   nämlich: 


Zwei  coUineareStrahlenbündel. 
die  nicht  concentrisch  sind  nnd 
drei  Ebenen  entsprechend  gemein 
haben,  liegen  perspectivisch. 

Wenn  zwei  concentrische  und 
collineare  Strahlenbündel  einen 
Ebenenbüschel  (d.  h.  jede  Ebene 
desselben)  entsprechend  gemein 
haben,  so  haben  sie  auch  einen 
Strahlenbüschel  entsprechend  ge- 
mein. 
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Wenn  zwei  in  einer  Ebene 
liegende  collineare  Systeme  einen 
Strahlenbüschel  entsprechend  ge- 
mein haben,  so  haben  sie  auch 
eine  Punktreihe  entsprechend  ge- 
mein. 


Wenn  zwei  concentrische  und 
collineare  Strahlenbündel  einen 
Strahlenbüschel  entsprechend  ge- 
mein haben,  so  haben  sie  auch 
einen  Ebenenbüschel  entspre 
chend  gemein. 


Denn  wenn  wir  links  die  Systeme  aus  einem  beliebigen  Mittel- 
punkte durch  zwei  concentrische  Strahlenbündel  projiciren,  so 
haben  diese  einen  Ebenenbüschel  und  folglich  (nach  dem  vorher- 
gehenden Satze  rechts)  auch  einen  Strahlenbüschel  entsprechend 
gemein,  von  welchem  die  im  Satz  genannte  Punktreihe  ein  Schnitt 
ist.  Ebenso  wird  der  Satz  rechts  auf  den  vorhergehenden  links 
zurückgeführt,  wenn  wir  die  concentrischen  Strahlenbündel  durch 
eine  Ebene  in  zwei  auf  einander  liegenden  Systemen  schneiden. 
Uebrigens  können  Sie  den  letzten  Doppelsatz  auch  direkt  beweisen 
auf  analoge  Weise  wie  den  vorigen. 

Zwei  in  derselben  Ebene  liegende  collineare  Systeme,  welche 
ein  gerades  Gebilde  u  und  einen  Strahlenbüschel  S  entsprechend 
gemein  haben,  werden  perspectivisch  genannt,  weil  sie  viele  Eigen- 
schaften zeigen,  die  auch  sonst  perspectivisch  liegenden  Systemen 
zukommen.  Der  Punkt  ä,  welcher  mit  je  zwei  einander  ent- 
sprechenden Punkten  in  einer  und  derselben  Geraden  liegt,  heisst 
das  „Centrum^,  und  die  Gerade  ?/,  auf  welcher  je  zwei  homologe 
Gerade  sich  schneiden,  die  ^Axe  der  Collineation^.  Stellen  Sie 
sich  vor,  von  zwei  perspecti vischen  ebenen  Systemen  drehe  sich 
das  eine  um  seine  Schnittlinie  mit  dem  anderen  System,  so 
werden  freilich  die  Verbindungslinien  homologer  Punkte  gleich- 
zeitig ihre  Lage  ändern,  aber  doch  beständig  nach  einem  gleich- 
falls sich  bewegenden  Punkte  convergiren,  weil  die  Systeme  jeden 
Punkt  ihrer  Schnittlinie  entsprechend  gemein  haben.  Fallen  nun 
die  Systeme  bei  der  Drehung  auf  einander,  so  ist  diese  Lage  als 
ein  besonderer  Fall  der  allgemeinen  perspectivischen  zu  betrachten. 
—  Zwei  concentrische  und  collineare  Strahlenbündel  heissen  auch 
dann  perspectivisch,  wenn  sie  einen  Strahlenbüschel  und  einen 
Ebenenbüschel  entsprechend  gemein  haben. 

Um  zwei  in  einer  Ebene  liegende  Systeme  perspectivisch  auf 
einander  zu  beziehen,  können  wir  die  Axe  u  und  das  Centrum  S 
der  Collineation  willkürlich  annehmen  (Fig.  4),  und  sodann  noch 
irgend  zwei  Punkte  D  und  Dj,  welche  auf  einem  Strahle  von  S 
liegen,   einander  als   entsprechende   zuweisen.     Denn   wir  können 

Heye,  Geometrie  der  Laf^c.    H.    "i.  Aufl.  2 
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und  müssen  die  beiden  Systeme  collinear  so  auf  einander  beziehen, 
dass  die  beiden  zu  der  Punktreihe  u  perspectivischen  Strahlen- 
büschel D  und  Z>j  einander  entsprechen,  und  dass  der  Büschel 
S  sich  selbst  entspricht;  dadurch  ist  ihre  collineare  Verwandt- 
schaft völlig  und  eindeutig  bestimmt  (Seite  6).  Weil  aber  in 
jedem  Punkte  A  von  u  zwei  homologe  Strahlen  l  und  li  Ton 
resp.  D  und  Dy  sich  schneiden,  und  weil  durch  A  auch  ein  sich 
selbst  entsprechender  Strahl  a  des  Büschels  S  hindurchgeht  so 
muss  A  oder  l  •  a  sich  selbst,  nämlich  dem  Punkte  /,  •  a  ent- 
sprechen, und  die  beiden  Systeme  haben  folglich  jeden  Punkt  von 
w  entsprechend  gemein,  wie  verlangt  wurde. 

.  Jeder  durch  D  gehende  Strahl  wird  von  seinem  durch  D| 
gehenden  entsprechenden  Strahle  in  einem  Punkte  von  u  geschnitten, 
kann  also  leicht  construirt  werden;  und  da  je  zwei  homologe 
Punkte  E  und  E^  auf  homologen  Strahlen  von  D  und  D^  und 
zugleich  mit  S  in  einer  Geraden  liegen,  so  ist  zu  E  leicht  der 
entsprechende  Punkt  Ei  zu  finden.  Es  wird  eine  sehr  nützliche  und 
lehrreiche  l^ebung  für  Sie  sein,  wenn  Sie  auf  diese  Weise  zu  ir- 
gend einer  gegebenen  Curve  die  entsprechende  construiren,  d.  h. 
zu  beliebig  vielen  Punkten  der  ersteren  die  entsprechenden  Punkte 
der  letzteren.  Von  Interesse  ist  bei  dieser  Construction  nament- 
lich die  Frage,  wo  die  Gegenaxe  des  einen  Systems  liegt,  welche 
der  unendlich  fernen  Geraden  des  anderen  entspricht;  denn  tod 
der  Lage  dieser  Gegenaxe  hängt  es  wesentlich  ab,  ob  und  mit 
wie  vielen  Zweigen  die  gesuchte  Curve  in's  Unendliche  sich  er- 
streckt Die  (legenaxe  muss  zu  der  CoUineationsaxe  parallel  sein, 
weil  sie  ihre  entsprechende  Gerade  auf  der  CoUineationsaxe  und 
zugleich  in  einem  unendlich  lernen  Punkte  schneidet,  —  Ruckt 
die  CoUineationsaxe  in's  l'nendliche,  so  werden  je  zwei  homologe 
Gerade  |mrallet  und  die  Systeme  heissen  alsdann  perspectivlsch 
ähnlich.  Die  lH?hre  von  der  Aelmlichkeit  ebener  Figuren  ist 
Ihnen  aus  der  Geometrie  der  Alten  längst  bekannt,  und  also  ein 
bosouilerer  Fall  der  Lehre  von  der  ColUneation. 

Zwei  ct^llineart*  el>ene  Systeme  iü,  2L|,  deren  onendUch  ferne 
(»oradon  einander  nicht  ent>prtH^'hf  u.  können  auf  zwei  verschiedene 
Arten  in  iH»ri|Hvtivisohe  Lage  gebracht  werden.  Man  bestimme 
in  ihnen  /uu:uh>t  die  beiden  Gogenaxen;  dann  entsprechen  ein- 
ander die  beitlen  PanUKIstrahUnbüschel  von  S  und  Sj,  welchen 
dit^e  Gojronaxen  ansiohöreu.  D:urt^^en  entsprechen  zwei  beliebigen 
andertMi  PanUK  U  n  ci.  h  von  1^  allemal  zwei  nicht  par&Uele  Gerade 
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a|,  fr|  von  1|,  weil  a|  und  &|  in  einem  eigentlichen  Punkte  der 
Gegenaxe  von  ]S|  sich  schneiden  müssen.  Es  giebt  folglich  in 
einem  bestimmten  Abstände  von  dieser  Gegenaxe  zwei  und  nur 
zwei  zu  ihr  parallele  Gerade  «|  und  r|,  auf  welchen  durch  a^ 
und  6|  Strecken  von  derselben  Länge  begrenzt  werden,  wie  auf 
den  entsprechenden  Geraden  u  und  ü  durch  die  Parallelen  a  und  b; 
die  Punktreihen  ti,  und  i-j  aber  sind  die  einzigen  von  Sj,  welche 
den  ihnen  entsprechenden  Punktreihen  ?i  und  v  projectivisch  gleich 
sind.  Werden  nun  die  collinearen  Systeme  in  solche  Lage  ge- 
bracht, dass  die  Punktreihen  u  und  M|  (oder  auch  v  und  »|)  sich 
(lecken  und  alle  ihre  Punkte  entsprechend  gemein  haben,  so  liegen 
sie  perspectivisch.  Sie  bleiben  perspectivisch,  wenn  nian  sie  her- 
nach um  ihre  entsprechend  gemeinschaftliche  Gerade  dreht,  bis 
ihre  Ebenen  zusanmienfallen,  und  man  erhält  dann  leicht  zwei 
Strahlenbüschel  in  2,  welche  den  entsprechenden  Strahlenbüscheln 
von  2|  projectivisch  gleich  sind  (Seite  16). 

Zwei  collineare  ebene  Curven,  deren  unendlich  ferne  Punkte 
einander  nicht  entsprechen,  können  dem  Vorhergehenden  zufolge 
in  solche  Lage  gebracht  werden,  dass  sie  als  Schnitte  einer  conischen 
Fläche  erscheinen.  Welche  Eigenschaften  sie  mit  einander  gemein 
haben,  lehrt  dann  die  Anschauung  ohne  grosse  Mühe.  —  Zwei 
beliebige  Curven  IL  Ordnung,  auf  welchen  je  drei  Punkte  -4,  ß,  C 
und  ^|,  Ä,,  C|  willkürlich  angenommen  sind,  können  in  solche 
Lage  zu  einander  gebracht  werden,  dass  durch  sie  und  die  drei 
Geraden  AA^^  BB^  und  CCx  eine  Kegelfläche  IL  Ordnung  gelegt 
werden  kann  (vgl.  Seite  10). 


Vierter  Vortrag. 

CoUineare  uid  reciproke  Verwandtschaft  räanlicher  Systeme. 


Die  bisherigen  Entwickelungen  bieten  uns  nunmehr  die  Mittel 
dar,  zwei  räumliche  Systeme,  d.  h.  Theile  des  unendlichen  Raumes, 
aufeinander,  oder  den  unendlichen  Raum  auf  sich  selbst  collinear 
oder  reciprok  zu  beziehen.  Aus  der  allgemeinen  Definition  der 
collinearen  und  der  reciproken  Verwandtschaft  leiten  wir  zunächst 
für  räumliche  Systeme  folgende  Erklärung  ab: 
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Zwei  räumliche  Systeme  2  und  2|  sind  collinear  auf  einander 
bezogen,  wenn  jedem  Punkte  P  von  2  ein  Punkt  P|  von  2|  ent- 
spricht, jeder  durch  P  gehenden  Geraden  oder  Ebene  von  2  aber 
eine  durch  P|  gehende  Gerade  resp.  Ebene  von  2|. 

Zwei  räumliche  Systeme  -  Uful  2|  si7id  reciprok  auf  einander 
bezogen,  wenn  jedem  Punkte  P  von  2  eine  Ebene  tz^  von  2| 
entspricht,  jeder  durch  P  gehenden  Geraden  oder  Ebene  von  1 
aber  ein  in  ttj    liegender  Strahl  resp,  Punkt  von  2|. 

Auch  hier  beweisen  Sie  ohne  Mühe  den  schon  früher  allgemein 
aufgestellten  Satz,  dass  zwei  Grundgebilde,  welche  einem  dritten 
entweder  beide  collinear  oder  beide  reciprok  sind,  zu  einander 
collinear  sein  müssen.  Da  hiernach  die  collineare  Verwandtschaft 
aus  der  reciproken  abgeleitet  werden  kann,  so  darf  ich  mich 
meistens  auf  die  Untersuchung  der  letzteren  beschränken. 

Entsprechen  einander  in  zwei  reciproken  räumlichen  Systemen 
ein  Punkt  P  und  eine  Ebene  ir,,  also  auch  der  Strahlenbünde]  P 
und  das  ebene  System  tti,  so  sind  die  letzteren  reciprok;  denn 
jeder  Ebene  e  von  P  entspricht  ein  Punkt  Ei  in  tti,  und  jedem 
in  s  liegenden  Strahl  von  P  entspricht  ein  durch  i?|  gehender 
Strahl  von  -|.  Je  vier  harmonischen  Elementen  des  Bündels 
P  oder  überhaupt  des  einen  räumlichen  Systems  entsprechen 
daher  allemal  vier  harmonische  Elemente  in  ;r|  oder  im  anderen 
System.  Folglich  muss  auch  jeder  Punktreihe  des  einen  Systems 
ein  zu  ihr  projectivischer  Ebenenbüschel  des  anderen,  und 
jedem  Strahlenbüschel  ein  zu  ihm  projectivischer  Strahlen- 
büschel entsprechen.  In  zwei  coUinearen  räumlichen  Systemen 
entspricht  ebenso  jedem  ebenen  Systeme  ein  collineares  ebenes 
System,  jedem  Strahlenbündel  ein  collinearer  Strahlenbündel,  jeder 
Punktreihe  eine  zu  ihr  projectivische  Punktreihe  u.  s.  w.  Zwei 
collineare  und  ebenso  zwei  reciproke  räumliche  Systeme  werden 
deshalb  auch  projectivisch  genannt     Es  folgt: 

Wenn  zwei  collineare  oder  reciproke  räumliche  Systeme  drei 
Elemente  eitles  einßjrmigen  Grundgebildes,  oder  auch  vier  gleich- 
artige Elemente  eines  Gnmdgebildes  der  zweiten  Stufe  entsprechefftl 
gemein  haben,  so  haben  sie  jedes  Element  dieses  Gmndgebilde» 
entsprechend  gemein  (Seite  14). 

Dabei  wird  vorausgesetzt,  dass  im  letzteren  Falle  keine  drei  von 
jenen  vier  Elementen  einem  und  demselben  einförmigen  Grund- 
gcbilde  an<;ehüren. 
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Um  nun  zwei  räumliche  Systeme  2  und  2|  reciprok  auf  ein- 
ander zu  beziehen,    verfahren   wir  wohl  am  einfachsten  und  an- 
schaulichsten wie  folgt.     Wir  nehmen  in  2  irgend  zwei  Strahlen- 
bündel  A   und  B  an,   und  beziehen  dieselben  auf  je  ein  in  2| 
liegendes  ebenes  System  «i  resp.  ßi  ^-eciprok,  so  jedoch,  dass  der 
Geraden  A  B  die  Schnittlinie  «i  ßi  entspricht,  sowie  jeder  durch 
Ä  B  gehenden  gemeinschaftlichen  Ebene  der  Bündel  ein  auf  a^  ßj 
liegender   gemeinschaftlicher  Punkt  der  ebenen  Systeme.     Damit 
ist  dann  jedem  Punkte  P  von  IS  eine  Ebene  tz^  in  2,  zugewiesen, 
und  jedem  durch  P  gehenden  Strahle  l  ein  in  ir|  liegender  Strahl  /,. 
Denn  den  Strahlen  A  P  und  B  P,  welche  mit  Ä  B  in  einer  und 
derselben  Ebene  liegen,  entsprechen  in  «i  und  ßi   zwei  Strahlen, 
welche  mit  «i  ß|   einen  und  denselben  Punkt  gemein  haben  und 
daher    eine   dem  Punkte   P  entsprechende  Ebene  :t|    bestimmen; 
und  ebenso  entspricht  dem  Strahle  l  von  2,  welcher  aus  A  und  B 
durch  zwei  Ebenen  A  l  und  B  l  projicirt  wird,  ein  Strahl  Z|,  welcher 
von   a|    und  ß|    in   den   entsprechenden    zwei  Punkten  a|  /|    und 
ßi  ^1  geschnitten  wird.    Ist  endlich  in  2  irgend  ein  ebenes  System  e 
gegeben,   durch  welches  die  Bündel  A  und  B  perspectivisch  auf 
einander   bezogen   werden,    so   dass  sie  also   den   Ebenenbüschel 
AB  entsprechend  gemein  haben,  so  werden  dadurch  gleichzeitig 
die  ebenen  Systeme  a|  und  ß|  weil  (ai  7^  Ar^  B  r^^i)  coUinear  auf 
einander   bezogen,  so  dass  sie  die  Punktreihe  «i  ßi  entsprechend 
gemein  haben.    Folglich  liegen  (nach  Seite  IG)  «i  und  ß|  perspec- 
tivisch und  erzeugen  einen  Strahlenbüudel  £| ,  welcher  dem  ebenen 
Systeme   e  entspricht  und  demselben  reciprok  ist.     Der  Ebene  e 
von  2,  welche  durch  irgend  eine  Gerade  l  oder  einen  Punkt  P 
hindurchgeht,  entspricht  somit  ein  Punkt  £| ,  welcher  auf  der  ent- 
sprechenden Geraden  Z|   oder  Ebene  7t i  liegt.   Auch  der  unendlich 
fernen  Ebene  des   einen  Systems  entspricht  auf  diese  Weise  ein 
Punkt  des   andern,    und   zwar    im   Allgemeinen    ein   eigentlicher 
Punkt.     Also : 

„Zwei  räumliche  Systeme  2  und  2|  lassen  sich  stets  auf  eine 
„einzige  Art  so  auf  einander  beziehen,  dass  zwei  Strahlen- 
;,bündeln  A  und  B  von  2  zwei  denselben  reciproke  ebene  Sy- 
„steme  «i  und  ßi  von  üj  entsprechen,  wenn  nämlich  die  reci- 
;,proke  Verwandtschaft  zwischen  A  und  a,  und  zwischen  B 
„und  ßi  so  festgestellt  ist,  dass  jeder  gemeinschaftlichen  Ebene 
;,von  A  und  ß  ein  gemeinschaftlicher  Punkt  von  a|  und  fj, 
»entspricht.^ 


i 
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Wir  können  daraus  schliessen: 

Sollen  zwei  räumliche  Systeme  S  und  ü|  reciprok  aufeinander 
bezogen  werden,  so  darf  man  fünf  beliebigen  Punkten  A,  B,  C, 
D,  E  des  ersteren,  von  denen  jedoch  keine  vier  in  einer  Ebe%u 
liegen,    irgend  fünf  Ebenen   «i,  ß|,  yi)  ^i)  ^i    ^^   letzteren,  ro« 
denen  keine  vier  durch  einen  Punkt  gehen,  als  entsprechende  zu- 
weisen,   wodurch   dann  aber  jedem  Elemente  von  2)  ein  solchts 
in  ^1  zugewiesen  ist 
Wir  müssen  nämlich  und  können  auch  auf  eine  einzige  Art  den 
Strahlenbündel  A  reciprok  auf  das  ebene  System  0|  beziehen,  so 
dass  den  Strahlen  AB,  AC,AD,  AE  die  resp.  Strahlen  «i  ßi,  a|  71, 
«jOi,  ai  Sj   entsprechen  (Seite  7);   und   ebenso   ist  zwischen  dem 
Bündel  B  und  dem  ebenen  System   ßi  eine  reciproke  Verwandt- 
schaft herzustellen,  so  dass  die  vier  Strahlenpaare  BA  und  ßi«!, 
BC  und   ßiYi,    BD   und   ß|8|,    BE   und   ßiSi    aus   homologeu 
Strahlen  bestehen.    Weil  nun  den  gemeinschaftlichen  drei  Ebenen 
ABC\  ABD  und  ABE  der  Bündel  A  und  B  die  resp.  drei  ge- 
meinschaftlichen  Punkte   aißiYi,    «ißi^i   und   a|ß|e|    der  ebenen 
Systeme   aj   und   ß|    entsprechen,   so   entspricht  jeder   Ebene  des 
Büschels  A  B  ein  einziger  Punkt  der  Punkreihe  «i  ß  1 ;   der  Satz 
ist  also  auf  den  vorhergehenden  zurückgeführt. 

Für  coUineare  räumliche  Systeme  folgt  ebenso: 

Sollen  zwei  räumliche  Systeme  2  und  ^j  collinear  auf  einamhr 
bezogen  werden^  so  darf  man  fünf  beliebigen  Punkten  deif  einen, 
von   denen   keine  vier   in  einer  Ebene   liegen^    irgend  fünf  der- 
selben Bedingung  genügende  Punkte  des  andern  als  enfsprechewU 
zuweisen,  wodurch  dann  jedem  Elemente  von  ü  ein  solches  von  i| 
zugewiesen  ist. 
Dieser  Satz  lässt  sich  entweder  direkt  beweisen  auf  analoge  Weise, 
wie  vorhin  derjenige  über  reciproke  Systeme,  oder  einfacher  noch 
auf  diesen  zurückführen  durch  die  Bemerkung,  dass  zwei  Systeme, 
welche   einem   dritten  reciprok  sind,   collinear  sein  müssen.    Wir 
können  nämlich   beide  gegebene  Systeme  auf  ein  drittes  recipn»k 
beziehen,   so  dass  beliebigen  fünf  Ebenen  des  letzteren  die  resp. 
fünf  gegebenen  Punkte  von  jedem  der  ersteren  entsprechen;  da- 
durch wird  die  collineare  Verwandtschaft  zwischen  den  gegebenen 
Systemen  hergestellt.     Statt  der  fünf  Punkte  in  jedem  der  beiden 
Systeme  könnten  auch  je  fünf  I^lbenen,  von  denen  keine  vier  durch 
einen  Punkt  gehen,  einander  zugewiesen  werden;  auch  in  diesem 
Falle  gilt  der  Satz.     Zugleich  ergiebt  sich: 
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Wenn  zwei  collineare  räumliche  Systeme  fünf  Ihifikte,  van  denen 

keine  vier  in  einer  Ebene  liegen,  oder  auch  fünf  EbeneJi,  von  denen 

keine  vier  durch  einen  Pnnkt  gehen,  entsprechend  gemein  haben,  so 

haben  sie  aUs  ihre  Elemente  entsprechend  gemein,  ttnd  sind  identisch. 

Als  Hauptergebniss  dieser  ganzen  Untersuchung  ist  der  jetzt 

geführte  Beweis  des  Reciprocitäts- Gesetzes  zu  betrachten.    Wenn 

nämlich  zwei  Räume  reciprok  auf  einander  bezogen  werden  können, 

so  kann  auch  zu  jedem   beliebigen  räumlichen  Gebilde  ein  reci- 

prokes  construirt  werden,  dessen  Eigenschaften  sich  aus  denjenigen 

des  ersteren  ergeben.     Ich  werde  deshalb  künftig  mich  begnügen, 

von  je  zwei  reciproken  Sätzen  nur  den  einen  zu  beweisen,  empfehle 

Ihnen  jedoch,   auch  den  Beweis  des  andern  manchmal  direkt  zu 

führen  statt  mittelst  des  Reciprocitäts -Gesetzes. 

Zwischen  räumlichen  Gebilden,  z.  B.  Curven  oder  Flächen, 
welche  in  coUinearen  oder  reciproken  Systemen  einander  ent- 
sprechen^  bestehen  bemerkenswerthe  Beziehungen.  Dieselben  sind 
namentlich  von  Interesse  bei  doppelt  gekrümmten  oder  ^ge- 
wundenen*' Curven,  d.  h.  bei  solchen,  von  denen  kein  Stück  in 
einer  Ebene  liegt.  Ehe  ich  jene  Beziehungen  nenne,  schicke  ich 
über  die  gewundenen  Curven  einige  Bemerkungen  voraus. 

Werden  irgend  zwei  Punkte  P  und  Q  einer  doppelt  gekrümmten 
Curve  durch  eine  Gerade  PQ  verbunden  (Fig.  15),  und  gleitet  so- 
dann der  eine  Q  dieser  Punkte  auf  der  Curve  fort,  so  beschreibt 
die  Sehne  PQ  eine  Kegelfläche,  deren  Mittelpunkt  P  ist,  und 
welche  aus  diesem  Punkte  die  Curve  projicirt.  Nähert  sich  Q 
mehr  und  mehr  dem  festen  Punkte  P,  so  nähert  sich  PQ  einer 
festen  Geraden  p,  mit  der  sie  schliesslich  zusammenfällt,  wenn  Q 
mit  P  sich  vereinigt.  Diese  Gerade  p  heisst  die  ^^Tangente"*  der 
Curve  im  Punkte  P;  und  von  jeder  durch  p  gehenden  Ebene 
wird  gesagt,  sie  ;,berühre"  die  Curve  im  Punkte  P.  Eine  Be- 
rührungsebene, welche  die  Tangente  p  mit  einem  veränderlichen 
Punkte  R  der  Cui-ve  verbindet,  beschreibt  einen  die  Curve  proji- 
cirenden  Ebenenbüschel  p,  wenn  E  sich  auf  der  Curve  fortbe- 
wegt; sie  nähert  sich  einer  festen  Ebene  ti,  mit  der  sie  schliess- 
lich zusammenfällt,  wenn  R  sich  dem  Punkte  P  mehr  und  mehr 
nähert.  Diese  Ebene  tt  heisst  die  ^Schmiegungs-"  oder  ;,Krümmungs- 
Ebene"  der  Cui"ve  im  Punkte  P;  sie  berührt  in  der  Geraden  p 
die  Kegelfläche,  durch  welche  die  Curve  aus  dem  Punkte  P  projicirt 
wird,  weil  sie  mit  der  Kegelfläche  zwei  in  p  sich  vereinigende 
Strahlen  gemein  hat.    Jede  Tangente  kann  somit  aufgefasst  werden 
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als  Verbindungslinie  von  zwei,  und  jede  Schmiegungsebene  als 
Verbindungsebene  von  drei  Punkten  der  Curve,  die  einander  un- 
begrenzt sich  genähert  haben.  Umgekehrt  fällt  die  gemeinschaft- 
liche Gerade  von  zwei  sich  unbegrenzt  einander  näliemdeu 
Schmiegungsebenen  einer  Curve  mit  einer  Tangente  derselben 
zusammen,  der  Schnittpunkt  von  drei  solchen  Ebenen  aber  mit 
einem  Punkte  der  Curve.  Die  sämmtlichen  Tangenten  einer  ge- 
wundenen Curve  bilden  einen  räumlichen  Strahlenbüschel,  welcher 
die  Curve  ^^einhüUt^,  und  die  sämmthchen  Schmiegungsebenen 
einen  Ebenenbüschel,  welcher  der  Curve  sich  ^anschmiegt". 

Wenn  ein  Punkt  P  die  gewundene  Curve,  zugleich  aber  seine 
Tangente  p  den  sie  einhüllenden  Strahlenbüschel  und  seine 
Schmiegungs- Ebene  tt  den  der  Curve  sich  anschmiegenden  Ebenen- 
büschel beschreibt,  so  bewegt  sich  P  stetig  in  p,  während  p  in 
der  Ebene  tt  sich  um  P,  und  zugleich  tc  sich  um  p  stetig  dreht. 
Jeder  Punkt  der  Curve,  bei  welchem  P  den  Sinn  seiner  Bewegung 
in  der  Tangente  p  ändert,  heisst  ein  stationärer  oder  „Rückkehr- 
Punkt"  der  Curve ;  ebenso  heisst  jede  Tangente  oder  Schmiegungs- 
ebene „stationär",  bei  welcher  p  resp.  tc  den  Sinn  ihrer  Drehung 
um  P  resp.  p  ändert. 

Sind  nun  k  und  ^i  zwei  gewundene  Curven,  welche  in  coUi- 
nearen  Systemen  einander  entsprechen,  so  muss  jeder  Geraden^ 
welche  zwei,  und  jeder  Ebene,  welche  drei  Punkte  von  k  verbindet, 
eine  Gerade  resp.  eine  Ebene  entsprechen,  welche  die  homologen 
zwei  resp.  drei  Punkte  von  k^  verbindet.  Der  Tangente  und  der 
Schmiegungsebene  eines  beliebigen  Punktes  von  k  entspricht 
daher  auch  die  Tangente  resp.  Schmiegungsebene  des  homologen 
Punktes  von^ij.  Beschreibt  ein  Punkt  P  die  Curve  &,  während 
zugleich  seine  Tangente  p  den  einhüllenden  Strahlenbüschel  von 
k  und  seine  Sclmiiegungsebene  tz  den  Ebenenbüschel  beschreibt, 
welcher  der  Curve  k  sich  anschmiegt,  so  durchläuft  gleichzeitig 
der  entsprechende  Punkt  Pj  die  Curve  ij,  die  entsprechende 
Tangente  pi  beschreibt  den  einhüllenden  Strahlenbüschel  von  k^ 
und  die  entsprechende  Schmiegungsebene  ii|  den  Ebenenbüschel, 
welcher  der  Curve  k^  sich  anschmiegt.  Jedem  stationären  Elemente 
von  k  entspricht  ein  stationäres  Element  gleicher  Art  von  A*,.  Ist 
die  Curve  k  „von  der  nten  Ordnung",  d.  h.  hat  sie  mit  einer 
beliebigen  Ebene  im  Allgemeinen  und  höchstens  n  Punkte  geraein, 
so  ist  auch  die  Curve  ij  von  der  nten  Ordnung;  denn  sie  hat 
mit   der    homologen   Ebene    die    entsprechenden   Punkt«   gemein. 
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Wenn  anderseits  k  ^von  der  mten  Classe"  ist,  d.  h.  wenn  durch 
einen  beliebigen  Punkt  im  Allgemeinen  und  höchstens  m  Schmiegungs- 
ebenen  der  Curve  k  gehen,  so  ist  auch  i,  von  der  wjten  Classe. 
Den  unendlich  fernen  Punkten  von  k  entsprechen  im  Allgemeinen 
eigentliche  Punkte  von  ä^j,  weil  nur  in  besonderen  Fällen  der 
unendlich  fernen  Ebene  des  einen  Systems  die  unendlich  ferne 
Ebene  des  andern  entspricht. 

Wenn  die  Curve  k  nach  einem  beliebigen  Gesetze  sich  stetig 
bewegt,  und  eine  Fläche  <I)  beschreibt,  so  beschreibt  zugleich  k^ 
eine  Fläche  <l>i,  welche  jener  entspricht.  Diese  Flächen  werden 
von  je  zwei  einander  entsprechenden  Schnittebenen  in  coUinearen 
Curven  geschnitten;  und  wenn  ^^  ;,von  der  nten  Ordnung^  ist, 
d.  li.  mit  einer  beliebigen  Geraden  im  Allgemeinen  und  höchstens 
n  Punkte  gemein  hat,  so  ist  auch  <bi  von  der  nten  Ordnung, 
weil  Ol  mit  der  entsprechenden  Geraden  die  entsprechenden 
Punkte  gemein  hat.  Jeder  Tangente  von  0  entspricht  eine  Tan- 
gente von  <I)|,  und  ebenso  entsprechen  die  Berührungsebenen  der 
beiden  coUinearen  Flächen  einander.  Wenn  <I)  „von  der  witen 
Classe"  ist,  d.  h.  wenn  durch  eine  beliebige  Gerade  im  Allgemeinen 
und  höchstens  m Berührungsebenen  dieser  Fläche  gehen,  so  ist 
deshalb  auch  die  andere  Fläche  Oi  von  der  wten  Classe.  Ord- 
nung und  Classe  einer  Raumcurve  oder  Fläche  gehören  demnach 
zu  den  invarianten  Eigenschaften  derselben.  —  Enthält  die  eine 
Fläche  gerade  Linien,  so  enthält  die  andere  ebenso  viele  gerade 
Linien-;  hat  die  eine  Fläche  Doppelpunkte  oder  Doppelcurven, 
durch  welche  sie  mehr  als  einmal  hindurchgeht,  so  gilt  dasselbe 
von  der  anderen;  u.  s.  w.  Dagegen  können  collineare  Flächen 
sich  wesentlich  unterscheiden  hinsichtlich  ihrer  unendlich  fernen 
Punkte.  So  kann  die  eine  Fläche  von  der  unendlich  fernen  Ebene 
in  einer  Curve  geschnitten  werden,  während  die  andere  von  der 
unendlich  fernen  Ebene  in  einem  Punkte  berührt  oder  auch  gar 
nicht  getroflPen  wird. 

Sind  zwei  räumliche  Systeme  reciprok  auf  einander  bezogen, 
80  entspricht  ebenfalls  jeder  gewundeneu  Curve  k  des  einen  eine 
gewundene  Curve  t|  des  andern;  jedoch  so:  Jedem  Punkte  P 
von  k  entspricht  eine  Schmiegungsebene  7t|  von  k^^  jeder  Tangente, 
welche  zwei,  und  jeder  Schmiegungsebene,  welche  drei  einander 
unbegrenzt  sich  nähernde  Punkte  von  k  verbindet,  entspricht  eii\e 
Tangente  von  ii,  in  welcher  zwei,  resp.  ein  Punkt,  in  welchen 
drei    einander    unbegrenzt     sich     nähernde     Schmiegungsebenen 
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von  kl  sich  schneiden.  Jeder  Ebene,  welche  von  der  einen 
Cui-ve  n  Punkte  oder  n  Tangenten  enthält,  entspricht  ein  Punkt, 
durch  welchen  n  Schmiegungsebenen  resp.  »Tangenten  der  anderen 
Curve  hindurchgehen ;  die  Ordnung  (oder  Classe)  der  emen  Curve 
ist  deshalb  gleich  der  Classe  (resp.  Ordnung)  der  andern.  Jedem 
stationären  Punkte  der  einen  Curve  entspricht  eine  stationäre 
Schmiegungsebene  der  andern.  Den  sämmtlichen  Punkten  einer 
ebenen  Cuitc  nebst  deren  Tangenten  entsprechen  die  sämmtUchen 
Berührungsebenen  einer  Kegelfläche  nebst  deren  Strahlen.  — 
Den  Punkten  und  Tangenten  einer  Hache  <D  entsprechen  die 
Berührungsebenen  und  Tangenten  einer  Fläche  *|,  und  den  Be- 
rührungsebenen von  <D  entsprechen  die  Punkte  von  <I)|,  u.  s.  w. 

Sollen  zwei  räumliche  Systeme  projectivisch  auf  einander 
bezogen  werden,  sodass  zwei  projectivische  Regeischaaren  ahcd  . , . 
und  öl  6|  Ci  rf,  ...  einander  als  homologe  Gebilde  entsprechen,  so 
kann  man  drei  beliebigen  Leitstrahlen  p,  9,  ?•  der  einen  Regel- 
schaar  irgend  drei  Leitstrahlen  pj,  ji,  r^  der  andern  als  ent- 
sprechende zuweisen  und  ausserdem  noch  festsetzen,  ob  die  räum- 
lichen Systeme  coUinear  oder  reciprok  sein  sollen.  Bezieht  man 
nämlich  die  beiden  Systeme  projectivisch  so  auf  einander,  da>s> 
den  fünf  Punkten  ap,  ay,  6/?,  ftg,  er  des  einen  die  fünf  Punkte 
(oder  Ebenen)  «|  pi ,  aj  ^| ,  fe|  pi ,  6|  ^'i ,  C|  r,  des  andern  entsprechen, 
so  entsprechen  den  Geraden  o,  6,  p,  q  des  ersteren  Systems  «Ue 
Geraden  a,,  61,  pj,  q^  des  letzteren.  Ferner  entspricht  ihr 
Geraden  c,  welche  durch  den  Punkt  c%*  geht  und  die  Geranien  /* 
und  q  schneidet,  die  Gerade  cy ,  welche  durch  den  Punkt  C|  r,  geht 
(in  der  Ebene  C|r,  liegt)  und  die  Geraden  p,  und  q^  schneidet; 
und  ebenso  entspricht  der  Geraden  r  die  Gerade  rg.  EndUch 
entspricht  jedem  Strahle  d  der  Regelschaar  ahc  ein  Strahl  */| 
der  Regelschaar  rf|,  sodass  die  beiden  einförmigen  Grundgebilde 
p{nbcd)  und  Pi  («i  ^i  C|  rf| )  projectivisch  sind.  Damit  ist  der  Satt 
bewiesen. 

Die  Erzeugnisse  collinearer  und  reciproker  Systeme  werden 
wir  in  den  späteren  Vorträgen  untersuchen.  An  dieser  Stelle 
aber  möchte  ich  Sie  noch  mit  der  perspectivischen  Lage  von 
collinearen  räumlichen  Systemen  bekannt  machen.  Da  zwei  colli- 
neare  Räume  sich  gegenseitig  durchdringen,  so  können  eiuzehu* 
oder  unendlich  viele  Elemente  des  einen  mit  den  entsprechenden 
des  andern  zusammenfallen ;  die  Systeme  können  einzelne  Elemente 
und  sogar  Grundgebilde  der  ersten  oder  der  zweiten  Stufe  eut- 
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sprechend  gemein  haben.  Analoge  Betrachtungen,  wie  die  früheren 
über  coUineare  Systeme,  die  in  derselben  Ebene  liegen,  führen 
uns  zu  folgendem  Satze: 

Wenn  zwei  coUineare  räumliche  Systeme  ein  ebenes  System  o 
entsprechend  gemeiii  haben,  so  haben  sie  auch  einen  Strahlen- 
bündel  S  entsprechend  gemein]  und  umgekehrt. 

Nämlich  je  zwei  einander  entsprechende  ebene  Systeme  a  und 
«1  der  coUinearen  Räume  sind  ebenfalls  collinear  (Seite  20); 
ihre  Ebenen  schneiden  sich  in  einer  Geraden  von  o,  und  sie  haben 
jeden  Punkt  dieser  Schnittlinie  entsprechend  gemein,  weil  jedes 
Element  von  o  mit  seinem  entsprechenden  zusammenfällt;  sie  sind 
folglich  perspectivisch ,  und  Schnitte  eines  Strahlenbündels  6\ 
Weil  nun  jedes  Element  von  S,  sei  es  ein  Strahl  oder  eine  Ebene, 
ein  sich  selbst  entsprechendes  Element  von  o  mit  zwei  einander 
entsprechenden  Elementen  von  a  und  ai  verbindet,  so  muss  es 
sich  selbst  entsprechen;  so  dass  je  zwei  homologe  Punkte  der 
räumlichen  Systeme  mit  S  in  einer  Geraden,  und  je  zwei  homologe 
Gerade  mit  S  in  einer  Ebene  liegen,  die  letzteren  aber  sich 
ausserdem  in  einem  Punkte  von  a  scheiden.  —  Haben  ander- 
seits die  räumlichen  Systeme  einen  Strahlenbündel  S  entsprechend 
geraein,  so  liegen  je  zwei  homologe  Strahlenbündel  A  und  A^ 
perspectivisch.  Denn  weil  der  Strahl  AA^  durch  S  geht,  so 
haben  diese  collineareu  Bündel  nicht  nur  diesen  Strahl,  sondern 
auch  jede  durch  ihn  gehende  Ebene  entsprechend  gemein,  und 
sind  daher  Scheine  eines  ebenen  Systems  o.  In  jedem  Element 
von  0  aber  wird  ein  Element  von  5,  welches  sich  selbst  ent- 
spricht, geschnitten  von  zwei  homologen  Elementen  der  Bündel 
A  und  Ai ;  folglich  fallen  alle  Elemente  von  o  mit  ihren  ent- 
sprechenden zusammen. 

Zwei  coUineare  räumliche  Systeme,  welche  einen  Strahlen- 
bündel S  und  ein  ebenes  System  o  entsprechend  gemein  haben, 
werden  ;,perspectivisch**  genannt.  Der  Punkt  ä,  welcher  mit  je 
zwei  homologen  Punkten  in  einer  Geraden  und  mit  je  zwei  homo- 
logen Strahlen  der  Systeme  in  einer  Ebene  liegt,  heisst  das 
;,Coliineations- Centrum'',  und  die  Ebene  o,  auf  welcher  je  zwei 
homologe  Strahlen  oder  Ebenen  sich  schneiden,  die  „CoUineations- 
Ebene"  der  räumlichen  Systeme.  Sollen  zwei  räumliche  Systeme 
perspectivisch  auf  einander  bezogen  werden,  so  kann  man  die 
Ebene  a  und  das  Centrum  S  der  CoUineation  willkürlich  annehmen, 
und  ausserdem  irgend  zwei  Punkte  A   und   Ai  einander   als  ent- 
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sprechende  zuweisen,  welche  mit  S  in  einer  Geraden,  jedoch 
ausserhalb  a  liegen.  Denn  seien  B^  C,  D  drei  Punkte  von  a, 
von  deren  drei  Verbindungslinien  keine  die  Gerade  SAAi  schneidet, 
so  können  die  räumlichen  Systeme  coUinear  so  auf  einander  be- 
zogen werden,  dass  den  fünf  Punkten  A^  B^  C,  /),  S  des  einen  die 
resp.  fünf  Punkte  -4j,  -B,  C,  Z>,  S  des  andern  entsprechen.  Die 
Strahlen  SAA^^  SB^  SC,  SD  und  folglich  alle  Elemente  dos 
Bündels  S  entsprechen  sich  selbst;  ebenso  entspricht  die  Ebene 
BCD  oder  o  sich  selbst,  sowie  jedes  Element  derselben,  weil 
ausser  den  Punkten  ß,  C\  D  noch  ein  auf  SAÄ^  liegender  Punkt 
von  o  sich  selbst  entspricht  (Seite  14). 

In  perspectivischen  räumlichen  Systemen  kann  mit  grdss<»r 
Leichtigkeit  zu  jedem  Gebilde  das  entsprechende  construirt  werden 
auf  dieselbe  Art,  wie  ich  es  bei  perspectivischen  Systemen,  die 
in  einer  Ebene  liegen,  gezeigt  habe.  Ein  besonderer  Fall,  der 
hier  eintreten  kann,  ist  derjenige,  in  welchem  die  CoUineations- 
Ebene  unendlich  fern  liegt,  so  dass  je  zwei  homologe  Gerade  oder 
Ebenen  parallel  sind.  In  diesem  Falle  werden  die  Systeme  auch 
wohl  perspectivisch  „ähnlich^  genannt  Die  Stereometrie  wird  Sie 
bereits  mit  solchen  ähnlichen  Systemen  bekannt  gemacht  haben; 
eine  Maschine  z.  B.  und  ein  getreues  Modell  derselben  können 
als  Theile  ähnlicher  Systeme  angesehen,  und  in  die  persfiectivi- 
sche  Lage  gebracht  werden,  so  dass  die  Verbindungslinien  von  je 
zwei  homologen  Punkten  sich  in  einem  festen  Punkte,  dem  Colli- 
neations-Centrum  schneiden,  und  je  zwei  homologe  Strahlen  wler 
Ebenen  parallel  sind.  —  Zwei  coUineare  Käume  können  im  All- 
gemeinen nicht  in  perspectivische  Lage  gebracht  werden. 


Fünfter  Vortrag. 

Flächen  zweiter  OrdnDg,  deren  Eneognng  nnd  ClasHifieinig. 


Wie  wir  durch  projectivische  einturmige  Grundgebilde  zu  den 
Elementargebilden  zweiter  Ordnung  geführt  worden  sind,  ebenso 
führen  uns  die  projectivischen  Grundgebilde  zweiter  Stufe  zu  den 
Flächen  und  Ebenenbündeln  zweiter  Ordnung.     Nämlich: 
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Eine  Fläche  zweiter  Ordnung 
wird  erzeugt  durch  zwei  reciproke 
Strahlenbündel,  welche  nicht 
concentrisch  liegen ;  jeder  Strahl 
des  einen  Bündels  wird  von  der 
ihm  entsprechenden  Ebene  des 
andern  in  einem  Punkte  der 
Fläche  geschnitten. 


Ein  Ebenenbündel  zweiter 
Ordnung  wird  erzeugt  durch 
zwei  reciproke  ebene  Systeme, 
welche  nicht  in  derselben  Ebene 
liegen;  jeder  Strahl  des  einen 
Systems  wird  aus  dem  ihm  ent- 
sprechenden Punkte  des  andern 
durch  eine  Ebene  des  Bündels 
projicirt. 
Da  die  Fläche  II.  Ordnung  und  der  Ebenenbündel  II.  Ord- 
nung reciproke  Gebilde  sind,  so  ergeben  sich  mittelst  des  Ge- 
setzes der  Reciprocität  alle  Eigenschaften  des  einen  dieser  beiden 
Gebilde  sofort  aus  denjenigen  des  andern,  und  wir  dürfen  uns 
daher  auf  die  Untersuchung  der  Fläche  IL  Ordnung  beschränken. 
Später  wird  sich  herausstellen,  dass  der  Ebenenbündel  IL  Ord- 
nung aus  den  sämmtlichen  Berührungsebenen  einer  Fläche  IL  Ord- 
nimg besteht;  so  dass  auch  abgesehen  vom  Reciprocitäts- Gesetze 
die  ITieorie  der  Ebenenbündel  in  derjenigen  der  Flächen  IL  Ordnung 
enthalten  ist. 

Seien  S  und  Si  die  Mittelpunkte  der  beiden  reciproken  Strahlen- 
bündel, durch  welche  eine  Fläche  F^  IL  Ordnung  erzeugt  wird; 
dann  lässt  sich  zunächst  leicht  erkennen,  dass  jede  durch  S  gelegte 
Ebene  a  von  der  Fläche  in  einer  Curve  IL  Ordnung  geschnitten 
wird.  Und  zwar  enthält  diese  Curve  den  Punkt  S  sowie  denjenigen 
Punkt,  in  welchem  die  Ebene  a  von  dem  ihr  entsprechenden 
Strahle  a|  des  Bündels  S^  geschnitten  wird,  und  kann  in  be- 
sonderen Fällen  in  ein  System  von  zwei  Geraden  zerfallen.  Näm- 
lich dem  Strahlenbüschel  von  S,  welcher  in  der  Ebene  a  liegt, 
entspricht  ein  ihm  projectivischer  Ebenenbüschel  von  Sj,  dessen 
Axe  die  Gerade  ay  ist.  Diese  projectivischen  Büschel  aber  er- 
zeugen die  Curve  IL  Ordnung,  welche  die  Ebene  a  mit  der 
Fläche  F^  gemein  hat,  und  welche  nur  dann  in  zwei  gerade 
Linien  zerfällt,  wenn  irgend  ein  Strahl  des  Büschels  a  in  der  ihm 
entsprechenden  Ebene  von  oi  liegt.  Die  Curve  IL  Ordnung  wird 
auch  erzeugt  durch  zwei  projectivische  Strahlenbüschel,  von  welchen 
der  eine  der  vorhingenannte  Strahlenbüschel  S  in  a,  der  andern 
aber  ein  Schnitt  des  Ebenenbüschels  a|  mit  der  Ebene  a  ist,  und 
diese  Büschel  haben  nur  in  jenem  besonderen  Fall  perspectivische 
Lage.  Hieraus  ersehen  Sie,  dass  die  Schnittcurve  von  F^  und  a  auch 
durch  die  Punkte  S  und  a,  a  hindurchgeht.  —  Ebenso   wird  die 
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Fläche  II.  Ordnung  von  jeder  durch  Sj  gehenden  Ebene  in  einer 
Curve  II.  Ordnung  geschnitten,  welche  auch  den  Punkt  S|  enthält. 
Es  folgt  hieraus,  dass  die  Fläche  F^  mit  keiner  Geraden  7,  die 
nicht  ganz  auf  ihr  liegt,  mehr  als  zwei  Punkte  gemein  haben  kann: 
denn  die  Curve  IL  Ordnung,  in  welcher  die  Fläche  von  der  Ebene 
S(j  geschnitten  wird,  kann  mit  der  Geraden  g  höchstens  zwei 
Punkte  gemein  haben.  Die  Fläche  ist  also  wirklich  von  der 
zweiten  Ordnung.  Jede  durch  S  gehende  Gerade  g  hat  mit  der 
Fläche  im  Allgemeinen  noch  einen  von  S  verschiedenen  Punkt  gemein, 
in  welchem  sie  nämlich  von  der  ihr  entsprechenden  Ebene  71  ge- 
schnitten wird ;  und  nur  dann  fällt  dieser  zweite  Schnittpunkt  mit  »S 
zusammen,  wenn  ^j  durch  den  gemeinschaftlichen  Strahl  S^  S  der 
Bündel  hindurchgeht.  Wir  wollen  jeden  Strahl  von  S,  welcher 
mit  der  Fläche  II.  Ordnung  keinen  von  S  verschiedenen  Punkt 
gemein  hat,  eine  „Tangente^  der  Fläche  im  Punkte  S  nennen. 
Da  jeder  Tangente  eine  durch  SS|  gelegte  Ebene  entspricht,  sn 
liegen  alle  durch  S  gehenden  Tangenten  der  Fläche  in  derjenigen 
Ebene  des  Bündels  S,  welche  dem  gemeinschaftlichen  Strahle  »S«"^ 
entspricht;  und  diese  Ebene  soll  die  „Berührungs-Ebene**  der 
Fläche  F^  im  Punkte  S  genannt  werden.     Also: 

„Dem  gemeinschaftlichen  Strahle  SS,  der  Bündel  entspricht 
^sowohl  in  S  als  auch  in  S,  eine  Berührungsebene  der  Fläche 
^11.  Ordnung." 

Sind  nun  auch  in  anderen  Punkten  der  Fläche  solche  15e- 
rührungsebenen  möglich?  und  hat  die  Fläche  auch  mit  solchen 
Schnittebeneu,  die  nicht  durch  S  oder  S,  gehen,  Curven  IL  Ordnung 
gemein  ?  Diese  Fragen  drängen  sich  uns  jetzt  auf,  und  Sie  werden 
gewiss  geneigt  sein,  die  letztere  Frage  zu  bejahen,  wenn  Sie  berück- 
sichtigen, dass  keine  ebene  Schnittcurve  der  Fläche  von  einer  Ge- 
raden in  mehr  als  zwei  Punkten  getroffen  werden  kann.  Auch  wissen 
wir  bereits,  dass  durch  jeden  Punkt  P  einer  Fläche  IL  Ordnung 
mindestens  zwei  Schaaren  von  Kegelschnitten,  die  auf  der  Hache 
liegen,  hindurchgehen  müssen;  denn  jede  Ebene  der  beiden  Ebenen- 
büschel, deren  Axen  den  Punkt  P  mit  den  Mittelpunkten  **^*  und 
S|  der  reciproken  Strahlenbündel  verbinden,  hat  einen  Kegelschnitt 
mit  der  Fläche  IL  Ordnung  gemein.  Wir  finden  wirklich  eine  1m>- 
jahende  Antwort  für  die  aufgeworfenen  Fragen,  indem  wir  zeigen: 
Jeder  beliebige  PuiJct  einer  gegebenen  FUiche  IL  Ordnung 
kann  zum  Mittelpunkt  des  einen  von  zwei  reciproken  Sirahlen- 
bündeln  getcählt  werden,  welche  die  Fläche  erzengen. 
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Seien  S  und  S,  die  Mittelpunkte  derjenigen  reciproken  Strahlen- 
bündel, durch  welche  die  gegebene  Fläche  IL  Ordnung  F^  ur« 
sprünglich  erzeugt  worden  ist,  und  sei  Sj  ein  beliebiger  dritter 
Punkt  von  F*^;  dann  gilt  es,  die  Strahlenbündel  S  und  S2  in 
solcher  Weise  reciprok  auf  einander  zu  beziehen,  dass  auch  sie 
die  Fläche  erzeugen.  Werden  die  Bündel  S  und  Äj  in  ganz  be- 
liebiger Weise  reciprok  auf  einander  bezogen,  so  erzeugen  sie 
eine  zweite  Fläche  -FJ  II.  Ordnung,  welche  durch  die  Punkte  S 
und  ^2  hindurchgeht.  Ich  werde  nun  die  reciproke  Verwandt- 
schaft zwischen  S  und  S2  so  herstellen,  dass  F]  noch  zwei  Kegel- 
schnitte mit  F^  gemein  hat,  welche  durch  S,  nicht  aber  durch  S2 
gehen;  und  sodann  werde  ich  nachweisen,  dass  /"^  und  F^  mit 
allen  ihren  Punkten  zusammenfallen,  also  identisch  sind. 

Die  gegebene  Fläche  F^  schneide  ich  durch  zwei  Ebenen,  welche 
den  Punkt  S^  nicht  aber  ^  enthalten,  in  zwei  Kegelschnitten 
X  und  X  (Fig.  5).  Sei  T  der  Punkt,  in  welchem  die  Schnittlinie 
der  beiden  Ebenen  zum  zweiten  Male  von  der  Fläche  getroflfen 
wird,  sei  also  S  T  die  gemeinschaftliche  Sehne  der  Kegelschnitte 
X  und  X,  welche  auch  zu  einer  gemeinschaftlichen  Tangente  werden 
kann,  wenn  T  sich  dem  Punkte  S  unbegrenzt  nähert.  Damit 
dann  zunächst  T  auf  der  von  den  Bündeln  S  und  /S^  erzeugten 
Fläche  F\  liege,  muss  dem  Strahle  S  T  von  S  eine  beliebige  durch 
7' gehende  Ebene  S2KL  von  SJj  entsprechen.  Diese  Ebene  schneide 
den  Kegelschnitt  x  zum  zweiten  Male  in  einem  Punkte  K  und 
ebenso  X  in  einem  Punkte  L ;  dann  können  wir  die  verlangte  reci- 
proke Verwandtschaft  zwischen  den  Strahlenbündeln  S  und  ^2 
folgendermaassen  feststellen.  Wir  projiciren  die  Curve  IL  Ordnung 
X  aus  dem  Punkte  S  durch  einen  Strahlenbüschel  Sx  und  aus 
der  Axe  Sg  K  durch  einen  Ebenenbüschel ;  der  letztere  ist  dadurch 
projectivisch  auf  den  Strahlenbüschel  bezogen.  Ebenso  projiciren 
wir  die  Curve  X  aus  S  durch  einen  Strahlenbüschel  S\  und  aus 
82!^  durch  einen  Ebenenbüschel,  welcher  letztere  dann  zu  dem 
Strahlenbüschel  projectivisch  ist.  Da  nun  der  gemeinschaftlichen 
Ebene  S2KL  der  Ebenenbüschel,  durch  welche  der  Schnittpunkt 
T  der  Kegelschnitte  projicirt  wird,  der  gemeinschaftliche  Strahl 
S  f  der  beiden  Strahlenbüschel  entspricht,  so  sind  hiedurch  (nach 
Seite  6)  die  Strahlenbündel  S  und  S^  reciprok  auf  einander  be- 
zogen. Und  die  Fläche  Ff,  welche  durch  diese  Bündel  erzeugt 
wird,  geht  nicht  nur  durch  S  und  Ä,  sondern  auch  durch  den 
Kegelschnitt  x,  weil  dieser  durch  den  Strahlenbüschel  Sx  und  den 
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ihm  entsprechenden  Ebenenbiischel  äjÄ'  erzeugt  wird,  und  ebensd 
durch  den  Kegelschnitt  h  —  Beiläufig  folgt  aus  dieser  Con- 
struction : 

„Durch   zwei  gegebene  Kegelschnitte  x   und   X,    welche  in 
, voi-schiedenen   Ebenen    liegen,    aber    sich    entweder   in   zwei 
^Punkten  S  und  T  schneiden  oder  in  einem  Punkte  S  berühren, 
„und   durch   einen   ausserhalb   ihrer  Ebenen    liegenden  Punkt 
„82  kann  eine  Fläche  IL  Ordnung  gelegt  werden.*' 
Mehr  als  eine  solche  Fläche  IL  Ordnung  ist  nicht  möglich: 
denn  zwei  Flächen  wie  F^  und  F\^  welche  beide  durch  x,  X  und  Sf 
gehen,  sind  identisch,  wie  aus  Folgendem  sich  ergiebt     Zunäck>t 
schneidet  jede  durch   aS,    und   S»   g^^^P?^®   Ebene,    welche  von  x 
und  X  je  zwei  Punkte  enthält,  die  Plächen  in  zwei  Kegelschnitten, 
welche  mit  allen  ihren  Punkten  zusammenfallen,  weil  sie  au.sHT 
S2  noch  jene   vier,   auf  x  und  X  liegenden  Punkte  gemein  haben 
(L  Abth.  Seite  63);  solche  Schnittebenen  sind  aber  stets  möglich, 
wenn  nur  x  und  X  von  vornherein  passend  auf  der  Fläche  F^  ge- 
wählt werden.     Sei  nun  [a  ein   durch  S^  und  S2  gehender  Kegel- 
schnitt, welcher  beiden  Flächen  IL  Ordnung  angehört,  aber  nicht 
durch   den   Punkt   S  gehen    möge;    sei    ferner   P  ein    beliebiger 
Punkt  der  einen  Fläche.     Dann  schneidet  die  Ebene  SP 81  (und 
ebenso   SP 8^)   die   beiden  Flächen   IL  Ordnung   in  zwei   Kegel- 
schnitten,   welche  ausser  S  und  S|    (resp.  S  und  .äj)  noch  drei 
Punkte  mit  einander  gemein  haben,  nämlich  noch  je  einen  Punkt 
der  Kegelschnitte  x,   X  und  ji.     Da  folglich   diese  beiden  Kegel- 
schnitte zusammenfallen,  so  liegt  jeder  Punkt  P  der  einen  Fläche 
auch  auf  der  andern;  w.  z.  b.  w. 

Es  folgt,  dass  auch  in  &>  eine  Beriihrungsebene  der  däche 
F^  vorhanden  ist,  und  dass  jede  andere  durch  /Sj  gelegte  Ebene 
mit  F'  einen  Kegelschnitt  gemein  hat,  der  unter  Umständen  auch 
in  ein  System  von  zwei  Geraden  ausarten  kann.  Da  nun  St  ein 
ganz  beliebiger  Punkt  der  Fläche  ist,  so  haben  wir  fi>lgen<lf 
Haupteigenschaft  der  Flächen  IL  Ordnung  bewiesen: 

Eine  Fläche  II,  Ordnung  kann  mit  einer  beliebigen  Ebene  nnr 
einen  Kegelschnitt  gemein  haben^  welcher  auch  in  zwei  Gerndf 
zerfallen  kann.  In  jedem  ihrer  Punkte  wird  die  FUiche  ro« 
einer  Ebene  berührt,  welche  alle  in  diesem  Putikte  möglichru 
Tangenten  der  FUiclie  enthält. 

Noch  auf  einen  Umstand  mache  ich  Sie  aufmerksam.  Um  zu 
zeigen,   dass  durch  x,   X  und  aSj  eine  Fläche   IL  Ordnung  gelejit 
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werden  könne,  haben  wir  die  Strahlenbündel  S  und  Sj  reciprok 
auf  einander  bezogen,  und  zwar  wiesen  wir  zunächst  dem  Strahle 
ST  eine  ganz  beliebige  durch  T  gehende  Ebene  S2KL  zu.  Wir 
können  folglich  durch  Aenderung  dieser  Ebene  auf  unendlich  viele 
verschiedene  Arten  die  Bündel  S  und  /Sj  reciprok  auf  einander 
beziehen,  so  dass  sie  die  verlangte  Fläche  erzeugen;  oder: 

^Zwei  Strahlenbündel,  deren  Mittelpunkte  auf  einer  gegebenen 
„Fläche  IL  Ordnung  liegen,  können  auf  unendlich  viele  Arten 
„reciprok  so  auf  einander  bezogen  werden,  dass  sie  die  Fläche 
„II.  Ordnung  erzeugen.^ 

Die  VQjliin  bewiesene  Haupteigenschaft  der  Flächen  II.  Ord- 
nung wollen  wir  zunächst  zu  einer  Classificirung  dieser  Flächen 
benutzen.  Wir  unterscheiden  geradlinige  Flächen  IL  Ordnung, 
welche  durch  eine  gerade  Linie  beschrieben  werden  können,  und 
solche,  in  denen  keine  gerade  Linien  enthalten  sind.  Wenn  näm- 
lich eine  Fläche  IL  Ordnung  eine  Gerade  g  enthält,  so  hat  sie 
mit  jeder  durch  g  gelegten  Schnittebene  noch  eine  zweite  Gerade  l 
gemein;  denn  der  Kegelschnitt,  in  welchem  sie  von  der  Ebene 
getroffen  w^ird,  zerfallt  alsdann  in  zwei  Gerade.  Wenn  aber  die 
Schnittebene  um  g  sich  dreht,  so  durchläuft  jene  zweite  Gerade  / 
die  Fläche.  Die  geradlinigen  Flächen  IL  Ordnung  sind  nun  keine 
anderen,  als  die  uns  bereits  bekannten  Regelflächen  und  Kegel- 
flächen IL  Ordnung.  Entweder  nämlich  schreitet  die  bewegliche 
Gerade  l  so  fort,  dass  keine  ihrer  Lagen  von  einer  früheren  ge- 
schnitten wird,  oder  es  giebt  zwei  Lagen  Zj  und  I2  derselben, 
welche  sich  schneiden.  Im  letzteren  Falle  kann  der  Schnittpunkt 
M  von  Z]  und  I^  (Fig.  6)  nur  auf  der  Geraden  g  liegen,  weil  die 
Ebenen  gli  und  gi2  von  einander  verschieden  sind.  Seien  nun 
A  und  B  irgend  zwei  Punkte  der  Fläche,  welche  auf  keiner  der 
Geraden  g^  li^  I2  liegen,  und  möge  die  Fläche  IL  Ordnung  von 
zwei  beliebigen,  durch  A  und  B  gehenden  Ebenen  in  den  Kegel- 
schnitten X  und  X  getroffen  werden.  Dann  sind  die  beiden  Kegel- 
flächen, durch  welche  x  und  X  aus  dem  Punkte  M  projicirt 
werden,  identisch,  weil  sie  die  fünf  Strahlen  MA^  MB,  9,  /|,  I2 
gemein  haben;  und  jeder  Strahl  derselben  gehört  der  gegebenen 
Fläche  IL  Ordnung  an,  weil  er  drei  Punkte  derselben  enthält, 
nämlich  ausser  M  noch  je  einen  Punkt  der  Kegelschnitte  x  und  X. 
Also  in  diesem  Falle  ist  die  Fläche  eine  Kegelfläche  IL  Ordnung. 
Wenn  anderseits  keine  Lage  der  beweglichen  Geraden  l  von 
einer   früheren    geschnitten  wird,    so    greifen   wir  drei  beliebige 
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Lagen  ^1,22,23  derselben  heraus.  Jede  vierte  Gerade,  welche  von 
Z|,  I2  und  {3  geschnitten  wird,  gehört  dann  ebenfalls  der  Fläche 
II.  Ordnung  an,  weil  sie  die  drei  Schnittpunkte  mit  ihr  gemein 
hat,  und  die  Fläche  wird  auch  beschrieben,  indem  eine  beweg- 
liche Gerade  an  den  drei  Geraden  Z,,  Z^)  ^3  hingleitet  Ako  ist 
die  Fläche  IL  Ordnung  in  diesem  Falle  eine  Regelfläche,  d.  h. 
entweder  ein  einschaliges  Hyperboloid  oder  ein  hyperbolisches 
Paraboloid. 

Diejenigen  Flächen  IL  Oi*dnuug,  auf  welchen  keine  geraden 
Linien  liegen,  werden  eingetheilt  in  „Ellipsoide^,  „elliptische 
Paraboloide^  und  ^zweifache  oder  zweischalige  Hyperboloide**. 
Das  Ellipsoid  hat  mit  der  unendlich  fernen  Ebene  keinen  Punkt 
gemein;  das  elliptische  Paraboloid  wird  von  derselben  in  einem 
Punkte  berührt,  das  zweifache  Hyperboloid  dagegen  in  einer 
Curve  IL  Ordnung  geschnitten.  Besondere  Fälle  dieser  Flächen- 
arten erhalten  Sie  durch  Rotation  eines  Kegelschnittes  um  eint* 
seiner  Axen;  nämlich  die  Ellipse  beschreibt  bei  einer  solchen 
Drehung  ein  Rotations -Ellipsoid,  die  Parabel  ein  Rotations- 
Paraboloid,  und  die  Hyperbel,  wenn  sie  sich  um  ihre  Hauptaxe 
dreht,  ein  zweifaches  Rotations -Hyperboloid.  Dagegen  wird  von 
der  Hyperbel  ein  einfaches  Rotations -Hyperboloid  beschrieben, 
wenn  sich  dieselbe  um  ihre  Nebenaxe  dreht. 

Das  Ellipsoid  hat  zufolge  seiner  Definition  mit  jeder  Schnitt- 
ebene  eine  Ellipse  gemein.  Das  elliptische  Paraboloid  wird  von 
einer  Ebene  nur  dann  in  einer  Parabel  geschnitten,  wenn  diese 
Ebene  die  Richtung  enthält,  in  welcher  der  unendlich  ferne  Punkt 
des  Paraboloides  liegt;  sonst  in  einer  Ellipse.  Ebenso  haben  wir 
gesehen  (I.  Abth.  Seite  101),  dass  das  hyperbolische  Paraboloid 
mit  jeder  Ebene  eine  Hyperbel  gemein  hat,  welche  auch  in  zwei 
Gerade  zerfallen  kann,  und  ausnahmsweise  nur  dann  eine  Parabel 
wenn  die  Ebene  nach  dem  Berührungspunkte  der  unendlich 
fernen  Ebene  und  des  Paraboloides  hinläuft.  Das  einfache  und 
das  zweifache  Hyperboloid  haben  mit  einer  Schnittebene  eine 
Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  gemein,  je  nachdem  die  Ebene 
keinen,  oder  einen  Punkt,  oder  zwei  Punkte  der  unendlich  fernen 
Curve  des  Hyperboloides  enthält;  auch  kann  bei  dem  einfachen 
Hyperboloid  die  Schnittlinie  in  zwei  Gerade  zerfallen. 

Ob  die  Fläche  IL  Ordnung,  welche  von  zwei  beliebigen  reci- 
proken  Strahlenbündeln  /S  und  /Sj  erzeugt  wird,  geradlinig  ist 
oiler  nicht,  liisst  sich  zum  Voraus  leicht  daraus  bestimmen,  dav< 
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jede  Berührungsebene  einer  geradlinigen  Fläche  II.  Ordnung  mit 
dieser  eine  oder  zwei  Gerade  gemein  hat.  Nun  entspricht  dem 
Strahle  SÄj  des  Bündels  S  die  Berührungsebene  im  Punkte  5i, 
und  den  sämmtlichen  Ebenen  des  Büschels  SSi  entsprechen  die 
sämmtlichen  Tangenten  in  /Sj.  Wenn  nun  zwei  Strahlen  dieses 
Tangentenbüschels  in  den  ihnen  entsprechenden  Ebenen  des 
Büschels  S/S|  liegen,  so  hat  die  Berührungsebene  diese  zwei 
Strahlen  mit  der  Fläche  II.  Ordnung  gemein,  und  die  Fläche  ist 
eine  Regelfläche.  Tritt  dasselbe  nur  für  einen  Strahl  ein,  so 
haben  wir  eine  Kegelfläche;  und.  wenn  gar  kein  Strahl  des  Tan- 
gentenbüschels in  seiner  entsprechenden  Ebene  liegt,  so  ist  die 
Fläche  II.  Ordnung  keine  geradlinige.  Sollte  der  ganz  besondere 
Fall  eintreten,  dass  drei  und  folglich  alle  Ebenen  des  Büschels 
SSi  durch  die  ihnen  entsprechenden  Strahlen  von  Sj  gehen,  so 
zerfällt  die  Fläche  II.  Ordnung  in  zwei  Ebenen ;  wie  schon  daraus 
hervorgeht,  dass  alsdann  jeder  Kegelschnitt,  welchen  die  Fläche 
mit  einer  beliebigen  Ebene  gemein  hat,  in  zwei  Gerade  zer- 
fallen muss. 
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Polarität  der  Flächen  zweiter  Ordnnng.    Dnrehmesser,  Mittelpnnkt 

und  Hauptaxen  dernelben. 


Wie  die  Curven  II.  Ordnung,  so  besitzen  auch  die  Flächen 
II.  Ordnung  gewisse  Eigenschaften,  welche  gewöhnlich  mit  dem 
Namen  ^Polarität^  bezeichnet  werden.  Dieselben  lassen  sich 
mittelst  der  Sätze  des  fünften  Vortrages  leicht  ableiten.  Wir 
wollen  übrigens  im  Folgenden  die  Kegelflächen  II.  Ordnung  aus- 
schliesscn,  weil  für  sie  die  Eigenschaften  der  Polarität  gleich- 
zeitig mit  denjenigen  der  Curven  II.  Ordnung  bereits  aufgestellt 
wurden  (I.  Abth.  Seite  80). 

Sei  A  ein  beliebiger  Punkt  im  Räume,  welcher  nicht  auf  der 
gegebenen  Fläche  II.  Ordnung  F^  liegen  möge.  Wir  legen  durch 
A  beliebige  Secanten  an  die  Pläche,  und  bestimmen  auf  jeder 
derselben  denjenigen  Punkt,  welcher  von  A  durch  die  beiden  Schnitt- 
punkte mit  der  Fläche  harmonisch  getrennt  ist.  Dann  müssen 
alle  diese  vierten  harmonischen  Punkte  in  einer  Ebene  a  liegen. 

3* 
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Denn  der  geometrische  Ort  dieses  vierten  harmonischen  Pnnktes 
hat  mit  jeder  Ebene,  welche  durch  A  geht  und  die  Fläche  /-  in 
einer  Curve  II.  Ordnung  schneidet,  eine  Gerade  gemein,  nämlich 
die  Polare  des  Punktes  A  in  Bezug  auf  jene  Curve  II.  Ordnung: 
und  da  diese  Geraden,  welche  sich  paarweise  schneiden,  nicht 
alle  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen,  so  liegen  sie  alle  in 
einer  und  derselben  Ebene  a.  Diese  Ebene  enthält  auch  den 
Berührungspunkt  jeder  Tangente,  welche  von  A  an  eine  der  Curven 
II.  Ordnung  gelegt  werden  kann,  sowie  den  Schnittpunkt  von  je 
zwei  Tangenten  der  Curve,  deren  Berührungspunkte  mit  A  in 
einer  Geraden  liegen  (vergl.  I.  Abth.  Seite  78).  Hieraus  ergiebt 
sich,  dass  auf  der  Ebene  a  je  zwei  Berührungsebenen  der  Hache 
sich  schneiden,  deren  Berührungspunkte  mit  A  in  einer  Geraden 
liegen;  denn  die  Tangenten,  welche  in  diesen  Berührungsebenen 
enthalten  sind,  schneiden  sich  paarweise  in  Punkten  von  a. 

Wir  wollen  die  Ebene  a  die  „Polarebene''  oder  „Polare" 
des  Punktes  A  nennen  und  umgekehrt  A  den  ^Pol^  der  Ebene  a. 
Die  Polare  eines  beliebigen  Punktes  wird  also  durch  folgende 
Eigenschaften  der  Fläche  IL  Ordnung  bestimmt,  von  denen  jetle 
auch  als  Definition  der  Polare  betrachtet  und  zur  Construction 
derselben  benutzt  werden  kann: 

„Werden  an  eine  Fläche  II.  Ordnung  durch  einen  beliebigen 

„Punkt  -4,  welcher  nicht  auf  der  Fläche  liegt,  Secanten  und 

„Schnittebenen  gelegt,  und  bestimmt  man: 

„1)   diejenigen  Punkte  der  Secanten,  welche  durch  die  Fläche 
„harmonisch  von  A  getrennt  sind, 

„2)   die  Polaren  von  A  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte,  welche 
„die  Fläche  IL  Ordnung  mit  den  Schnittebenen  gemein  hat 

„3)  die  Schnittlinien  von  je  zwei  Ebenen,  welche  die  Fläche 
^in  zwei  auf  einer  Secante  gelegenen  Punkten  berühren, 

„4)   die   Berührungspunkte    sämmtlicher    Tangenten    und    6e- 
„rührungsebenen  der  Fläche,  welche  durch  A  gehen, 

^80  liegen  alle    diese  Punkte  und  Geraden  auf  einer   Ebene 

„a,  welche  die  Polare  von  A  genannt  wird,  und  von  welcher 

„A  der  Pol  ist« 

Während  also  die  Tangenten,  welche  durch  einen  auf  der 
Fläche  gegebenen  Punkt  an  dieselbe  gelegt  werden  können,  einen 
Strahlenbüschel  I.  Ordnung  bilden,  so  ergiebt  sich  für  einen  be- 
liebigen Punkt  i4,  welcher  nicht  auf  der  Fläche  liegt,  und  dessen 
Polare  die  Fläche  schneidet,  Folgendes: 
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;,Die  Berührungspunkte  sämmtlicher  Tangenten  und  Be- 
^ rührungsebenen,  welche  aus  einem  beliebigen  Punkte  A  an 
^die  Fläche  IL  Ordnung  gelegt  werden  können,  liegen  auf 
^einem  Kegelschnitt,  und  folglich  liegen  die  Tangenten  selbst 
;,in  einer  Kegelfläche  II.  Ordnung,  welche  von  den  Berührungs- 
;,  ebenen  umhüllt  wird.^ 

Der  im  Satze  angeführte  Kegelschnitt  nämlich  ist  derjenige, 
welchen  die  Polare  des  Punktes  A  mit  der  Fläche  IL  Ordnung 
gemein  hat.  Es  ist  einleuchtend,  dass  umgekehrt  jede  Gerade, 
welche  irgend  einen  Punkt  P  dieses  Kegelschnittes  mit  A  ver- 
bindet, im  Punkte  P  die  Fläche  IL  Ordnung  berührt;  denn 
schnitte  sie  die  Fläche  in  noch  einem  zweiten  Punkte  Q,  so  würde 
der  Punkt,  welcher  von  A  durch  P  und  Q  harmonisch  getrennt 
ist,  ausserhalb  der  Polare  des  Punktes  A  liegen,  weil  P  in  der- 
selben liegt.  Jede  Ebene,  welche  aus  A  eine  Tangente  des  Kegel- 
schnittes projicirt,  ist  folglich  eine  Berührungsebene  der  Fläche. 
Weil  eine  beliebig  durch  A  gelegte  Gerade  höchstens  zwei 
Tangenten  jenes  Kegelschnittes  schneidet,  so  erhalten  wir  noch 
den  Satz: 

^Durch  eine  Gerade,  welche  nicht  ganz  der  Fläche  IL  Ordnung 
;, angehört,  lassen  sich  höchstens  zwei  Berührungsebenen  an 
„die  Fläche  legen;  die  Fläche  ist  folglich  von  der  zweiten 
^Classe.*' 

Durch  eine  beliebige  Fläche  IL  Ordimug  ist  jedem  nicht  auf 
der  Fläche  gelegenen  Punkte  eine  Polarebene  zugewiesen.  Wir 
wollen  jetzt  für  den  bisher  ausgeschlossenen  Grenzfall  festsetzen, 
dass  jedem  Punkte,  welcher  auf  der  Fläche  liegt,  seine  BerühnvDgs- 
ebene  als  Polare  entsprechen  soll  und  dass  umgekehrt  jede  Be- 
rührungsebene der  Fläche  ihren  Berührungspunkt  zum  Pol  haben 
soll.  Dann  giebt  uns  der  folgende  Satz  Aufschluss  darüber,  in 
welcher  Weise  das  Entsprechen  von  Punkten  und  Ebenen  stattfindet : 
Liegt  von  zwei  Punkten  -4,  B         Geht    von    zwei    Ebenen    die 

der   erste   auf   der   Polare   des     erste  durch  den  Pol  der  zweiten, 

1 

zweiten,  so  liegt  auch  der  zweite     so  geht  auch  die  zweite  durch 


auf  der  Polare  des  ersten. 


den  Pol  der  ersten. 


Schneiden  wir  nämlich  die  Fläche  IL  Ordnung  durch  eine 
Ebene,  welche  die  Punkte  A  und  B  enthält,  und  construiren  zu 
jedem  der  beiden  Punkte  die  Polare  in  Bezug  auf  die  Schnitt- 
curve,  so  geht  nach  der  Annahme  die  Polare  von  B  durch  den 
Punkt  A  und  folglich  (I.  Abth.  Seite  80)  die  Polare  von  A  durch 
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den  Punkt  B,  Die  Polare  von  A  in  Bezug  auf  jene  Schnittcurre 
ist  aber  enthalten  in  der  Polarebene  von  A  bezüglich  der  Fläche 
II.  Ordnung,  und  folglich  liegt  B  in  dieser  Polarebene.  —  Der 
Satz  .rechts  ist  nur  eine  Wiederholung  des  Satzes  links. 

Bewegt  sich  also  ein  Punkt  in  einer  Ebene,  so  dreht  sich 
zugleich  seine  Polare  um  den  Pol  dieser  Ebene;  und  dreht 
sich  eine  Ebene  um  einen  Punkt,  so  bewegt  sich  ihr  Pol  in  der 
Polarebene  dieses  Punktes.     Wir  schliessen  daraus: 

Wenn  sich  ein  Punkt  in  einer  Wenn  sich  eine  Ebene  um 
Geraden,  also  in  zwei  Ebenen  eine  Gerade,  also  um  zwei 
zugleich  bewegt,  so  dreht  sich  Punkte  der  Geraden  zugleich 
seine  Polare   um  eine  Gerade;     dreht,   so  bewegt  sich  ihr  Pol 


denn  sie  dreht  sich  um  die  Pole 
beider  Ebenen  und  folglich  um 
die  Verbindungslinie  dieser  Pole. 


in  einer  Geraden;  denn  er  be- 
wegt sich  in  den  Polaren  beider 
Punkte  und  folglich  in  der 
Schnittlinie  dieser  Polaren. 
Von  zwei  Geraden  soll  jede  die  ^^Polare^  der  andern  genannt 
werden,  wenn  die  Polarebene  jedes  Punktes  der  einen  Geraden 
durch  die  andere  hindurchgeht  und  umgekehrt  der  Pol  von  jeder 
Ebene  der  einen  Geraden  auf  der  andern  liegt.  Durch  die  Fläche 
IL  Ordnung  ist  demnach  jeder  Geraden  im  Räume  eine  Gerade  aK 
Polare  zugewiesen.  Den  vorigen  Doppelsatz  können  wir  jetzt  auch 
in  folgende  Worte  kleiden: 

Geht  eine  Gerade  durch  einen  I      Liegt    eine   Gerade   in    einer 


Punkt,   so  liegt  ihre  Polare  in 
der  Polar-Ebene  dieses  Punktes. 


Ebene,  so  geht  ihre  Polare  durch 
den  Pol  dieser  Ebene. 


Um  zu  einer  Geraden  g  die  Polare  gi  zu  construiren,  suchen 
wir  hiemach  entweder  zu  zwei  Punkten  von  g  die  Polaren  und 
bestimmen  deren  Schnittlinie  ^|,  oder  wir  suchen  zu  zwei  Ebenen 
von  g  die  Pole  und  bestimmen  deren  Verbindungslinie  ^|.  Wenn 
die  Gerade  g  von  der  Fläche  IL  Ordnung  in  zwei  Punkten  ge 
schnitten  wird,  so  gehen  also  die  beiden  Ebenen,  welche  die  Fläche 
in  den  Schnittpunkten  berühren,  durch  die  Polare  gi  von  g;  und 
wenn  durch  g  zwei  Berührungsebenen  an  die  Hache  gelegt  wer- 
den können,  so  enthält  ^,  die  beiden  Berührungspunkte  dieser 
Ebenen.  Ist  g  eine  Tangente  der  Fläche,  so  wird  sie  von  ihrer 
Polare  im  Berührungspunkte  geschnitten,  und  liegt  mit  derselben 
in  einer  Berührungsebene  der  Fläche;  denn  weil  g  in  der  Be- 
rührungsebene liegt,  so  muss  ^,  den  Pol  derselben,  d.  h.  den 
Berührungspunkt  enthalten,   und  weil  g  durch  den  letztem  gehl. 
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so  muss  )7|  in  der  Polare  desselben,  d.  h.  in  der  Berührungsebene 
liegen.  In  jedem  anderen  Falle  können  wir  die  Polare  ^|  einer 
Geraden  g  auch  wie  folgt  bestimmen.  Wir  schneiden  die  Fläche 
II.  Ordnung  durch  Ebenen,  welche  die  Gerade  g  enthalten,  und 
suchen  den  Pol  von  g  in  Bezug  auf  jede  Schnittcurve ;  dann  liegen 
alle  diese  Pole  auf  der  Geraden  g^.  Denn  ist  P  ein  beliebiger 
von  diesen  Polen,  so  geht  die  Polarebene  von  P  durch  die  Ge- 
rade g  und  P  muss  daher  auf  j,  liegen.  Welche  reciproke  Con- 
struction  ergiebt  sich  aus  der  soeben  genannten? 

Um  zu  einer  gegebenen  Ebene  den  Pol  zu  construiren,  suchen 
wir  die  Polaren  von  beliebig  vielen  Punkten  und  Geraden  der 
Ebene;  alle  diese  Polaren  schneiden  sich  in  dem  gesuchten  Pole. 
Insbesondere  gehen  die  Berührungsebenen  aller  Punkte,  welche 
die  Ebene  mit  der  Fläche  II.  Ordnung  gemein  hat,  durch  den 
gesuchten  Pol;  und  wenn  durch  irgend  eine  Gerade  der  Ebene 
zwei  Berührungsebenen  an  die  Fläche  gelegt  werden,  so  ist 
der  Pol  auch  auf  der  Verbindungslinie  der  beiden  Berührungs- 
punkte enthalten,  und  zwar  ist  er  (nach  Seite  36)  von  der  ge- 
gebenen Ebene  harmonisch  getrennt  «durch  die  beiden  Berührungs- 
ebenen. 

Die  Polarität  der  Flächen  IL  Ordnung  führt  uns 
zu  einem  besonderen  Falle  der  reciproken  Verwandt- 
schaft im  Kaume.  W^eil  nämlich  durch  eine  Fläche  IL  Ord- 
nung jedem  Punkte  P  eine  Ebene  i:  als  Polare  zugeordnet  ist, 
und  jeder  durch  P  gehenden  Ebene  resp.  Geraden  ein  in  it  liegender 
Punkt  als  Pol  resp.  Strahl  als  Polare,  so  findet  hier  die  allge- 
meine Definition  der  Reciprocität  (Seite  20)  sofort  Anwendung. 
Zwei  räumliche  Gebilde  sind  reciprok  auf  einander  bezogen,  und 
folglich  projectivisch,  wenn  sie  in  Bezug  auf  eine  Fläche  IL  Ord- 
nung zu  einander  polar  sind. 

Mit  Hülfe  dieser  Bemerkungen  lässt  sich  nun  folgender  Satz 
beweisen : 

Jede  Fläche  II.  Ordnung  wird  von  einem  Ebenenbündel 
II,  Ordnung  eingehüllL 
Wir  denken  uns  die  Fläche  IL  Ordnung  durch  zwei  reciproke 
Strahlenbündel  S  und  Äj  erzeugt,  so  dass  in  jedem  Punkte  P  der 
Fläche  ein  Strahl  von  S  und  die  ihm  entsprechende  Ebene  von  /S, 
sich  schneiden.  Dann  werden  die  sämmtlichen  Berührungsebenen 
der  Fläche  durch  zwei  reciproke  ebene  Systeme  o  und  0|  erzeugt, 
indem  die  Berührungsebene  des  beliebigen  Punktes  P  einen  Strahl 
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von  0  mit  dem  ihm  entsprechenden  Punkte  von  0|  verbindet 
Und  zwar  sind  die  ebenen  Systeme  zu  den  Strahlenbündeb 
S  und  5,  polar  in  Bezug  auf  die  Fläche  IL  Ordnung;  die  Hache 
wird  in  S  und  S|  von  den  resp.  Ebenen  o  und  0|  berührt,  und 
jeder  Geraden  oder  Ebene  von  S  oder  /S|  entspricht  resp.  ein 
Strahl  oder  Punkt  in  o  oder  0|. 

Für  spätere  Untersuchungen   führen   wir  noch   folgende  Be- 
nennungen ein: 


Zwei  Punkte,  oder  ein  Punkt 
und  ein  Strahl  heissen  c  o  n  j  u  g  i  r  t, 
wenn  jeder  in  der  Polare  des 
andern  liegt. 


Zwei  Ebenen,  oder  eine  Ebene 
und  eine  Gerade  heissen  con- 
j  u  g  i  r  t ,  wenn  jede  durch  den  Pol 
resp.  die  Polare  der  anderen  geht. 
„Zwei  Gerade  heissen  conjugirt,  wenn  jede  mit  der  Polare 
„der  anderen  in  einer  Ebene  liegf 
Ein  Punkt  ist  hiernach  allen  Punkten  und  Strahlen  conjugirt 
welche  in  seiner  Polarebene  liegen;  eine  Ebene  allen  Strahlen 
und  Ebenen,  welche  durch  ihren  Pol  gehen ;  und  endlich  eine  Ge- 
rade g  allen  Punkten,  welche  auf  ihrer  Polare  j|  liegen,  allen 
Ebenen,  welche  durch  g^  hindurchgehen,  und  allen  Geraden,  von 
welchen  gi  geschnitten  wird.  Jeder  Punkt,  jede  Tangente  uud 
jede  Berührungsebene  der  Fläche  ist  sich  selbst  conjugirt 


Sind  zwei  Punkte  A  und  B 
conjugirt  bezüglich  einer  Fläche 
IL  Ordnung,  so  sind  sie  auch 
conjugirt  bezüglich  jeder  Curve 
IL  Ordnung,  in  welcher  die  Fläche 
von  einer  Ebene  des  Büschels 
A  B  geschnitten  wird. 


Sind  zwei  Ebenen  a  und  ^S 
C(mjugirt  bezüglich  einer  Hache 
IL  Ordnung,  so  sind  sie  auch 
conjugirt  bezüglich  jeder  Kegel- 
fläche IL  Ordnung,  welche  die 
Hache  umhüllt  und  deren  Mittel- 
punkt in  der  Geraden  aß  liegt 


Denn  die  Polarebene  des  Punktes  A  geht  nach  der  Annahme 
durch  B\  sie  enthält  aber  auch  (Seite  3G)  die  Polare  von  A  in 
Bezug  auf  jene  Schnittcurve  IL  Ordnung,  und  folglich  muss  dio>e 
Polare  den  Punkt   B  enthalten,    wie    behauptet    wurde.  Der 

Doppelsatz  ist  umkehrbar. 

Ist  also  g  eine  Gerade,  welche  nicht  sich  selbst  conjugirt  ist 
(d.  h.  die  Fläche  IL  Ordnung  nicht  berührt),  und  werden  einander 
zugeordnet : 

je  zwei    conjugirte   Punkte   der  '  je  zwei   conjugirte   Ebenen   de> 

Punktreihe    g,     so     sind    diese  Büschels  y,  so  sind  diese  Ebenen 

Punkte     involutorisch     gepaart  '  involutorisch  gepaart. 
(I.  Abth.  Seite  1  lU.) 
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„Wenn  in  einem  Strahlenbüschel,   von  welchem  weder  der 
„Mittelpunkt  noch  die  Ebene  sich  selbst  conjugirt  ist,  je  zwei 
^conjugirte  Strahlen  einander  zugeordnet  werden,  so  sind  seine 
^Strahlen  involutorisch  gepaart^ 
Dieser  letzte  Satz  lässt  sich  auf  den  vorhergehenden  zurück- 
führen.     Nämlich  in  der  Ebene  des  Strahlenbüschels  können  wir 
zu    jedem  Strahle  einen  ihm  conjugirten  Punkt  bestimmen;    wir 
erhalten    so  eine  Punktreihe,   deren  Punkte  involutorisch  gepaart 
sind,    und  zu  welcher  der  Strahlenbüschel  perspectivische  Lage  hat. 
Wenn  ein  Punkt  oder  Strahl  ein  ebenes  System  a  beschreibt, 
so  beschreibt  seine  Polare  einen  zu  a  reciproken  Strahlenbündel  A^ 
dessen   Ceutrum  der  Pol  der  Ebene  a  ist.    Jeder  ebene  Schnitt  3 
dieses  Bündels  ist  ebenfalls  reciprok  auf  a  bezogen,  und  jeder  zu  a 
perspectivische  Strahlenbündel  B  ist  reciprok  zu  A.    Daraus  folgt: 
Zwei   ebene  Systeme  a  und  [5,  i       Zwei  Strahlenbündel  A  und  7i, 
deren     Träger    nicht    conjugirt  \  deren  Mittelpunkte    nicht    con- 
sind,    werden  reciprok   auf  ein-     jugirt  sind,  werden  reciprok  auf 


ander  bezogen,  wenn  man  jedem 
Punkte  des  einen  die  ihm  con- 
jugirte  Gerade  des  andern  als 
entsprechende  zuweist. 


einander  bezogen,  wenn  mau 
jedem  Strahle  des  einen  die  ihm 
conjugirte  Ebene  des  andern 
als  entsprechende  zuweist. 


Wenn  ein  Punkt  ein  gerades  Gebilde  g  beschreibt,  so  be- 
schreibt seine  Polare  einen  zu  g  projectivischen  Ebenenbüschel  ^j , 
und  jeder  Schnitt  von  gi  ist  folglich  zu  (/,  jeder  Schein  von  g  ist 
zu  gi   projectivisch.     Daraus  ergiebt  sich  u.  A. : 

„Zwei  Punktreihen  oder  Büschel  I.  Ordnung,  deren  Träger 

„nicht  conjugirt  sind,  werden  projectivisch  aufeinander  bezogen, 

„wenn    man  je  zwei   conjugirte  Elemente    derselben  einander 

„als  entsprechende  zuweist." 


Anhang:    Durchmesser  und  Durchmosserebenen;  Mittel- 
punkt, Hauptaxen  und  Symmetrieebenen   der  Flächen 

II.  Ordnung. 
^Die  Halbirungspunkte  paraUeler  Sehnen,  welche  nach 
^einer  beliebig  gegebenen  Richtung  in  einer  Fläche  IL  Ord- 
;,nung  gezogen  werden  können,  liegen  in  einer  Durchraesser- 
;,ebene  der  Fläche  II.  Ordnung.  Diese  Ebene  enthält^  auch 
.die  Berührungspunkte  aller  Tangenten  und  Berührungsebenen, 
„welche  nach  der  gegebenen  Richtung  an  die  Fläche  gelegt  werden 
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^können,    sowie    die   Mittelpunkte   aller   Curven    II.  Ordnung, 
^welche  auf  der  Hache  liegen  und  deren  Ebenen  jene  Richtung 
;,  enthalten." 
Diese   ;, Durchmesserebene"    ist   die  Polare   desjenigen  unendlich 
fernen  Punktes,  welcher  in  der  gegebeneu  Richtung  liegt. 

;,  Wird  eine  Fläche  II.  Ordnung  durch  einen  Büschel  paralleler 
^ Ebenen   geschnitten,   so  liegen  die  Mittelpunkte  der  Schnitt- 
;,  curven  auf  einer  Geraden,  welche  ein  Durchmesser  der  Flach«; 
;,genannt  wird.    Die  Berührungsebenen  der  Punkte,  in  welchen 
^die  P^läche   etwa   vom   Durchmesser  geschnitten   wird,   sind 
„ebenfalls  jenen  Schnittebenen  parallel." 
Dieser   ^^Durchmesser"   ist  die  Polare  der  unendlich  fernen  Ge- 
raden,  welche  die  parallelen  Ebenen  mit  einander  gemein  haben. 
^AUe  Durchmesser   und  Durchmesserebenen  einer  Fläche 
^11.  Ordnung  gehen  durch  einen  Punkt" ; 
nämlich  durch  den  Pol  der  unendlich  fernen  Ebene,  weil  in  dieser 
die  Polaren  und  Pole  aller  Durchmesser  und  Durchmesserebenen 
enthalten  sind. 

Wenn  die  Fläche  IL  Ordnung  von  der  unendlich  fernen  EI)eDe 
berührt  wird,  so  ist  der  Berührungspunkt  der  Pol  dieser  Ebene; 
derselbe  liegt  also  unendlich  fem.  Dieser  Fall  tritt  ein  bei  deu 
beiden  Paraboloiden ;  also: 

;,Die  Durchmesser  und  Durchmesserebenen  eines  hyper- 
,,bolischeu  oder  elliptischen  Paraboloides  gehen  durch  den 
;, unendlich  fernen  Punkt,  in  welchem  die  Fläche  von  der  unend- 
^lich  fernen  Ebene  berührt  wird.  Die  Durchmesser  eines 
;, Paraboloides  sind  sonach  parallel." 

Bei  den  übrigen  Flächen  II.  Ordnung  ist  der  Pol  der  unend- 
lich fernen  Ebene  ein  eigentlicher  Punkt,  welcher  der  ^Mittel- 
jiunkt*"  der  Fläche  genannt  wird. 

^Der  Mittelpunkt  eines  Ellipsoides,   eines  einfachen  oder 

;,eines  zweifachen  Hyperboloides  ist  zugleich  der  Mittelpunkt 

Jeder  Curve  II.  Ordnung,  welche  auf  der  Fläche  li^t  und  deren 

^  Ebene  durch  ihn  hindurchgeht     Jede  durch  den  Mittelpunkt 

„gehende  Sehne  der  Fläche  wird  in  diesem  Punkte  halbirt" 

Denn  der  Mittelpunkt   ist  jedem   unendlich  fernen  Punkte  oder 

Strahle    conjugirt    und    von    dem    unendlich   fernen   Punkte  der 

Sehne  durch  zwei  Curvenpunkte  harmonisch  getrennt  (Seite  36). 

^Allo  Ebenen,  w^elche  ein  ein-  oder  zweischaliges  Hyper- 

^boloid  in  seinen  unendlich  fernen  Punkten  berühren,  schneiden 
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;,sich  im  Mittelpunkte  (Seite  39),   und  umhüllen  eine  Kegel- 
^fläche  II.  Ordnung,   welche  der  Äsymptotenkegel  des  Hyper- 
^boloides   genannt  wird.     Der  Äsymptotenkegel   berührt  das 
„Hyperboloid    in    seiner   unendlich   fernen   Curve.      Eine   be- 
„liebige  Scbnittebene  hat  mit  dem  Hyperboloid  eine  Ellipse, 
;, Parabel  oder  Hyperbel  gemein,  je  nachdem  der  Asymptoten- 
^kegel  von  der  gegebenen  oder  einer  parallelen  Ebene  in  einer 
^Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  geschnitten  wird." 
Jedem  Durchmesser   eines  Ellipsoides  oder  Hyperboloides  ist 
eine    Durchmesserebene    sowie   jeder    in    dieser    Ebene    liegende 
Durchmesser  conjugirt    Diese  conjugirte  Ebene  halbirt  alle  Sehnen 
der  Fläche,  welche  dem  Durchmesser  parallel  sind;  und  umge- 
kehrt geht  der  Durchmesser  durch  die  Mittelpunkte  aller  Kegel- 
schnitte der  Fläche,    welche    der   conjugirten  Durchmesserebene 
parallel  sind.     Wenn  die  Verbindungsebene  von  zwei  conjugirten 
Durchmessern  die  Fläche  II.  Ordnung  schneidet,  so  sind  die  Durch- 
messer auch  in  Bezug  auf  die  Schnittcurve  conjugirt,  weil  alle 
Sehnen  dieser  Curve,  welche  zu  dem  einen  Durchmesser  parallel 
sind,  von  dem  andern  halbirt  werden. 

Ein  Durchmesser,  welcher  zu  den  ihm   conjugirten  Ebenen 
normal  ist,  soll  eine  ^Hauptaxe^  der  Fläche  II.  Ordnung  heissen. 

„Ein  Paraboloid  hat  nur  eine  Hauptaxe  «.^ 
In  derselben  liegen  die  Mittelpunkte  derjenigen  Kegelschnitte  der 
Fläche,  deren  Ebenen  zu  der  gemeinschaftlichen  Richtung  der  Durch- 
messer rechtwinklig  sind.  Die  Durchmesserebenen,  welche  durch 
die  Axe  a  gelegt  werden  können,  sind  paarweise  conjugirt,  der 
Ebenenbüschel  a  ist  also  ein  involutorischer  (Seite  40).  Schneiden 
wir  denselben  durch  eine  zu  a  senkrechte  Ebene  in  einem  involu- 
torischen  Strahlenbüschel,  so  folgt,  je  nachdem  dieser  ein  recht- 
winkliger ist  oder  nicht,  dass  entweder  je  zwei  oder  doch  irgend  zwei 
einander  conjugirte  Ebenen  a  und  ai  des  Büschels  a  auf  einander 
senkrecht  stehen  (I.  Abth.  Seite  146).  Weil  nun  die  Ebene  a 
auch  zu  allen  Ebenen,  welche  auf  der  Hauptaxe  a  senkrecht  stehen, 
conjugirt  und  normal  ist,  so  ist  sie  auch  normal  zu  der  Richtung, 
nach  welcher  ihr  unendlich  ferner  Pol  liegt;  sie  halbirt  folglich 
alle  zu  ihr  rechtwinkligen  Sehnen  des  Paraboloides,  und  kann 
deshalb  eine  „Symmetrieebene**  der  Fläche  genannt  werden. 
Das  Gleiche  gilt  von  der  Ebene  oi|. 

„Das  Paraboloid  hat  also  mindestens  zwei  Symmetrieebenen, 
„welche  sich  in  der  Hauptaxe  rechtwinklig  schneiden. *" 
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Wenn  jede  durch  die  Hauptaxe  a  gelegte  Ebene  eine  Sym- 
metrieebene ist,  so  hat  jede  Schnittcurve  des  Paraboloides,  deren 
Ebene  zu  a  senkrecht  steht,  einen  rechtwinkligen  Durchmesser- 
büschel, wie  vorhin  bemerkt  wurde,  und  ist  folglich  ein  Kreis 
(I.  Abth.  Seite  00).  Das  Paraboloid  ist  in  diesem  Falle  ein  Ro- 
tations -  Paraboloid. 

Die  Durchmesser  eines  Ellipsoides  oder  Hyperboloides  stehen 
im  Allgemeinen  nicht  senkrecht  zu  den  ihnen  conjugirten  Durch- 
messerebenen. Denn  wenn  dieses  allgemein  stattfindet,  wenn 
also  jeder  Durchmesser  eine  Hauptaxe  der  Fläche  ist,  so  ist  die 
Fläche  eine  Kugelfläche.  In  diesem  Falle  nämlich  ist  jeder  Durch- 
messerbüschel ein  rechtwinkliger,  und  folglich  die  Curve,  in  welcher 
seine  Ebene  die  Fläche  schneidet,  ein  Kreis;  weshalb  auch  alle 
Punkte  dieser  Fläche  gleichen  Abstand  vom  Mittelpunkte  liaben.  — 
Im  Allgemeinen  steht  auf  einem  beliebigen  Durchmesser  d  eines 
Ellipsoides  oder  Hyperboloides  nur  ein  einziger  conjugirter  Durch- 
messer d|  senkrecht,  welcher  sowohl  in  der  zu  d  conjugirten 
Durchmesserebene  o,  als  auch  in  der  zu  d  senkrechten  Durch- 
messerebene 8|  liegt 

Beschreibt  der  Durchmesser  d  um  den  Mittelpunkt  der  Hache 
einen  Strahlenbüschel  7,  so  beschreibt  die  ihm  conjugirte  Durch- 
messerebene 5  einen  Ebenenbüschel,  welcher  zum  Strahlenbüschel 
7  projectivisch  (Seite  39)  und  dessen  Axe  g  der  Ebene  7  conjugirt 
ist.  Zugleich  beschreibt  die  zu  d  normale  Durchmesserebene  0| 
einen  zweiten  Ebenenbüschel,  dessen  Axe  yi  zur  Ebene  7  normal 
ist;  und  auch  dieser  Ebenenbüschel  ^i  ist  zum  Strahlenbüschel  7 
projectivisch,  weil  je  zwei  Strahlen  des  letzteren  denselben  Winkel 
mit  einander  bilden,  -wie  die  zu  ihnen  normalen  Ebenen  des  er- 
steren.  Die  Ebenenbüschel  g  und  y,  sind  folglich  auch  zu  einander 
projectivisch,  und  erzeugen  im  Allgemeinen  eine  Kegelflächc  IL  Ord- 
nung; oder: 

„Beschreibt  ein   Durchmesser  d  des   Ellipsoides  oder  des 

„Hyperboloides   um  den  Mittelpunkt  einen   Strahlenbüschel  7. 

„so    beschreibt  zugleich   der  Durchmesser  c?|,    welcher  zu  «/ 

„conjugirt  und  normal   ist,   eine   Kegelfläche  IL  Ordnung  um 

„den  Mittelpunkt.** 
Eine   Ausnahme  von  diesem   Satze  findet  nur  dann  Statt,  wenn 
der  Strahlenbüschel  y  eine  Hauptaxe  der  Fläche  enthält,  weil  dann 
die  Ebenenbüschel  g  und  ^i  die  der  Hauptaxe  conjugirte  Dun^h- 
me^serebene  entsprechend  gemein  haben,  also  perspectivisch  liegen. 
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Mit  Hülfe  dieses  Satzes  lässt  sich  der  Beweis  fuhren,   dass 
jedes  Ellipsoid  oder  Hyperboloid  Hauptaxcn  besitzt,   was  in  dem 
genannten  Ausnahmefall  ohnehin  feststeht    Seien  zu  zwei  Durch- 
messerb iischeln  Y  und  e  die  zugehörigen  Kegelflächen  II.  Ordnung 
r  und  E  construirt,   und  sei  e,  was  leicht  ausführbar  ist,  so  ge- 
wählt, dass  durch  E  ein  innerhalb  und  ein  ausserhalb  der  Kegel- 
fläche r   gelegener  Durchmesser  mit  einander  verbunden  werden. 
Dann  müssen  die  concentrischen  Kegelflächen  F  und  £  sich  schneiden; 
sie  haben  also  mindestens  zwei  und  höchstens  vier  Strahlen  mit 
einander   gemein.     Einer  von  diesen  gemeinschaftlichen  Strahlen 
ist  conjugirt  und   normal  zu  dem  gemeinschaftlichen  Strahle  der 
Durchmesserbüschcl  y  und  5;  jeder  andere  a  aber  hat  sowohl  in 
7  als    auch   in   B  einen  conjugirten  Durchmesser,   zu  welchem  er 
normal  ist.    Folglich  ist  a  auch  zu  der  Ebene  normal,  in  welcher 
die  ihm  conjugirten  Durchmesser  liegen,  ist  also  eine  Hauptaxe  des 
Ellipsoides  oder  Hyperboloides.     Die  zur  Hauptaxe  a  conjugirte 
Durchmesserebene   ist  eine  S\Tnmetrieebene  der  Fläche,  weil  sie 
alle  zu  ihr  senkrechten  Sehnen  halbirt 

Der  involutorische  Durchmesserbüschel,  welcher  in  der  Sym- 
metrieebene liegt,  ist  entweder  ein  rechtwinkliger,  oder  er  ent- 
hält zwei  conjugirte  Durchmesser  b  und  c,  die  aufeinander  senk- 
recht stehen.  Im  ersteren  Falle  folgt  ebenso,  wie  vorhin  bei  dem 
Paraboloid,  dass  die  Fläche  II.  Ordnung  eine  Rotationsfläche  und 
jeder  dieser  Durchmesser  eine  Hauptaxe  derselben  ist;  im  letzteren 
FaUe  hat  die  Fläche  nur  drei  Hauptaxen  a,  t,  c,  welche  auf  ein- 
ander senkrecht  stehen,  und  paarweise  conjugirt  sind. 

Wir  sind  in  der  jetzt  beendigten  Untersuchimg  über  die 
Hauptaxen  eines  Ellipsoides  oder  Hyperboloides  von  dem  Umstände 
ausgegangen,  diiss  jedem  Durchmesser  eine  Durchmesserebene 
conjugirt  ist,  und  dass  jedem  Durchmesserbüschel  ein  ihm  pro- 
jectivischer  Büschel  von  conjugirten  Durchmesserebenen  entspricht. 
Ebenso  ist  bei  der  eigentlichen  Kegelfläche  IL  Ordnung  jedem 
durch  den  Mittelpunkt  gehenden  Strahl  eine  Durchmesserebene 
zugeordnet,  und  jedem  Büschel  von  solchen  Strahlen  ein  projec- 
tivischer  Büschel  solcher  Ebenen.  Unsere  Betrachtungen  finden 
deshalb  auch  auf  die  Kegelflächen  II.  Ordnung  Anwendung,  und 
wir  können  den  Satz  aufstellen: 

„Jedes  Ellipsoid,  jedes  Hyperboloid  und  jede  eigentliche 
^Kegelfläche  II.  Ordnung  hat  drei  zu  einander  rechtwinklige 
„Hauptaxen,    und    deren    drei  Verbindungsebenen  sind   Sym- 
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^metrieebenen  der  Fläche.  Nur  wenn  die  Fläche  eine  Ro- 
^tationsfläche  ist,  hat  sie  mehr  als  drei,  nämlich  unendlich 
;, viele  Hauptaxen.^ 
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Affinität,  Aehnliehkeit  und  Congruenz  ebener  Systeme  ud  der 

Comn  zweiter  Ordnung. 


Zwei  collineare  ebene  Systeme  2  und  2,  werden  ^affin**  ge- 
nannt, wenn  ihre  unendlich  fernen  Geraden  einander  entsprochen. 
Jedem  unendlich  fernen  Punkte  des  einen  Systems  entspricht 
alsdann  ein  unendlich  femer  Punkt  des  anderen,  jedem  Parallelo- 
gramm entspricht  ein  Parallelogramm,  jeder  Punktreihe  eine  zu 
ihr  projectivisch  ähnliche  Punktreihe  (I.  Abth.  Seite  74).  Ein 
Parallelstrahlenbündel  wird  von  zwei  beliebigen  Ebenen  in  affinen 
Systemen  geschnitten. 

„Sollen   zwei   ebene   Systeme   affin    auf  einander  bezogen 

„werden,   so  können  wir  in  jedem   derselben  ein  eigentliches 

„Dreieck  beliebig   annehmen  und   die  Eckpunkte  dieser  Drei- 

„ecke  einander  willkürlich  zuweisen.    Die  Dreiecke  bilden  mit 

„den  unendlich  fernen  Geraden  der  Systeme  zwei  auf  einander 

^bezogene  vollständige  Vierseite,   durch  sie  ist  also  (Seite  7) 

„zu  jedem  Punkte  oder  Strahle  des  einen  Systems  der  zuge- 

„hörige  Punkt  resp.  Strahl  des  andern  eindeutig  bestimmt/ 

Wir  wissen,   dass   in  projectivisch   ähnlichen  Punktreihen  je 

zwei   homologe   Strecken   in   constantem   Verhältniss   zo   einander 

stehen,  dass  also  die  Punktreihen  durch  ihre  homologen  Punkte 

proportional   getheilt  sind  (I.  Abth.  Seite  75).     Sind   nun  in  den 

affinen  Systemen  2  und  S|  je  zwei  homologe  Gerade  a?,  y  und  X| ,  yi 

(Fig.  7)  gegeben,  die  sich  in  den  resp.  Punkten  M  und  3/,  schneiden, 

D  C  IT  E 

und  sind  ferner  die  Verhältnisse  ^  ^-  und  -..  ^  gegeben,  in  denen 

ihre  homologen  Abschnitte  zu  einander  stehen,  so  kann  auf  folgende 
Weise  zu  jedem  beliebig  gegebenen  Punkte  Ä'  von  i'  der  ent- 
sprechende   Punkt   JT,    von   ^^    construirt    werden.      Wir   ziehen 
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durch  K  eine  Parallele  zu  a?,  welche  die  Gerade  y  im  Punkte  J 
schneidet,  und  eine  Parallele  zu  y,  welche  von  x  im  Punkte  L 
geschnitten  wird.  Sodann  bestimmen  wir  zu  J  den  entsprechenden 
Punkt  .7|  auf  ?/|  so,  dass  folgende  Proportion  befriedigt  wird : 

MJ    _    HE 
MiJi    "  Hl  Ex' 

m 

und  ebenso  bestimmen  wir  zu  L  den  entsprechenden  Punkt  L| 
auf  Xi  so,  dass: 

ML    _    PC 

MiL\  ~~   DiCi' 

Ziehen  wir  endlich  durch  •/,  eine  Parallele  zu  a*j  und  durch 
L|  eine  Parallele  zu  y|,  so  scheiden  sich  diese  beiden  Geraden 
im  Punkte  Ä'j,  welcher  zu  A'  der  entsprechende  ist. 

Wir  können  diese  schon  von  Euler  angegebene  Construction 

in  der  Sprache  der  analytischen  Geometrie  wie  folgt  ausdrücken: 

„Um   zu  einem  gegebenen   ebenen   Gebilde    ein  affines   zu 

^construiren,  beziehen  wir  dasselbe  auf  irgend  zwei  feste  Coor- 

„dinaten-Axen.     Sodann  vergrössern   oder  verkleinern  wir  die 

^Ordinaten    sämmtlicher  Punkte    nach  einem  beliebigen   con- 

„stanten  Verhältniss  und  ebenso  die  Abscissen  nach  einem  be- 

„liebig  gewählten  Verhältniss.     Mittelst  dieser  neuen   Coordi- 

„naten   endlich   construiren  wir  die  sämmtlichen  Punkte   des 

;ygesuchten  affinen  Gebildes  in  Bezug  auf  irgend  zwei  willkürlich 

^angenommene,  feste  Coordinaten-Axen.^ 

Bezeichnen  wir  mit  dem  Namen  „Figur"  ein  allseitig  begpenztes 

Stück  eines  ebenen  Systems,  so  können  wir  für  affine  ebene  Systeme 

einen  Satz  aufstellen,  welcher  dem  vorhin  erwähnten  Satze  über 

projectivisch  ähnliche  Punktreihen  analog  ist,  nämlich: 

In    affinen    ebenen   Systemen    stehen  je   zwei   einander   ent- 
sprechende Figuren  in  canstantem  Verhältniss  zu  einander;  oder 
zwei  beliebige  Figuren  des  einen  Systems  verhalten   sich  zu  ein- 
ander^ mie  die  entsprechenden  Figuren  des  andern  Systems, 
Wir  beweisen  diesen  Satz  zunächst  für  Parallelogramme  und 
Dreiecke.    Seien  also  (Fig.  7)  AB  CD  und  EFGH  zwei  beliebige 
Parallelogramme  des  einen  Systems  2,  Ay  B^  C^  D^  und  JBj  F^  G,  H, 
die  resp.  entsprechenden  Parallelogramme  des  zweiten  Systems  i\. 
Die  Geraden  AB  und   CD  werden  von   EH  in  resp.  J  und  M 
geschnitten,  und  von  /''(?  in  resp.  K  und  L\  so  dass  JKLM  ein 
neues  Parallelogramm  von  2  ist,  welchem  in  l'|  ein  analog  ge- 
legenes  Parallelogramm   J|  /T,  L,  3/,    entspricht.     Die    Parallelo- 
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gramme  AB  CD  und  JKLM  verhalten  sich  wie  ihre  Grundlinien 
DÖ  und  Jlf  L,  weil  ihre  Höhen  gleich  sind,  und  ebenso  verhält  sich: 

A^B^CyD^  iJyKyL^My  =2>iC,  :3/,L,. 
Weil  aber  die  geraden  Gebilde  MLDC  und   MyLiDy(\  projec- 
tivisch  ähnlich  sind,  so  muss  sich  auch  verhalten: 

,DC  :  ML  =  DyCy  :  3/,L|, 
und  wir  erhalten  folglich  die  Proportion: 

ABCD  :  JKLM  =  AyBy(\Dy  iJ^K^L^M^. 
Ganz  ebenso  ergiebt  sich,  da 

JKL  M  ^  KL  __   Kl  Li     _   Jx  Ki  Li  Mi 
EFGli         FG  ~   FiGi  "~   i?i  F|  öi 7/|  ' 

die  Proportion: 

JKLM:  EFGH=  J^K^LiMy  :  E^FiG^H^; 
und   diese  Proportion,   mit   der  vorhergehenden  verbunden,   fuhrt 
uns  sofort  zu  der  gesuchten: 

ABCD  :  EFGH=  y1iÄ,C|Z>,  :  E^PyG^Hy. 

Setzen  wir  statt  jedes  Parallelogramms  seine  Hälfte,  nämlich 
dass  eine  der  beiden  Dreiecke,  in  welche  es  durch  eine  Diagonale 
zerfällt,  so  entsteht  die  Proportion: 

ABC:  EFG=  ^,ß,C,  :  E^F^G^, 
Da  die  Parallelogramme  ABCD  und  EFGH  ganz  beliebig  in 
i  gewählt  wurden,  so  dürfen  wir  auch  die  Dreiecke  ABCnnA 
EFG  als  ganz  beliebige  betrachten.  Wir  haben  also  bewie>»c»n, 
das  zwei  beliebige  Dreiecke  des  einen  Systems  sich  zu  ein- 
ander verhalten,  wie  die  ihnen  entsprechenden  Dreiecke  des  anden*ü 
Systems. 

Auch  für  beliebige  geradlinig  begrenzte  Figuren  gilt  aber 
unser  Satz,  weil  dieselben  durch  Diagonalen  in  Dreiecke  zerlegt 
werden  können;  und  auch  für  krummlinig  begrenzte  muss  er  Gel- 
tung haben,  weil  er  für  alle  geradlinigen  Figuren  gilt,  welche  den 
krummlinigen  eingeschrieben  oder  umschrieben  sind,  und  weil 
deren  Flächeninhalte  den  Inhalten  der  krummlinig  begrenzt4Mi 
Figuren  unbegrenzt  nahe  gebracht  werden  können. 

Ein  besonderer  Fall  der  Affinität  ist  die  „(ileichheit**.  Bei 
affinen  Systemen  tritt  dieser  Fall  ein,  wenn  je  zwei  homologe 
Figuren  derselben  inhaltsgleich  sind.  Der  Begriff  der  Gleichheit 
ist  hier  enger  gefasst,  als  in  der  Planimetrie;  denn  z.  B.  zwei 
Vierecke  KLMN  und  Ky  Ly  3/|  iV|,  welche  denselben  Inhalt  haben, 
sind  nur  dann  homologe  Figuren  affiner  Systeme,  wenn  auch  die 
Dreiecke  KLM,  KLN,  KMN  und  LMN^  welche  in  dem  Vier- 
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ecke  Ä'LAf^ enthalten  sind,  den  resp.  Dreiecken  KiL^My^  K^LiN^^ 
ÜT,  J/|  A^i  und  Z,  Af|  N^  inhaltsgleich  sind.  '  Wir  haben  es  hier 
mit  einer  Gleichheit  auch  der  kleinsten  einander  entsprechenden 
Theile  zu  thun. 

Zwei  Curven,  welche  in  affinen  Systemen  einander  entsprechen, 
haben    die    gleiche   Anzahl   von    unendlich    fernen   Punkten    und 
Asymptoten,  weil  jedem  unendlich  fernen  Punkte  der  einen  Curve 
ein  unendlich  ferner  Punkt  der  andern  entsprechen  muss,   und 
jeder  Tangente  eine  Tangente.     Einer  Ellipse   können   also  nur 
Ellipsen  affin  sein,  einer  Parabel  nur  Parabeln,  einer  Hyperbel  aus- 
schliesslich Hyperbeln.    Es  lässt  sich  auch  umgekehrt  zeigen,  dass 
zwei  gleichartige  Curven  IL  Ordnung  stets  affin  auf  einander  be- 
zogen werden  können,  und  zwar  auf  unendlich  viele  Arten.    Diese 
Beziehungen  werden  uns  zu  manchen  interessanten  Sätzen  führen. 
^Um  zwei  Parabeln  affin  auf  einander  zu  beziehen,  können 
^wir  irgend  zwei  Punkten  A^  B  der  einen  zwei  beliebige  Punkte 
^-4|,  Bi  der  andern  willkürlich  zuweisen.     Dadurch  ist  aber 
Jedem  Punkte  der  einen  Parabel  oder  ihrer  Ebene  ein  Punkt 
^der  anderen  resp.  von  deren  Ebene  Angewiesen.^ 
Seien  nämlich  (Fig.  8)  CA  und  CB  die  Tangenten  der  ersten 
Parabel  k  in  den  Punkten  A  und  J3,  und  ebenso  C|  A^  und  6\  By 
diejenigen  der  zweiten  Parabel  ij  in  A^  und  J5j.     Dann  können 
und  müssen  wir  die  ebenen  Systeme,  welchen  k  und  k^  angehören, 
in  der  Weise  affin  auf  einander  beziehen,   dass  den  Eckpunkten 
des  Dreiecks   ABC  die  resp.  Eckpunkte  des  Dreiecks  A^  B^  C, 
entsprechen.    Der  Parabel  k^  welche  in  A  und  B  die  resp.  Geraden 
CA  und  CB  berührt  und  die  unendlich  ferne  Gerade  ihrer  Ebene 
zur  Tangente  hat,  entspricht  dann  eine  Curve  IL  Ordnung,  welche 
gleich  ti  von  den  Geraden  C|  -4,  und  C|  B^   in  resp.   Ay   und  B^ 
berührt  wird  und  die  unendlich   ferne  Gerade  zur  Tangente  hat, 
und  welche  folglich  (I.  Abth.  Seite  63)  mit  k^  zusammenfällt. 

Das  von  der  Sehne  AB  begrenzte  Segment  der  Parabel  k 
steht  zu  dem  Dreieck  A  B  C  in  demselben  Verhältniss,  wie  das 
von  Ai  i?|  begrenzte  entsprechende  Segment  von  k^  zu  dem  Drei- 
eck Ay  ß|  C|.  Da  nun  die  Punkte  A  und  B  auf  k  ganz  willkür- 
lich angenommen  sind,  also  auch  durch  irgend  zwei  andere  ersetzt 
werden  können,  so  folgt,  dass  jedes  beliebige  Parabelsegment  in 
constantem  Verhältniss  steht  zu  demjenigen  Dreieck,  welches  von 
der  Sehne  des  Segmentes  und  den  Tangenten  der  beiden  End- 
punkte begrenzt  wird. 

Reye,  Geometrie  der  Lage.    U.    2.  Aufl.  4 
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Sei  nun  (Fig.  9)  G  die  Mitte  der  Sehne  AB^  so  dass  die 
Gerade  CG  von  der  Parabel  halbirt  wird  in  D  (I.  Abth.  Seite  9S)\ 
sei  ferner  EF  die  Tangente  der  Parabel  im  Punkte  Z),  welche 
zur  Sehne  A  B  parallel  läuft  und  in  E  und  F  die  reap.  Tangenten- 
Abschnitte  AC  und  BC  halbirt.  Dann  ist,  wenn  {A  B\  (ÜB) 
und  {AD)  die  Parabelsegmente  über  den  resp.  Sehnen  AB,  DU 
und  A  D  bezeichnen : 

{AB)  ^(DD)  _   U^^ 
ABC         DBF  ~^  ADE  ' 

indem  m  eine  constante  Zahl  bedeutet.     Anderseits  ist  nach  <Ier 

Figur : 

(AB)  =  ABD  +  (DB)  +  (AD). 

Setzen  wir  in   die  letzte  Gleichung   für  (-4  i?),   (D  B)  und  (A  D) 
ihre  Werthe  aus  der  vorhergehenden  ein,  so  folgt  für  m: 

m(ABC—  DBF  ^  ADE)  =  ABD. 

Wegen  CD  =  DG,  CF  =  FB  und  CE  =  EA  ist  aber: 

ABD  =  iABC  und   DBF  j-  ADE^  FCE=^\ABCi 

Die  Gleichung  für  m  gebt  hiedurch  über  in: 

m(ABC  —  \ABC)  =  \ABC  oder  m  =  |. 

Somit  ist  auch  (AB)  =  \ABC  und  wir  haben  den  Satz: 

„Ein  Parabelsegment  ist  gleich  zwei  Dritteln  des  Dreiecks, 

;, welches  von  der  Sehne  des  Segmentes  und  den  Tangenten  der 

;,beiden  Endpunkte  begrenzt  wird.^ 
Auch  die  Gleichung  (AB)  ^=  ^  A  B D  lässt  sich  ähnlich  in  Worten 
ausdrücken. 

Sei  (Fig.  10)  KLM  ein  beliebiges  Dreieck,  welches  einer 
Parabel  eingeschrieben  ist,  und  seien  Ky,  Z»|,  My  die  Pole  der  resp. 
Seiten  LM,  ^ AT  und  KL  dieses  Dreiecks.  Dann  ergiebt  sieb, 
wenn  MK  die  grösste  Seite  des  Dreiecks  bezeichnet: 

KLM  =  (MK)  —  (KL)  —  (LM\ 
oder : 

KLM^^  |(ZL,  M  —  KMy  L  —  LK^ M)  =  |(3/,  Ly  Ky  -[-  KL M\ 

und  folglich: 

KLM  =  2MyLyKy; 

das  heisst: 

„Ein  der  Parabel  eingeschriebenes  Dreieck  ist  zweimal  so 
^gross,  wie  dasjenige  umschriebene  Dreieck,  von  dessen  Seiten 
„die  Parabel  in  den  Eckpunkten  des  eingeschriebenen  berührt 
„wird.*^ 
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Zwei  Parabeln  können  auch  als  gleiche  Curven  betrachtet 
werden,  denn  wir  können  sie  auf  unzählig  viele  Weisen  so  auf 
einander  affin  beziehen,  dass  je  zwei  homologe  Segmente,  wie  {A  B) 
und  {Ai  By)  (Fig.  8),  inhaltsgleich  sind. 

In  zwei  affinen  Ellipsen  oder  Hyperbeln  entsprechen  einander 
die  Durchmesser,  und  zwar  muss  jedem  Paare  conjugirter  Durchmesser 
der  einen  Curve  ein  Paar  conjugirter  Durchmesser  der  anderen 
entsprechen.  Dieses  ergiebt  sich  daraus,  dass  jeder  Schaar 
paralleler  Sehnen  der  einen  Curve  wieder  eine  Schaar  paralleler 
Sehnen  der  anderen  entspricht,  und  wegen  der  Proportionalität 
homologer  Abschnitte  auch  dem  Mittelpimkt  einer  Sehne  nothwen- 
dig  der  Mittelpunkt  der  entsprechenden  Sehne.  Bei  affinen  Hyperbeln 
entsprechen  ausserdem  die  Asymptoten  einander. 

^Um  zwei  Hyperbeln  affin  auf  einander  zu  beziehen,  können 
„wir  jeder  Asymptote  der  einen  eine  Asymptote  der  anderen 
„zuweisen  und  ausserdem  noch  irgend  einem  Punkte  oder  auch 
„einer  Tangente  der  ersteren  einen  beliebigen  Punkt  resp.  eine 
„Tangente  der  anderen  Hyperbel.^ 
Die  Hyperbeln  lassen  sich  nämlich  projectivisch  so  auf  einander 
beziehen  (I.  Abth.  Seite  105),   dass  den  beiden  unendlich  fernen 
Punkten  und  einem  beliebigen  dritten  Punkte  der  einen  die  resp. 
unendlich  fernen  Punkte  und  irgend  ein  dritter  Punkt  der  anderen 
entsprechen.     Dadurch  sind   aber  die  beiden  ebenen  Systeme,  in 
welchen   die   Hyperbeln   liegen,    coUinear    auf   einander  bezogen 
(Seite  10),  und  sogar  affin,  weil  die  Verbindungslinien  der  unend- 
lich  fernen  Hyperbelpunkte,  d.  h.   die  unendlich  fernen  Geraden 
der  Systeme,  einander  entsprechen. 

„Um  zwei  Ellipsen  k  und  ky  affin  auf  einander  zu  beziehen, 
„können  wir  die  Endpunkte  /l,  B  und  ^j,  -B,  von  irgend  zwei 
„Paar    conjugirten   Halbmessern  derselben   einander    als   ent- 
„sprechende  zuweisen.^ 
Seien   ABCD    und    AyByC\Dy    (Fig.  11)  die  beiden  Parallelo- 
gramme,  welche  den  resp.  Ellipsen  k  und  ky  eingeschrieben  sind 
und  welche  die  beiden  Paare  conjugirter  Durchmesser  AC^   BD 
und  Ay  Cj,  ByDy  zu  Diagonalen  haben;   seien  ferner  M  und  My 
die   Mittelpunkte  von  resp.   k   und   ky.      Dann   können   wir   die 
ebenen   Systeme,   denen  k  und  &,    angehören,   affin  so   auf  ein- 
ander beziehen ,   dass  den  Punkten  A^  S,  C  des  einen  die  resp. 
Punkte  i4i,  ß|,  Cy  des  andern  entsprechen.    Nun  entspricht  aber 
dem  Halbirungspunkte  M  von  A  C  nothwendig  der  Halbirungs- 

4* 
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punkt  J/|  von  Ai  Q ,  und  der  Ellipse  A,  welche  in  A  und  C  von 
zwei  Parallelen  zum  Durchmesser  MB  berührt  wird  und  durch 
B  geht,  muss  die  Ellipse  ftj  entsprechen  als  diejenige  Curve  IL  Ord- 
nung, welche  in  Ai  und  6\  von  zwei  Parallelen  zur  Geraden 
Jj/,^j  berührt  wird  und  durch  JBi  geht 


Die  conjugirten  Halbmesser  MA  und  MB  der  einen  ElHpse 
k  können  mit  zwei  beliebigen  anderen  vertauscht,  die  Ellipsen  k 
und  kl  also  auf  unzählig  viele  Weisen  affin  auf  einander  bezo^^en 
werden.  Bei  jeder  Lage  von  MA  und  MB  muss  sich  das  Parallelo- 
gramm AB  CD  zu  der  Fläche  der  Ellipse  k  verhalten,  wie  das 
unveränderte  Parallelogramm  -4|  JB|  C|  2>|  zu  der  Fläche  der  El- 
lipse ^|.     Also: 

^Alle  einer  Ellipse  eingeschriebenen  Parallelogramme,  deren 
„Diagonalen  von  zwei  conjugirten  Durchmessern  gebildet  werden, 
^sind  inhaltsgleich.  ^ 

Das  umschriebene  Parallelogramm  (Fig.  11),  dessen  Seiten 
die  Ellipse  in  den  Punkten  -4,  B,  (7,  Z>  berühren,  ist  doppelt  so 
gross  wie  AB  CD;  also: 

^Alle  einer  Ellipse  umschriebenen  Parallelogramme,  deren 
„Seiten    zu    zwei    conjugirten    Durchmessern    parallel    laufen« 
„sind  inhaltsgleich.'' 
Sind  2  a  und   26  die  Längen   der  beiden  Axen  einer  Ellipse, 
so  ist  4a&  der  Inhalt  jedes  solchen  umschriebenen  Parallelogramms; 
denn  4 ab  ist  der  Inhalt  des  Rechteckes,  welches  von  den  Scheitel- 
tangenten der  Ellipse  begrenzt  wird.    Sei  nun  die  Ellipse  affin  be- 
zogen auf  einen  Kreis  vom  Radius  9* ;  dann  verhält  sich  die  I*läche  J 
der  Ellipse  zu  4 ab  wie  die  Fläche  r^n  des  Kreises  zu  dem  Inhalt 
4r2  eines  dem  Kreise  umschriebenen  Quadrates  (Seite  47).    Also: 

J :  4ab  =r  r^Tz :  4r^   oder   J  =^  abi:. 
„Die  Fläche  der  Ellipse  ist  gleich  dem  Product  aus  ihren 
„beiden  Halbaxcn  in  die  Zahl  ir.^ 
Weil  der  Kreis  durch  zwei  conjugirte  Durchmesser  in  vier  gleiche 
Theile  zerlegt  wird,  so  gilt  dasselbe  von  der  Ellipse. 

Zwei  collineare  ebene  Systeme  i  und  2i  heissen  ähnlich, 
wenn  je  zwei  homologe  Winkel  derselben  einander  gleich  sind. 
Weil  zwei  Parallelen  von  i!  allemal  zwei  Parallele  von  i|  ent- 
sprechen, und  also  jedem  unendlich  fernen  Punkte  von  -  ein 
unendlich  ferner  Punkt  in  l'| ,  so  sind  die  ähnlichen  Systeme  auch 
affin.  Die  Seiten  homologer  Dreiecke  von  X  und  iii  sind  einander 
proportional,  weil  die  Dreiecke  gleiche  Winkel  haben;   und  folg- 
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lieh  stehen  überhaupt  je  zwei  homologe  Strecken  der  Systeme  in 
constantem  Verhältniss  zu  einander.  Zwei  ähnliche  Systeme  liegen 
perspectivisch,  sobald  irgend  zwei  Gerade  des  einen,  welche  sich 
unter  schiefen  Winkeln  schneiden,  zu  den  ihnen  entsprechenden 
Geraden  des  anderen  Systems  parallel  laufen;  denn  dann  sind  je 
zwei  homologe  Gerade  parallel,  und  die  ebenen  Systeme  haben 
ihre  unendlich  ferne  Punktreihe  entsprechend  gemein  (vergl. 
Seite  16  und  17).  Von  zwei  perspecti vischen  ähnlichen  Systemen 
pflegt  man  zu  sagen,  ;,sie  liegen  ähnlich^;  sie  sind  entweder 
parallele  Schnitte  eines  Strahlenbündels,  oder  sie  liegen  in  einander 
und  haben  noch  einen  Strahlenbüschel  entsprechend  gemein;  in  beiden 
Fällen  heisst  der  Punkt,  durch  welchen  alle  Verbindungslinien 
homologer  Punkte  der  Systeme  gehen,   ihr  ^Aehnlichkeitspunkt^. 

Werden  zwei  ähnliche  Curven  II.  Ordnung  in  perspectivische 
Lage  gebracht,  so  dass  irgend  zwei  sich  schneidende  Sehnen  oder 
Tangenten  der  einen  zu  den  homologen  Sehnen  oder  Tangenten 
der  anderen  parallel  laufen,  so  ist  jede  Sehne  oder  Tangente  der 
einen  Curve  parallel  zu  der  homologen  Sehne  oder  Tangente  der 
anderen.  Und  die  Curven  liegen  entweder  in  einer  Ebene,  so 
dass  die  sämmtlichen  Verbindungslinien  homologer  Punkte  sich 
in  einem  und  demselben  Punkte  schneiden,  oder  sie  sind  par- 
allele Schnitte  einer  Kegelfläche.  Zwei  Parabeln  können  allemal 
als  ähnliche  Curven  II.  Ordnung  betrachtet  werden;  bringt  man 
ihre  Ebenen  und  ihre  Axen  in  parallele  Lage,  so  laufen  auch  je 
zwei  homologe  Tangenten  der  Parabeln  parallel.  Zwei  Ellipsen 
oder  Hyperbeln  können  nur  dann  als  ähnliche  Curven  betrachtet 
werden,  wenn  sie  so  in  eine  Ebene  gelegt  werden  können,  dass 
nicht  blos  ihre  Hauptaxen,  sondern  ausserdem  irgend  zwei  Paar 
conjugirte  Durchmesser  sich  decken;  denn  je  zwei  conjugirte 
Durchmesser  der  einen  Curve  müssen  sich  unter  denselben  Winkeln 
schneiden,  wie  die  ihnen  entsprechenden  conjugirten  Durchmesser 
der  anderen.  Bei  jener  Lage  der  beiden  Curven  ist  ihr  Mittel- 
punkt zugleich  ihr  Aehnlichkeitspunkt.  Parallele  Schnittcurven 
einer  Fläche  zweiter  Ordnung  sind,  wie  hieraus  leicht  sich  ergiebt, 
ähnlich;  nur  dann  tritt  eine  Ausnahme  ein,  wenn  sie  Hyperbeln 
sind,  die  in  ungleichen  Asymptotenwinkeln  liegen. 

Wie  die  Affinität  ein  besonderer  Fall  ist  von  der  Collineation 
und  die  Aehnlichkeit  wieder  von  der  Affinität,  so  ist  die  ^Con- 
gruenz^  ein  besonderer  Fall  der  Aehnlichkeit.  Nämlich  zwei 
ähnliche  ebene  Systeme  heissen  congruent,  wenn  ihre  homologen 
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Strecken  gleich  sind.  So  führt  uns  die  Verwandtschaft  der 
Collineation  auch  zu  denjenigen  räumlichen  Beziehungen,  mit  denen 
die  Planimetrie  der  Alten  sich  vorzugsweise  beschäftigt. 


Achter  Vortrag. 

IfGnität,  Aehnliehkeit,  Congroenz  end  Symnetrie  liulieker 
Systeme  nnd  der  Flächen  zweiter  OrdneDg. 


Zwei  collineai*e  räumliche  Systeme  ü  und  üi  werden  ^affin* 
genannt,  wenn  ihre  unendlich  fernen  Ebenen  einander  entspre- 
chen. Da  hiernach  jeder  unendlich  fernen  Geraden  von  i!  eine 
solche  in  ^i  entspricht,  so  sind  auch  je  zwei  homologe  ebene 
Systeme  von  1  und  1^  affin;  und  ebenso  sind  je  zwei  homologe 
Punktreihen  von  2  und  ly  projectivisch  ähnlich.  Jedem  Parallelo- 
gramm von  S  muss  in  l'|  ein  Parallelogramm  entsprechen,  und 
jedem  Parallelepipedon  ein  Parallelepipedon. 

^Um  zwei  räumliche  Systeme  affin  auf  einander  zu  beziehen, 
^^diirfen  wir  in  jedem  derselben  ein  eigentliches  Tetraeder  be- 
^liebig    annehmen    und    die  Eckpunkte  dieser  Tetraeder  ein- 
^ander  willkürlich  zuweisen.** 
Weil  nämlich  hiedurch  die  vier  Seitenflächen  des  einen  Tetraeders 
denjenigen   des   andern  zugewiesen   sind,   ausserdem  aber  die  un- 
endlich fernen  Ebenen   der  Systeme  einander  entsprechen  sollen, 
so  ist  zu  jedem  Elemente  des  einen  Systems  das  entsprechende 
des  andern  eindeutig  bestimmt  (Seite  22).    Die  Construction  affiner 
Gebilde  lässt  sich  mit  Hülfe  von  Parallelcoordinaten  ganz  ähnlich 
für  den  Raum  ausführen  wie  oben  (Seite  47)  für  die  Ebene;  ich 
übergehe  den  leichten  Beweis  dieser  Behauptung. 

Bezeichnen  wir  ein  allseitig  begrenztes  Stück  eines  räum- 
lichen Systems  mit  dem  Namen  ^Körper",  so  können  wir  folgen- 
den Satz  aufstellen: 

In  affinen  räumlichen  Systemen  stehen  je  zwei  einander  ent- 
sprechende Körper  in  conetantem  Verhältniss;  oder  zwei  beliebige 
Körper  des  einen  Systems  verhalten  sich  2W  einander,  une  die 
entsprechenden  Körper  des  anderen  Systems, 
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Wir  beweisen  diesen  Satz  zunächst  für  Parallelepipeda  und 
Tetraeder,  indem  wir  einige  wenige  Sätze  aus  der  Stereometi'ie 
als  bekannt  voraussetzen.  Seien  P  und  Q  zwei  beliebige  Parallel- 
epipeda des  einen  Systems  1\  I\  und  Q|  die  resp.  entsprechen- 
den von  Si-  Wir  bilden  in  ^  irgend  ein  drittes  Parallelepipedon 
H^  welches  zwischen  zwei  parallelen  Seitenflächen  von  P  und  zu- 
gleich zwischen  zwei  solchen  von  Q  liegt,  und  bestimmen  auch  zu 
diesem  das  entsprechende  Parallelepipedon  Ry  in  2i.  Weil  nun 
P  und  R  zwischen  parallelen  Ebenen  liegen,  so  haben  sie  gleiche 
Höhen,  und  verhalten  sich  wie  ihre  Grundflächen;  und  dasselbe 
gilt  von  Pi  und  -B|.  Die  Grundflächen  von  P  und  R  verhalten 
sich  aber  zu  einander  wie  diejenigen  von  fj  und  Ä|,  weil  die 
ebenen  Systeme,  in  denen  diese  Flächenpaare  liegen,  affin  sind. 
Polglich  verhält  sich: 

P:  R  =  Py  :  /?i. 
Dieselben  Schlüsse  finden  auch  auf  /i?,  Q,  Äj  und  Q|  Anwendung, 
so  das»  R  :  Q  =  Ri  :  Qj. 

Aus  beiden  Proportionen  ergiebt  sich: 

P:  Q  =  Pi  :  Qi, 
und  der  Satz  ist  somit  für  beliebige  Parallelepipeda  bewiesen. 

Durch  jeden  Eckpunkt  A  eines  Parallelepipedon  (Fig.  12)  gehen 
drei  Kanten  desselben,  welche  A  mit  drei  anderen  Eckpunkten 
-B,  C  und  D  verbinden.  Die  Diagonalebene  BCD  schneidet 
vom  Parallelepipedon  ein  Tetraeder  AB  CD  ab,  welches  dieselbe 
Höhe,  aber  nur  eine  halb  so  grosse  Grundfläche  hat  wie  das 
Parallelex)ipedon,  und  dessen  Inhalt  also  ein  Sechstel  vom  Inhalt 
des  Parallelepipedon  beträgt.  Schneiden  wir  von  P  und  Q  je 
ein  solches  Tetraeder  ab,  so  können  wie  diese  Tetraeder  als  zwei 
ganz  beliebige  des  Systems  1  ansehen,  weil  P  und  Q  ganz  be- 
liebig gewählt  wurden.  Die  entsprechenden  Tetraeder  in  2  sind 
analog  gelegene  Stücke  von  Pi  und  Qy^  und  da 

Z.  .  _Q_  =  ^1  .Ol 

6     '     6  6    '    6   ' 

80  haben  wir  bewiesen,  dass  zwei  beliebige  Tetraeder  des  Systems 
-  sich  zu  einander  verhalten,  wie  die  entsprechenden  beiden 
Tetraeder  von  2i. 

Aber  auch  für  beliebige  von  Ebenen  begrenzte  Körper  gilt 
der  Satz,  weil  dieselben  stets  in  Tetraeder  zerlegt  werden  können. 
Er  muss  sogar  für  krummflächige  Körper  gelten,  weil  er  für  alle 
ebenflächigen  gilt,    welche   den   krummflächigen   entweder   einge- 
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schrieben  oder  umschrieben  sind,  und  deren  Inhalte  den  Inhalten 
der  krummflächigen  Körper  beliebig  nahe  gebracht  werden  können.  — 
Ist  das  Verhältniss,  in  welchem  zwei  homologe  Körper  zu  ein- 
ander stehen,  gleich  der  Einheit,  so  werden  die  affinen  räum- 
lichen Systeme  ^gleich '^  genannt  Ebene  Systeme,  welche  in 
gleichen  räumlichen  Systemen  einander  entsprechen,  sind  im  All- 
gemeinen nicht  gleich,  sondern  nur  affin. 

Zwei  affine  Flächen  haben  entweder  keinen  Punkt  mit  der 
unendlich  fernen  Ebene  gemein,  oder  sie  werden  von  derselben 
in  je  einem  Punkte  berührt,  oder  endlich  in  je  einer  unendlich 
fernen  Linie  geschnitten;  denn  jedem  unendlich  fernen  Punkte 
der  einen  Fläche  muss  ein  unendlich  ferner  Punkt  der  anderen 
entsprechen.  Daraus,  und  weil  einer  geradlinigen  Hache  nur  eine 
geradlinige  collinear  sein  kann  (Seite  25),  ergiebt  sich,  dass  nur 
gleichartige  Flächen  IL  Ordnung  affin  auf  einander  bezogen  werden 
können;  also  z.  B.  zwei  EUipsoide,  zwei  einfache  Hyperboloid**, 
zwei  elliptische  Paraboloide,  zwei  eigentliche  Kegelflächen  u.  s.  w. 
Da  jeder  Schaar  paraDeler  Sehnen  der  einen  Hache  wieder  eine 
Schaar  paralleler  Sehnen  in  der  affinen  Fläche  entsprechen  muvn. 
und  jedem  Mittelpunkte  einer  Sehne  der  Mittelpunkt  der  homologen 
Sehne,  so  folgt: 

^In  zwei  affinen  Flächen  IL  Ordnung  entspricht  jeder  Duivli- 
^messerebene  eine  Durchmesserebene,  und  zwei  conjugirten 
„Durchmessern  entsprechen  zwei  conjugirte  Durchmesser.* 
Sollen  zwei  elliptische  oder  auch  zwei  hyperbolische  Para- 
boloide [|  und  Ii|  affin  auf  einander  bezogen  werden,  so  nehmen 
wir  auf  jedem  derselben  eine  Curve  IL  Ordnung  an,  welche  nicht 
den  unendlich  fernen  Berührungspunkt  des  Paraboloides  enthäh, 
also  keine  Parabel  ist,  und  beziehen  diese  beiden  Cunren  aöin 
auf  einander;  dadurch  ist  dann  jedem  Punkte  von  II  ein  solcher 
von  [I|  zugewiesen.  Seien  nämlich  -^1,  B,  C  drei  Punkte  der 
einen  Curve  k,  und  sei  D  der  Pol  ihrer  Ebene  in  Bezug  auf  die 
Fläche  II,  auf  welcher  k  liegt;  seien  ferner  A^,  Ä,,  Q  die  ent- 
sprechenden Punkte  der  anderen  Curve  *,,  und  D^  der  Pol  ihrer 
Ebene  in  Bezug  auf  III,  so  können  und  müssen  die  räumlichen 
Systeme,  in  welchen  die  Paraboloide  liegen,  affin  so  auf  einander 
bezogen  werden,  dass  den  Eckpunkten  des  Tetraeders  ABCD  die 
resp.  Eckpunkte  des  Tetraeders  A^  Z?,  L\  Z>,  entsprechen.  Weil 
dann  die  ebenen  Systeme  ABC  und  A^  B,  L\  ebenfalls  al*n  sind, 
so  entspricht   der   Curve  k  die   Curve   ki    in   der  angenommenen 
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Weise;  und  die  Tangentenkegel  der  Flächen  fl  und  II|,  durch 
welche  k  und  ky  aus  resp.  D  und  Dy  projicirt  werden,  entsprechen 
einander.  Ferner  entsprechen  einander  die  beiden  Durchmesser 
d  und  rf|  der  Flächen  Fl  und  fli,  durch  welche  die  Punkte  D 
und  J5|  mit  den  resp.  Mittelpunkten  von  k  und  Aj  verbunden 
werden.  Jeder  Parabel  endlich,  welche  auf  11  liegt  und  von  k 
in  zwei  Punkten  K  und  L  geschnitten  wird,  und  deren  Ebene 
durch  d  hindurchgeht,  entspricht  im  zweiten  räumlichen  Systeme 
eine  Parabel,  welche  von  k  in  den  entsprechenden  beiden  Punkten 
if|  und  i|  geschnitten  wird  und  deren  Ebene  durch  d^  hindurch- 
geht; und  zwar  liegt  diese  zweite  Parabel  auf  der  Fläche  FIi, 
weil  sie  mit  einer  ebenen  Schnittcui-ve  derselben  ihre  unendlich 
ferne  Tangente,  ferner  die  Punkte  Ä*!  und  L^  und  endlich  noch 
die  Tangenten  />j  K^  und  JÖj  L^  gemein  hat.  Weil  nun  jeder  be- 
Uebige  Punkt  von  FI  auf  irgend  einer  solchen  Parabel  liegt,  so 
entspricht  ihm  ein  Punkt  von  II| ;  d.  h.  die  Flächen  [l  und  lli 
entsprechen  einander. 

Ist  II  (und  ebenso  ri|)  ein  elliptisches  Paraboloid,  so  wird 
von  demselben  durch  die  Ebene  der  Ellipse  k  ein  Segment  abge- 
schnitten; dasselbe  steht  zu  dem  Kegel,  dessen  Grundfläche  von  k 
begrenzt  wird  und  dessen  Spitze  der  Punkt  D  ist,  in  demselben 
Verhältnisse,  wie  das  entsprechende  Segment  von  III  zu  dem  ent- 
sprechenden Kegel  />|.  Da  wir  nun  die  Ellipse  k  willkürlich  auf 
der  Fläche  FI  gewählt  haben,  so  ergiebt  sich  der  Satz: 

^Jedes   Segment    eines    elliptischen   Paraboloides   steht   in 

„constautem  Verhältniss  zu  dem  Kegel,  welcher  mit  dem  Seg- 

^ment  die  Grundfläche  gemein  hat,  und  dessen  Spitze  im  Pole 

;, dieser  Grundfläche  liegt." 

Durch  Rechnung  lässt  sich,  am  leichtesten  am  Rotations -Paraboloid, 

nachweisen,  dass  dieses  Verhältniss  =  \  ist. 

Um  zwei  Ellipsoide  affin  auf  einander  zu  beziehen,  brauchen 
wir  nur  die  Curven  II.  Ordnung  k  und  Atj  ,  in  welchen  sie  von  je 
einer  beliebigen  Durchmesserebene  geschnitten  werden,  affin  auf 
einander  zu  beziehen,  und  ausserdem  zwei  Punkte  D  und  Dy  der 
Rächen  einander  zuzuweisen,  deren  Berührungsebenen  jenen  resp. 
Durchmesserebenen  parallel  sind.  Nämlich  die  beiden  räumlichen 
Systeme,  in  welchen  die  Ellipsoide  liegen,  lassen  sich  affin  auf 
einander  beziehen,  so  dass  die  Ellipsen  k  und  Atj  in  der  ange- 
nommenen Weise  und  ausserdem  D  und  Dy  einander  entsprechen. 
Auch   die  Mittelpunkte  M  und  My   der  Ellipsen,   welche  zugleich 
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Mittelpunkte  der  Ellipsoide  sind,  entsprechen  dann  einander,  lud 
jeder  Ellipse  des  einen  Ellipsoides,  welche  mit  k  zwei  Punkte  A' 
und  L  gemein  hat  und  deren  Ebene  den  Durchmesser  MI)  ent- 
hält, entspricht  im  zweiten  räumlichen  System  eine  Ellipse,  welche 
mit  &|  die  entsprechenden  Punkte  Ki  und  L^  gemein  hat  und 
deren  Ebene  dui'ch  3/i-Di  geht  Diese  zweite  Ellipse  liegt  aW 
auf  dem  zweiten  Ellipsoid,  weil  sie  mit  einer  Schnittcurve  des- 
selben die  Punkte  D|,  Äi,  L|,  sowie  die  beiden  zu  M^Di  parallelen 
Tangenten  von  ATj   und  Li  gemein  hat. 

Die  Ellipsen  k  und  k^  können  wir  affin  auf  einander  beziehen, 
indem  wir  die  Endpunkte  von  zwei  Paar  conjugirten  Halbmessern 
einander  zuweisen.  Die  Halbmesser  MD  und  M^D^^  sind  aber 
in  Bezug  auf  die  beiden  Ellipsoide  den  Ebenen  von  k  und  k^ 
conjugirt     Daraus  folgt: 

„Um  zwei  Ellipsoide  affin  auf  einander  zu  bezichen,  können 

^wir  die  Endpunkte  von  zwei  Tripeln   conjugirter  Halbmesser 

„derselben  einander  als  entsprechende  Punkte  zuweisen." 
Daraus  aber  folgt  mit  Leichtigkeit  der  Satz: 

;,Alle  Parallelepipeda,   deren  Seitenflächen  ein  Ellipsoid  in 

^den   Endpunkten  von   irgend  drei   conjugirten   Durchmessern 

„berühren,  sind  inhaltsgleich"; 
sie  stehen  zu  dem   Inhalte  des  EUipsoides  in  demselben  Verhält- 
niss,    wie   der   Inhalt   eines   Würfels   zu   demjenigen   einer,  dem 

Würfel    eingeschriebenen  Kugel,    also  wie  8  :     '" .     Zum  Bewei>e 

beziehen  wir  das  Ellipsoid  affin  auf  die  Kugel.  Bezeichnen  wir 
mit  J  den  Inhalt  des  EUipsoides  und  mit  2a^  2b^  2  c  die  von  ilun 
eingeschlossenen  Abschnitte  der  drei  Axen,  so  ergiebt  sich  für  den 
Inhalt  desjenigen  umschriebenen  Parallelepipedons,  dessen  Seiten- 
flächen zu  den  drei  Symmetrieebenen  des  EUipsoides  parallel 
laufen,  8  .  a  .h  ,  c^  und  folglich  ist: 

J  =  —-  abcn. 

Weil  die  Kugel  durch  drei  conjugirte  Durchmesserebenen  in 
acht  gleiche  Theile  zerlegt  wird,  so  gilt  (Seite  54)  dasselbe  vom 
Ellipsoid. 

Um  zwei  einfache  oder  auch  zwei  zweifache  Hyperboloide 
affin  auf  einander  zu  beziehen,  brauchen  wir  nur  die  Curven  H.  Ord- 
nung k  und  A^i,  in  welchen  ihre  resp.  Asymptotenkegel  von  zwei 
beliebigen  Berührungsebenen  der  Flächen  geschnitten  werden,  altin 
aufeinander  zu  beziehen,  und  ausserdem  die  Mittelpunkte  der  beiden 
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Flächen  einander  zuzuordnen.  Ich  übergehe  den  Beweis  dieses 
Satzes,  weil  derselbe  dem  vorigen  ganz  analog  ist;  nur  mache  ich 
darauf  aufmerksam,  dass  die  Punkte,  in  welchen  jene  beiden 
Ebenen  die  Hyperboloide  berühren,  zugleich  die  Mittelpunkte  der 
Curve  k  und  k^  sind  (vergl.  I.  Abth.  Seite  92),  und  folglich  ein- 
ander entsprechen  müssen.  Zwei  Berührungsebenen  eines  zwei- 
schaligeu  Hyperboloides  begrenzen  mit  dem  Asymptotenkegel  zwei 
inhaltsgleiche  Körper. 

Zwei  collineare  räumliche  Systeme  2  und  i*j  heissen  ;,  ähn- 
lich*', wenn  je  zwei  homologe  Winkel  derselben  gleich  sind. 
Folglich  sind  (Seite  52)  auch  je  zwei  einander  entsprechende  ebene 
Systeme  von  2  und  2|  ähnlich,  und  weil  somit  jeder  unendlich 
fernen  Geraden  von  2  eine  solche  von  2|  entspricht,  so  sind 
die  räumlichen  Systeme  affin.  Je  zwei  homologe  Strecken  ähn- 
licher Systeme  stehen  in  constantem  Verhältniss  zu  einander,  wie 
sich  schon  daraus  ergiebt,  dass  dieser  Satz  für  ähnliche  ebene 
Systeme  bereits  bewiesen  ist.  Haben  zwei  ähnliche  räumliche 
Systeme  solche  Lage,  dass  irgend  drei  Gerade  des  einen,  die 
weder  einer  Ebene  parallel,  noch  zu  einander  normal  sind,  mit 
den  ihnen  entsprechenden  Geraden  des  anderen  Systems  parallel 
laufen,  so  müssen  je  zwei  homologe  Gerade  oder  Ebenen  der 
Systeme  parallel  sein,  die  Systeme  haben  ihr  unendlich  fernes 
ebenes  System  entsprechend  gemein,  und  liegen  perspectivisch 
(Seite  27).  Je  zwei  homologe  Punkte  liegen  folglich  mit  einem 
festen  Collineations- Centrum,  dem  ^Aehnlichkeitspunkf,  in  einer 
Geraden. 

Wenn  in  zwei  ähnlichen  räumlichen  Systemen  die  homologen 
Strecken  gleich  sind,  so  nennen  wir  die  Systeme  entweder  „con- 
gnient*'  oder  „symmetrisch".  Bringen  wir  nämlich  die  Systeme 
in  solche  Lage,  dass  sie  einen  Strahlenbündel  entsprechend  gemein 
haben,  so  fallen  entweder  je  zwei  homologe  Punkte  zusammen, 
oder  die  von  ihnen  begrenzte  Strecke  wird  vom  Mittelpunkte  des 
Strahlenbündels  halbiii;.  Im  ersteren  Falle  sind  die  Systeme 
congruent,  im  zweiten  symmetrisch.  Z.  B.  die  Schnittcurve  von 
zwei  concentrischen  Flächen  IL  Ordnung  liegt  symmetrisch  in  Bezug 
auf  den  Mittelpunkt  der  Flächen  und  kann  aus  zwei  nicht  zu- 
sammenhängenden, symmetrischen  Linien  bestehen. 
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Reeiproke  Systeme,  welche  id  eiDaDder  liegeD.    PoIanyslMe  ii 

der  Ebene  nnd  im  Ranme. 


Wenn  zwei  reeiproke  ebene  Systeme  ü  und  i'|  auf  einander 
gelegt  werden,  so  kann  jeder  Punkt  ihrer  Ebene  sowohl  zu  5!  ah 
auch  zu  -tlj  gerechnet  werden ;  ihm  entsprechen  also  zwei  Strahlen, 
einer  in  Z|  und  einer  in  2.  Ebenso  entsprechen  jeder  (ieraden 
der  Ebene  zwei  Punkte,  weil  wir  die  Gerade  zu  jedem  der  reci- 
proken  Systeme  zählen  können.  Es  wird  deshalb  zweckmässig 
sein,  wenn  wir  die  Elemente  der  Ebene  mit  je  zwei  Buch^tabeu 
bezeichnen,  z.  B.  einen  beliebigen  Punkt  mit  A  ö| .  Dem  Punkte 
A  von  ü  entspricht  dann  im  Systeme  l'i  ein  Strahl  ay ;  und  dem 
nämlichen  Punkte,  wenn  wir  ihn  zu  ü|  rechnen  und  mit  l\  be- 
zeichnen, entspricht  in  ü  ein  Strahl  6.  Bei  in  einander  liegenden 
projectivischeu  Punktreihen  haben  wir  früher  untersucht,  ol> 
und  wie  viele  Punkte  der  einen  mit  den  entsprechenden  Punkten 
der  andern  zusammenfallen,  und  unter  welchen  Umständen  die 
Punktreihen  involutorisch  liegen.  Ebenso  wollen  wir  hier  die 
analogen  Fragen  erörtern:  Wie  viele  Punkte  liegen  auf  den 
ihnen  entsprechenden  Geraden?  und  wann  fallen  die  l)eideu 
Geraden,  welche  jedem  Punkte  der  Ebene  entsprechen,  aufein- 
ander V 

Wenn  ein  Punkt  A  By  auf  dem  einen  n^  der  beiden  Strahlen 
liegt,  die  ihm  entsprechen,  so  liegt  er  auch  auf  dem  anderen  i. 
Denn  dem  Punkte  B^  der  Punktreihe  «|  entspricht  in  2l  zufok*- 
der  Definition  der  reciproken  Verwandtschaft  ein  Strahl  h  do> 
Büschels  A,  Ebenso  geht  eine  beliebige  Gerade  pq^  entwetler 
durch  keinen  oder  durch  jeden  der  beiden  Punkte  P^  und  ^'. 
welclie  ihr  entsprechen. 

Projiciren  wir  die  reciproken  Systeme  ü  und  IL^  aus  zwei  bt^ 
liebigen  Punkten  *S'  und  6'j  durch  Strahlenbündel,  so  sind  aucb 
diese  reciprok  und  erzeugen  eine  Fläche  II.  Ordnung.  Je<ler 
Punkt  der  Ebene,  welcher  auf  den  ihm  entsprechenden  Geraden 
'i^*g^  gehört  auch  dieser  Fläche  II.  Ordnung  an,  weil  in  ihm  ein 
Strahl  des  Bündels  S  von  der  entsprechenden  Ebene  des  BündeU 
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Sj  geschnitten  wird.  Umgekehrt  liegt  jeder  Punkt,  welchen  die 
Fläche  IL  Ordnung  mit  der  Ebene  gemein  hat,  auf  den  beiden 
Geraden,  die  ihm  in  den  reciproken  Systemen  2  und  2|  ent- 
sprechen. Je  nachdem  nun  die  Fläche  IL  Ordnung  mit  der  Ebene 
eine  Curve  IL  Ordnung,  oder  zwei  Gerade,  oder  nur  eine  Gerade, 
oder  einen  einzigen  Punkt,  oder  endlich  gar  keinen  reellen  'Punkt 
gemein  hat,  tritt  einer  der  folgenden  Fälle  ein: 

ijWenn  zwei  reciproke  Systeme  in  derselben  Ebene  liegen, 
„so  bilden  die  sämmtlichen  (reellen)  Punkte  der  Ebene,  welche 
„auf  ihren  entsprechenden  Geraden  liegen,  entweder  eine  Curve 
„IL  Ordnung,   oder   ein  System   von  zwei  Geraden,   oder   eine 
„Gerade,   oder  es  giebt  nur  einen  einzigen  oder  endlich  gar 
„keinen  solchen  Punkt.    Zugleich  bilden  die  (reellen)  Strahlen 
„der  Ebene,   welche   durch   die   ihnen   entsprechenden   Punkte 
„hindurchgehen,  entweder  einen  Büschel  IL  Ordnung,  oder  ehi 
„System  von   zwei  Büscheln   I.  Ordnung,   oder  einen  Büschel 
„I.  Ordnung,   oder  es   giebt  nur  einen   einzigen   oder   endlich 
„gar  keinen  solchen  Strahl.^ 
Die  Strahlengebilde,   welche  in  der  zweiten  Hälfte  des  Satzes  ge- 
nannt sind,  entsprechen  den  Punktgebilden  der  ersten  Hälfte  und 
liegen  zu  denselben  in  doppelter  Weise  perspectivisch. 

Im  Allgemeinen  hat  die  Fläche  IL  Ordnung  entweder  gar 
keinen  Punkt  mit  der  Ebene  gemein,  oder  eine  Curve  IL  Ordnung; 
denn  wenn  die  Ebene  zwei  oder  eine  Gerade  oder  nur  einen  Punkt 
der  Fläche  enthält,  so  berührt  sie  die  Fläche,  und  hat  zu  der- 
selben eine  ganz  besondere  Lage.  Von  den  im  Satze  genannten 
Fällen  tritt  also  im  Allgemeinen  entweder  der  erste  oder  der 
letzte  ein,  und  nur  ausnahmsweise  einer  der  übrigen.  So  z.  B. 
werden  wii*  finden,  dass  bei  reciproken  Systemen,  welche  involu- 
torische  Lage  haben,  niemals  diese  besonderen  Fälle  stattfinden 
können. 

Die  involutorische  Lage  reciproker  ebener  Systeme  tritt  dann 
ein,  wenn  jedem  Punkte  der  Ebene  zwei  Gerade  entsprechen, 
welche  zusammenfallen,  wenn  also  jedem  Punkte  eine  Gerade  in 
doppelter  Weise  entspricht.  Dass  diese  involutorische  Lage  mög- 
lich ist,  erhellt  aus  folgendem  Satz: 

„Zwei  reciproke  ebene  Systeme  2  und  2i  liegen  involutorisch, 
„wenn  den  Eckpunkten  -4,  B^  C  eines  Dreiecks  von  2  die  ihnen 
„gegenüber  liegenden  Seiten  a|,  ftj,  q  desselben  Dreiecks  in 
„2|   entsprechen*'  (Fig.  13). 
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Zunächst  leuchtet  ein,  dass  die  Eckpunkte  des  Dreiecks  den 
gegenüber  liegenden  Seiten  in  doppelter  Weise  entsprechen.  Be- 
zeichnen wir  z.  B.  mit  A^  den  zu  2ü|  gehörigen  Schnittpunkt  von 
6|  und  C|,  welcher  mit  dem  Punkte  A  von  ^  zusammenfällt,  so 
entspricht  ihm  in  2  die  Dreiecksseite  a,  welche  die  Eckpunkte  U 
und  C  Verbindet  und  mit  der  Geraden  Oj  von  2L|  zusammenfällt. 
Dem  Strahlenbüschel  AA^  entspricht  folglich  auch  die  Punkt- 
reihe a,  n  in  doppelter  Weise ;  und  da  dem  Strahle  ft  6,  dieses  Büschels 
der  Punkt  B^  B  und  dem  Strahle  c  C|  der  Punkt  C^  C  doj^lt 
entspricht,  so  liegt  der  Büschel  A  A^  involutorisch  zu  der  Punkt- 
reihe a^a  (I.  Abth.  Seite  123).  Jedem  beliebigen  Strahle  des 
Büschels  AAy  muss  also  ein  Punkt  des  geraden  Gebildes  /i|a 
doppelt  entsprechen;  und  ebenso  ergiebt  sich,  dass  jedem  Strahh» 
der  Büschel  BB^  oder  CC|  ein  Punkt  von  resp.  h^b  oder  c,r 
doppelt  entspricht.  Sei  nun  ein  beliebiger  Strahl  pi  oder  p  in 
der  Ebene  gegeben,  so  schneidet  dieser  die  Dreiecksseiten  in  drei 
Punkten,  welchen  drei  Strahlen  der  Büschel  AAy^  BBy  und  CC^ 
doppelt  entsprechen.  Also  muss  auch  dem  Strahle  pi  p  derjenige 
Punkt  PP,  in  doppelter  Weise  entsprechen,  in  welchem  jene  drei 
Strahlen  sich  schneiden;  oder  die  reciproken  Systeme  liegen  in- 
volutorisch. 

Wir  können  die  beiden  involutorisch  liegenden  Systeme  auch 
als  ein  einziges  System  betrachten,  in  welchem  jedem  Punkte  eine 
Gerade  und  jeder  Punktreihe  ein  zu  ihr  involutorisch  liegender 
Strahlenbüschel  ^zugeordnet*'  ist;  wir  nennen  dieses  System  ein 
;, ebenes  Polarsystem''.  Jeder  Punkt  desselben,  welcher  auf  dtr 
ihm  zugeordneten  Geraden  liegt,  soll  ein  „Ordnungspunkt*',  um! 
diese  Gerade  soll  ein  „Ordnungsstrahl''  des  Systems  genannt 
werden.     Dann  lässt  sich  beweisen: 

„Ein  ebenes  Polarsystem  hat  entweder  gar  keine  oder  un- 

„endlich   viele   reelle   Ordnungspunkte    und   Ordnungsstrahlen. 

„Im  letzteren  Falle   erfüllen  die   Ordnungspunkte   eine   Corv«* 

„IL  Ordnung,  welche  von  den  Ordnungsstrahlen  berührt  wird 

„und  die  Ordnungscurve  oder  Directrix  des  Polarsystems  heissf 

Sei  A  (Fig.  14)  ein  Punkt  des  Polarsystems,  welcher  auf  der 

ihm  zugeordneten  Geraden   a  liegt;   dann  muss  jeder  von  A  rrr- 

schiedene  Punkt  B  der  Geraden   a   ausserhalb  der  ihm  zugeonl- 

neten  Geraden  h   liegen,  weil   h  durch  A   geht  und    nicht  mit  n 

zusammenfallen  kann.     Weil  ausserdem  die  Punktreihe  h  zu  dem 

Strahlenbüsdu^l  B  und   folglich   zu   einem  Schnitte   dessellien  in- 
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vohi torisch  liegt,  so  enthält  sie  ausser  A  noch  einen  zweiten 
Ordnungspunkt  C  (L  Abth.  Seite  120).  Das  Polarsystem  enthält 
also  unendlich  viele  Ordnungspunkte,  sobald  ein  solcher  vorhanden 
ist.  Lägen  nun  nWo  diese  Ordnungspunkte  in  einer  Geraden,  so 
würde  keineswegs  auf  einem  beliebigen  Strahle,  welcher  einen 
Ordnungspunkt  A  enthält,  noch  ein  zweiter  Ordnungspunkt  liegen; 
und  erfüllten  sie  zwei  Gerade,  so  würde  einem  beliebigen  Punkte 
A  der  einen  Geraden  ein  Strahl  a  zugeordnet  sein,  welcher  die 
andere  Gerade  in  noch  einem  Ordnungspunkte  schnitte,  während 
doch  jeder  Ordnungsstrahl  a  nur  einen  einzigen  Ordnungspunkt  A 
enthalten  darf.  Die  Ordnungspunkte  des  Systems  erfüllen  sonach 
(Seite  61)  eine  Curve  IL  Ordnung,  und  dieselbe  wird  von  den 
Ordnungf^strahlen  berührt,  weil  jeder  der  letzteren  nur  einen  einzigen 
OrdnuQgspunkt  mit  der  Cuitc  gemein  hat 

Hieraus  ergeben  sich  aufs  Neue  die  Eigenschaften  der  Polarität 
von  Curven  IL  Ordnung;  zugleich  aber  erkennen  wir  die  Möglich- 
keit von  Polarsystemen,  welche  keine  reellen  Ordnungscurven  be- 
sitzen. Auch  auf  diese  Polarsysteme  wollen  wir  nun  die  Bezeich- 
nungen anwenden,  welche  wir  früher  bei  der  Untersuchung  der  Po- 
larität von  Curven  IL  Ordnung  eingeführt  haben.  Namentlich  soll 
im  Polarsystem  jeder  Punkt  der  Pol  der  ihm  zugeordneten  Geraden 
genannt  werden,  und  umgekehrt  jede  Gerade  die  Polare  des  ihr 
zugeordneten  Punktes.  Femer  heissen  zwei  Punkte  des  Polar- 
systems conjugirt,  wenn  jeder  auf  der  Polare  des  andern  liegt^ 
und  zwei  Strahlen,  wenn  jeder  durch  den  Pol  des  andern  geht. 
Endlich  soll  jedes  Dreieck  im  Polarsystem,  dessen  Eckpunkte 
die  Pole  der  gegenüber  liegenden  Seiten  sind,  in  welchem  also 
je  zwei  Eckpunkte  und  je  zwei  Seiten  conjugirt  sind^  ein  ;,Pol- 
(Ireieck^  genannt  werden. 

^In   einem   ebenen  Polarsystem   sind   unendlich   viele   Pol- 

„dreiecke  enthalten." 
Man  construirt  ein  Poldreieck,  indem  man  auf  einer  beliebigen 
Geraden  a  (Fig.  13),  die  nicht  durch  ihren  Pol  A  geht,  irgend 
einen  Punkt  B  annimmt,  welcher  nicht  auf  seiner  Polare  b  liegt, 
und  endlich  noch  den  Schnittpunkt  C  der  Geraden  a  und  b  be- 
stimmt. Da  C  der  Pol  von  A B  ist,  so  ist  das  Dreieck  ABC  ein 
Poldreieck. 

„Zwei  beliebige  Poldreiecke  ABC  und  DEF  eines  ebenen 

»Polarsystems    sind    einer  Curve    IL  Ordnung    eingeschrieben 

;,und  einer  anderen  umschrieben." 


i 
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Der  früher  (I.  Abth.  Seite  122)  gegebene  Beweis  dieses  Satzes  gilt 
nämlich  auch  für  den  Fall,  dass  das  Polars^'stem  keine  Ordnungs- 
curve  hat 

«Wird  in  einer  Ebene  ein  beliebiges  Dreieck  ABC  als 
^ Poldreieck  angenommen,  und  ausserdem  irgend  einem  Punkte 
„P  (Fig.  13),  welcher  auf  keiner  Seite  des  Dreiecks  liegt,  eine 
^Gerade  p  zugeordnet  welche  durch  keinen  Eckpunkt  desselben 
,geht,  so  ist  dadurch  ein  ebenes  Polarsystem  bestimmt^ 

Wir  können  und  müssen  nämlich  die  beiden  Systeme,  aus  welchen 
das  Polarsystera  gebildet  wird,  reciprok  so  auf  einander  beziehen, 
dass  den  vier  Punkten  A^  ß,  C\  P  des  einen  die  resp.  Geraden 
BC^  CA^  AB,  p  des  anderen  entsprechen.  Dann  haben  (Seite 61) 
diese  beiden  Systeme  involutorische  Lage,  wie  verlangt  wird. 

„Wenn  das  Polarsystem  eine  Ordnungscurve  hat,  so  schliesst 
„diese  von  jedem  Poldreieck  ABC  einen  Eckpunkt  ein  und 
^die  beiden  anderen  Eckpunkte  aus.*^ 

Liegt  nämlich  der  Eckpunkt  A  innerhalb  der  Ordnungscun'e,  so 
liegen  alle  Punkte  seiner  Polare  BC  ausserhalb  derselben;  und 
liegt  A  ausserhalb  der  Curve,  so  wird  diese  von  der  Polare  BC 
geschnitten,  und  je  zwei  conjugirte  Punkte  dieser  Polare,  wie  z.  B. 
B  und  6\  sind  folglich  durch  die  Curve  harmonisch  getrennt,  so 
dass  einer  derselben  innerhalb,  der  andere  ausserhalb  der  Curve  liegt. 

Um  zu  entscheiden,  ob  ein  gegebenes  Polarsystem  eine  Ord- 
nungscurve hat  oder  nicht,  brauchen  wir  hiernach  nur  zu  unter- 
suchen, ob  zwei  von  den  Seiten  irgend  eines  Poldreiecks  Ord- 
nungspunkte enthalten  oder  nicht,  oder  was  dasselbe  ist,  ob  die 
Punktreihen,  welche  in  diesen  Seiten  liegen,  zu  den  ihnen  zu- 
geordneten Strahlenbüscheln  entgegengesetzt  oder  einstimnnig  in- 
volutorisch  liegen  (L  Abth.  Seite  120).  Die  Aufgabe,  von  einem 
Polarsystem  die  Ordnungscurve  zu  construiren,  gehört  zu  den- 
jenigen zAveiten  Grades  und  ist  leicht  zu  lösen  mittelst  der  Con- 
struction,  durch  welche  in  einer  involutorischen  Punktreihe  die 
Ordnungspunkte  gefunden  werden. 

„Durch  ein  einfaches  ebenes  Fünfeck  ABCDR  ist  ein 
^Polarsystem  bestimmt,  in  welchem  jede  Seite  des  Fünfecks 
„die  Polare  des  ihr  gegenüberliegenden  Eckpunktes  ist^ 

Ist  nämlich  F  der  Schnittpunkt  von  A  B  und  CZ>,  so  können  wir 
ADF  als  Poldreieck  eines  Polarsystems  auffassen,  in  welchem 
E  der  Pol  von  BC  ist;  in  diesem  völlig  bestimmten  Polarsysteuie 
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sind  A^  B,  C  und  D  die  Pole  der  ihnen  gegenüberliegenden  Fünf- 
eckseiten IJD,  DE,  EA  und  AB, 

Projiciren  wir  ein  ebenes  Polarsystem  ü  aus  einem  beliebigen 
Punkte  iS,  welcher  nicht  in  IS  liegt,  so  erhalten  wir  einen  „polaren 
Strahlenbündel".  Jedem  Strahle  des  Bündels  iS  ist  eine  Ebene 
desselben  zugeordnet,  und  umgekehili.  Hat  das  ebene  Polarsystem 
eine  Ordnungscurve,  so  wird  dieselbe  durch  eine  Kegelfläche 
IL  Ordnung  projicirt,  welche  die  „ Ordnungsfläche ^  oder  „Directrix^ 
des  polaren  Strahlenbündels  genannt  wird.  Je  zwei  Strahlen  oder 
Ebenen  des  Bündels  sind  conjugirt,  wenn  sie  in  Bezug  auf  die 
Ordnungsfläche  desselben  conjugirt  sind,  und  ui^ekehrt. 

Unter  den  polaren  Strahlenbündeln  verdient  der  „rechtwinklige'^ 
hervorgehoben  zu  werden;  in  demselben  ist  jeder  Strahl  zu  der 
ihm  zugeordneten  Ebene  normal,  und  schneiden  sich  je  zwei  con- 
jugirte  Strahlen  oder  Ebenen  rechtwinklig.  Da  zwei  beliebige 
Poldreikante  eines  polaren  Strahlenbündels  einer  Kegelfläche  zweiter 
Ordnung  eingeschrieben  und  einer  anderen  umschrieben  sind, 
so  ergiebt  sich  für  den  rechtwinkligen  Bündel: 

„Zwei    rechtwinklige    Dreikante,    deren    Mittelpunkte    zu 
„sammeuf allen,  sind  einer  Kegelfläche  IL  Ordnung  eingeschrieben 
„und  einer  anderen  umschrieben.^ 
Man   kann    hieraus    den   Satz    ableiten,    dass    einer    Kegelfläche 
IL  Ordnung   entweder    keine    oder   unendlich    viele  rechtwinklige 
Dreikante  um-  oder  auch  eingeschrieben  werden  können. 

Wir  wollen  jetzt  für  zwei  reciproke  räumliche  Systeme  ana- 
loge Untersuchungen  ausführen  wie  diejenigen,  welche  soeben  für 
reciproke  ebene  Systeme  beendigt  wurden.  Die  bisher  gewonnenen 
Kesultate  werden  uns  dabei  von  wesentlichem  Nutzen  sein.  Wir 
schliessen  bei  dieser  Untersuchung  den  besonderen  Fall  vorläufig 
aus,  in  welchem  jede  Ebene  des  einen  Systems  durch  den  ihr 
entsprechenden  Punkt  des  anderen  hindurchgeht;  dieser  interessante 
Fall  wird  den  Gegenstand  des  nächsten  Vortrages  bilden. 

Sei  nun  a  eine  beliebige  Ebene  des  einen  räumlichen  Systems  2, 
welche  nicht  durch  den  ihr  entsprechenden  Punkt  Ay  des  anderen 
Systems  2,  hindurchgeht.  Dann  entspricht  dem  ebenen  System 
a  von  2  ein  zu  ihm  reciproker  Strahlenbündel  A^  von  Sj.  Wir 
können  diesen  Bündel  durch  die  Ebene  a  in  einem  zweiten  ebenen 
System  ct.  schneiden,  welches  'dann  auch  zu  dem  ersten  m  a 
liegenden  System  reciprok  ist.  Jeder  Punkt  von  a,  welcher  m  der 
ihm  entsprechenden  Geraden  von  a,   lie^'t,  ist  auch  aut  der  ihm 

Keypy  Geometrie  der  Lage.    II.    2.  Aufl. 
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entsprechenden  Ebene  des  Bündels  A^  entlialten,  und  ausserdem 
wissen  wir  bereits,  dass  alle  solche  Punkte,  wenn  überhaupt  deren 
in  a  vorkommen,  eine  Curve  IL  Ordnung  bilden,  welche  auch  in 
zwei  Gerade  zerfallen,  oder  sich  auf  eine  Gerade  oder  auf  einen 
einzigen  Punkt  reduciren  kann. 

Sei  ferner  ß  eine  Ebene  von  2,  welche  durch  den  ihr  ent- 
sprechenden Punkt  i5|  von  Sj  hindurchgeht.  Rechnen  wir  al>- 
dann  dieselbe  Ebene  zu  1']  und  bezeichnen  sie  demgemäss  etwa 
mit  Y|,  so  entspricht  ihr  in  2  ein  Punkt  C,  welcher  auf  ß  liegen 
muss,  weil  71  durch  B^  hindurchgeht.  Dem  Strahlenbüschel  C 
von  2,  welcher  ^n  der  Ebene  ß  liegt,  entspricht  in  2i  ein  ihm 
projectivischer  Strahlenbüschel  der  mit  ß  identischen  Ebene  71 . 
dessen  Mittelpunkt  B^  ist.  Diese  Strahlenbüschel  erzeugen  eine 
Curve  IL  Ordnung,  welche  jedoch  in  zwei  Gerade  zerfallen  kann, 
und  von  welcher  jeder  Punkt  auf  den  ihm  entsprechenden  Ebenen 
der  reciproken  räumlichen  Systeme  liegt.  Denn  sei  P  derjenige 
Punkt,  in  welchem  ein  beliebiger  Strahl  p  des  Büschels  C  von 
dem  entsprechenden  Strahle  p^  der  Ebene  ^i  geschnitten  wird, 
so  entspricht  diesem  Punkte  P  des  Strahles  /;  eine  Ebene  -|  ih> 
Systems  ISj,  welche  durch  den  Strahl  py  und  damit  auch  durch 
den  Punkt  P  selbst  hindurchgeht.     Hieraus  folgt: 

;,Der  Ort  aller  Punkte  des  Itaumes,  welche  auf  den  ihnen 
^entsprechenden  Ebenen  der  reciproken  Systeme  liegen,  ist 
.,eine  Fläche  IL  Ordnung;  und  alle  Ebenen,  welche  durch  die 
„ihnen  entsprechenden  Punkte  gehen,  bilden  einen  Ebeueu- 
^bündel  IL  Ordnung.** 

Denn  wir  haben  bewiesen,  dass  der  geometrische  Ort  dieser 
Punkte  mit  jeder  beliebigen  Ebene  a  oder  ß,  welche  überhaupt 
solche  Punkte  enthält,  eine  Curve  IL  Ordnung,  oder  zwei  Gerade, 
oder  eine  Gerade,  oder  endlich  einen  einzigen  Punkt  gemein  hat. 
und  diese  Eigenschaft  kommt  nur  der  Fläche  IL  Ordnung  eu. 
Der  Ebenenbündel  IL  Ordnung,  welcher  in  der  zweiten  Hälfte  des 
Satzes  genannt  wurde,  entspricht  in  jedem  der  reciproken  Systeme 
jener  Fläche  IL  Ordnung.  Durch  unseren  Satz  ist  die  Möghcli- 
keit  nicht  ausgeschlossen,  dass  kein  reeller  Punkt  des  Kaumt*> 
auf  den  ihm  entsprechenden  Ebenen  liege;  auch  kann  die  Fläche 
H.  Ordnung  bei  besonderer  Lage;  der  reciproken  Systeme  in  z'k^i 
Ebenen  zerfallen. 

.,Zwei  reciproke  räumliche  Systeme  ü  und  ü|  liegen  involii- 
^torisch,   wenn   den  Eckpunkten  -1,  7i,   (\  1)   eines  Tetraetlern 
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^von  2  die  ihnen  gegenüber  liegenden  Seitenflächen  0|,  ß|,  yi,  ßi 
^desselben  Tetraeders  in  2|  entsprechen.^ 

Dem  Schnittpunkte  der  Ebenen  ß,,  7,,  6j,  d.  h.  dem  Punkte 
A  von  2!|,  entspricht  auch  in  2  die  Ebene  BCD  oder  a|,  und 
ebenso  entspricht  jedem  anderen  Eckpunkte  des  Tetraeders  die 
gegenüber  liegende  Seitenfläche  in  doppelter  Weise.  Daraus  folgt, 
dass  das  ebene  System  a|  zu  dem  ihm  reciproken  Strahlenbündel 
A  involutorisch  liegt;  denn  es  hat  (Seite  (51)  zu  einem  Schnitt 
demselben  involutorische  Lage.  Jedem  Punkte  oder  Strahle  von 
o[|  (und  ebenso  von  p|,  71  oder  Si)  entspricht  also  eine  Ebene 
oder  ein  Strahl  von  A  (resp.  von  J3,  C  oder  D)  in  doppelter  Weise. 
Und  folglich  muss  jeder  beliebigen  Ebene,  welche  von  a| ,  ßi ,  71 ,  8| 
in  irgend  vier  Geraden  geschnitten  wird,  derjenige  Punkt  doppelt 
entsprechen,  welcher  aus  A^  -B,  C,  D  durch  die  entsprechenden 
vier  Strahlen  projicirt  wird. 

Wir  können  die  involutorisch  liegenden  räumlichen  Systeme 
2  und  2|  als  ein  einziges  System  betrachten,  in  welchem  jedem 
Punkte  eine  Ebene  und  jeder  Geraden  eine  Gerade  zugeordnet 
ist.  DieseS'  System  wird  ein  ^räumliches  Polarsystem"  genannt, 
und  jeder  Punkt  heisst  der  Pol  der  ihm  zugeordneten  Ebene,  jede 
Gerade  oder  Ebene  heisst  die  Polare  des  ihr  zugeordneten  Strahles 
resp.  Punktes.  Wenn  das  Polarsystem  Punkte  enthält,  die  auf 
ihren  Polarebenen  liegen,  so  sind  dieselben  (Seite  66)  auf  einer 
Fläche  II.  Ordnung  enthalten,  der  sogenannten  „Ordnungsfläche'' 
oder  Directrix  des  Polarsystems.  Dass  umgekehrt  durch  eine 
Fläche  II.  Ordnung,  welche  keine  Kegelfläche  ist,  ein  räumliches 
Polarsystem  bestimmt  wird,  dessen  Directrix  jene  Fläche  ist,  zeigen 
die  Entwickelungen  des  sechsten  Vortrages.  Die  dort  (Seite  40) 
f^egebene  Definition  conjugirter  Punkte,  Strahlen  und  Ebenen  soll 
hinfort  für  jedes  räumliche  Polarsystem  gelten,  auch  wenn  das- 
selbe keine  Ordnungsfläche  besitzt. 

Im  räumlichen  Polarsystem  soll  ferner  jedes  Tetraeder,  dessen 
Eckpunkte  die  Pole  der  gegenüberliegenden  Seitenflächen  sind,  ein 
, Pol-Tetraeder"^  genannt  werden;  von  demselben  sind  je  zwei 
Eckpunkte  conjugirt,  und  ebenso  je  zwei  Seitenflächen  oder  Kanten. 
Im  räumlichen  Polarsystem  sind  unendlich  viele  ebene 
Polarsysteme,  polare  Strahlenbündel  und  Pol-Tetraeder 
enthalten.  Weil  nämlich  jeder  Strahlenbündel  A,  dessen  Mittel- 
punkt ausserhalb  des  ihm  zugeordneten  ebenen  Systems  a  liegt, 
zu  dem  letzteren  reciprok  ist  und  involutorisch  liegt,  so  erscheint 
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die  Ebene  a  als  Träger  eines  Polarsystems,  in  welchem  jedem 
Punkte  die  ihm  conjugirte  Gerade  zugeordnet  ist;  und  ebenen 
erscheint  der  Punkt  A  als  Mittelpunkt  eines  polaren  Strahlen- 
bündeis.  Jedes  Poldreieck  des  ebenen  Polarsvstems  wird  au^ 
dem  Punkte  A  durch  ein  „Poldreikant^  des  polaren  Strahlen- 
bündels projicirt,  und  bildet  mit  diesem  ein  Pol-Tetraeder  de'* 
räumlichen  Polarsystems.  Jedes  ebene  Polarsystem  a,  welches 
dem  räumlichen  angehört,  hat  auch  dann  einen  ^Mittelpunkt^  und 
^Durchmesser",  wenn  es  keine  Ordnungscurve  besitzt.  Der  Mittel- 
punkt ist  der  unendlich  fernen  Geraden  des  Polarsystems  a  zu- 
geordnet, und  jeder  Durchmesser  einem  unendlich  fernen  Punkte 
von  a.  Die  Durchmesser  sind  paarweise  conjugirt,  und  zwei  der- 
selben stehen  ausserdem  auf  einander  senkrecht  und  heissen  die 
;,Axen"  des  Polarsystems  a.  Ebenso  sollen  die  drei  conjugirten 
Strahlen  des  polaren  Strahlenbündels  A,  welche  paarweise  au! 
einander  senkrecht  stehen,  die  ..Hauptaxen"  des  Bündels  A  genannt 
werden,  auch  wenn  der  Bündel  keinen  Ordnungskegel  besitzt. 

„Wird  ein  Tetraeder  AB  CD  als  Pol-Tetraeder  angenommen 
„und  noch  irgend  einem  Punkte  A\  welcher  auf  keiner  Fläche 
„des  Tetraeders  liegt,  eine  Ebene  £  zugeordnet,  welche  durch 
„keinen  Eckpunkt  des  Tetraeders  geht,  so  ist  dadurch  ein 
^räumliches  Polarsystem  bestimmt." 

Wir  können  nämlich  zw(»i  räumliche  Systeme  reciprok  so  aufein- 
ander beziehen,  dass  den  fünf  Punkten  A,  /i,  (\  A  E  die  resp.  Ebenen 
HCl),  CDA,  J)An,  ABC  und  s  entsprechen  (Seite  22'.  Di«' 
beiden  Systeme  liegen  alsdann  involutorisch  (Seite  6G)  und  bilden 
zusammen  das  Polarsvsteni. 

Das  Polarsystem   in   der  Ebene  s,    welches   zu   diesem  riimn- 

lichen  Polarsysteme  gehört,    ist  durch  den  Schnitt  der  Ebene  mit 

dem  vollständigen  räumlichen  Fünfeck  ABCDK  völlig  bestimmt. 

Nämlich  jede  der  zehn   Kanten  ^1  B,   A  C  ,  ,  .,   D  E  dieses  Fünt- 

ecks  ist  in  dem  räumlichen  Polarsysteme  der  ihr  gegenüberliegenden 

Fläche  CDE,    BDE,  .  ,  .,  ABC  c(mjugirt,  und  je  zwei  einander 

gegenüberliegcMide    Elemente    des   Fünfecks    gehen    deshalb   durch 

zw(4  einander  zugeordnete  Elemente  des  ebenen  Polarsvstems.  AU»: 

.,Die  zehn  Pnar  einander  gegenüberliegenden  Elemente!  Kanten 

„und    Flächen)   eines   räumlichen    Fünfecks   werden   von  einer 

„beliebigen,   durch  keinen  Eckpunkt  gehenden  Ebene  in  zehn 

^Paar  einander  zugeordneten  F^lementen  (Polen   und  Polaren 

„eines  ebenen  Polarsvstems  jjeschnltten."^ 
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Die  Schnittfigui*  besteht  aus  10  Punkten  und  10  Geraden;  auf 
jeder  der  letzteren  liegen  drei  von  den  10  Punkten,  und  durch 
jeden  von  diesen  gehen  drei  von  den  10  Geraden.  Projicirt  man 
drei  von  den  Eckpunkten  des  Fünfecks  aus  den  beiden  übrigen 
auf  die  Schnittebene,  so  erhält  man  zwei  perspectivische  Dreiecke, 
und  überzeugt  sich  leicht,  dass  die  Configuration  der  10  Punkte 
und  10  Geraden  identisch  ist  mit  einer  früher  beschriebenen 
(I.  Abth.  Seite  4).  Das  von  vier  der  fünf  Eckpunkte  gebildete 
Tetraeder  wird  von  der  Ebene  in  einem  Polvierseit  des  ebenen 
Polarsystems  geschnitten  (vgl.  I.  Abth.  Seite  191);  seine  Projection 
iu  der  Ebene  aus  dem  fünften  Eckpunkte  ist  ein  Polviereck  des 
ebenen  Polarsystems,  und  zwar  gehen  die  sechs  Seiten  dieses 
Polvierecks  durch  die  sechs  Eckpunkte  jenes  Polvierseits. 

Zwei  Ebenenbüschel  mit  nicht  conjugirten  Axen  sind  projecti- 
visch,  wenn  jeder  Ebene  des  einen  die  ihr  conjugirte  Ebene  des 
anderen  entspricht  (vgl.  Seite  41).  Sind  nun  AB  CD  und  EFGH 
zwei  beliebige  Poltetraeder  eines  räumlichen  Polarsystems,  so  ist 
folglich  AB{CDGH)  7^  EF(DCHG);  denn  z.B.  den  Ebenen 
ABC  und  ABH  sind  die  resp.  Ebenen  EFD  und  EFG  con- 
jugirt,  weil  D  und  H  die  Pole  von  ABC  und  EFG  sind.  Da 
nun  EF(PCHG)  n  EF(CDGH)  ist  (I.  Abth.  Seite  122),  so  er- 
giebt  sich  AB  (CD  GH)  n  EF{CDGH),  oder: 

^Die  Eckpunkte  von  zwei  Poltetraedern  eines  räumlichen 
, Polarsystems  können  mit  je  zwei  nicht  conjugirten  Kanten 
,der  Tetraeder  durch  eine  geradlinige  Fläche  IL  Ordnung  ver- 
„bunden  werden.^ 


Zehnter  Vortrag. 

Das  Nnllsystem  und  der  lineare  Strahleneomplex. 


Wenn  zwei  reciproke  räumliche  Systeme  solche  Lage  haben, 
dass  jede  Ebene  des  einen  durch  den  ihr  entsprechenden  Punkt 
des  anderen  geht,  so  liegen  sie  involutorisch  und  bilden  zusammen 
ein  sogenanntes  Nullsystem.  Zunächst  nämlich  leuchtet  ein,  dass 
keine  Gerade  g  des  einen  Systems  von  der  entsprechenden  ^j  des 
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anderen  gesclinitton  wird;  denn  sonst  würden  nicht  alle,  «ondern 
nur  zwei  Punkte  der  Punktreihe  g  auf  den  entsprechenden  Ebenen 
des  Büschels  jf,  liegen:  der  Punkt  gg^  und  derjenige  Punkt, 
welchem  die  Ebene  gi  g  entspricht.  Zwei  homologe  Strahlen  g,  g^ 
der  reciproken  Räume  sind  demnach  entweder  zu  einander  wind- 
schief, oder  sie  fallen  zusammen.  Nun  entsprechen  aber  allen 
Strahlen  eines  Punktes  P  die  Strahlen  einer  durch  P  gehenden 
Ebene  ir| ;  die  in  dieser  Ebene  liegenden  Strahlen  von  P  fallen 
folglich  mit  den  ihnen  entsprechenden  zusammen,  weil  sie  mit 
ihnen  in  der  Ebene  7T|  liegen.  Dem  Schnittpunkte  P  dieser  sich 
selbst  entsprechenden  Geraden  muss  somit  die  Verbindungsebene  ttj 
der  Geraden  doppelt,  d.  h.  in  jedem  der  beiden  reciproken  Räume, 
entsprechen. 

Weil  demnach  die  reciproken  räumlichen  Systeme  involutorisch 
liegen,  so  können  sie  als  ein  einziges  System  aufgefasst  werden, 
dessen  Elemente  paarweise  einander  zugeordnet  sind.  Wir  nennen 
mit  Möbius  und  v.  Staudt  dieses  involutorische  System  ein 
;, Nullsystem ^ ;  jedem  Punkte  desselben  ist  eine  Ebene  als  Polare 
oder  ^Nullebene"  zugeordnet,  jeder  Ebene  ein  Punkt  als  Pol  oder 
„Nullpunkt*^,  und  jeder  Geraden  eine  Gerade  als  Polare.  Das 
Nullsystem  hat  demnach  u.  A.  folgende  Eigenschaften: 

j,Im  Nullsystem  geht  jede  Ebene  durch  ihren  Pol  und  liegt 
„jeder  Punkt  in   seiner  Polarebene;  jede  Gerade,   welche  mit 
^ihrer  Polare  in   einer   Ebene  liegt,    lallt  mit  derselben  zu- 
^sammen;    jede   Punktreihe    liegt    zu    dem    ihr   zugeordneten 
^Ebenenbüschel   i)erspectivisch ;    jedes   ebene   System  hat  mit 
„dem  ihm  zugeordneten  Strahlenbündel  einen  Strahlenbüschel 
„entsprechend  gemein  und  ist  zu  ihm  reciprok.** 
Jede    sich    selbst    zugeordnete  Gerade    soll   ein   „Leitstrahl" 
des  ^ullsystems  heissen.     Für  diese  Leitstrahlen  gilt  der  Satz: 
„Alle  durch   einen  Punkt  P  gehenden   oder  aber  in  einer 
„Ebene  s  liegenden  Leitstrahlen  des  Nullsystems  bilden  einen 
„Strahlenbüschel  erster  Ordnung''; 
denn   sie  liegen   in  der  Nullebene  von  P  resp.   gehen   durch  den 
Nullpunkt  von   e.     Die   Gesammtheit  der  Leitstrahlen  des  Null- 
systems  führt   deshalb    den    Namen   ^linearer   Strahlencomplex". 
Zwei  sich  schneidende  Strahlen  dieses  Complexes  liegen  allemal 
in   einem   Büschel  L  Ordnung,   dessen   sämmtliche   Strahlen  dem 
Complex  angehören. 

Sind  a  und  a|  zwei  einander  zugeordnete  windschiefe  Gerade^ 
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so   liegt  jeder  Punkt  der  einen  in  der  ihm  zugeordneten  Ebene 
der  anderen;  daraus  aber  folgt: 

;,  Jeder  Strahl,  welcher  zwei  einander  zugeordnete  windschiefe 
„Gerade  a,  o,  schneidet,  ist  ein  Leitstrahl  des  Nullsystems; 
„und  jeder  Leitstrahl,  welcher  eine  Gerade  a  schneidet,  muss 
„auch  mit  der  Polare  oj  dieser  Geraden  in  einer  Ebene  liegen. 
„Zwei  Paar  zugeordnete  Gerade  des  Nullsystems,  die  sich  nicht 
„wechselsweise  schneiden,  liegen  folglich  in  einer  Regelschaar, 
„deren  Leitschaar  aus  Leitstrahlen  des  Nullsystems  besteht 
„und  dem  linearen  Strahlencomplex  angehört.  Drei  windschiefe 
„Strahlen  des  linearen  Gomplexes  bestimmen  eine  in  dem 
„Complex  enthaltene  Regelschaar^; 
denn  die  sie  schneidenden  Geraden  sind  in  dem  Nullsysteme  paar- 
weise einander  zugeordnet. 

Zwei  Paar  zugeordnete  Gerade  a,  a,  und  6, 6|  des  Nullsystems 
schneiden  eine  beliebige  Ebene  in  zwei  Punktenpaaren,  die  auf 
zwei  durch  den  Nullpunkt  der  Ebene  gehenden  Leitstrahlen  liegen; 
durch  a,  öj  und  ä,  h^  ist  also  der  Nullpunkt  jeder  Ebene  und 
ebenso  die  Nullebene  jedes  Punktes  bestimmt. 

„Durch  ein  einfaches  räumliches  Fünfeck  ABC  DE  ist  ein 
„Nullsystem  bestimmt,  in  welchem  jede  der  fünf  Kanten  desFünf- 
„ecks  sich  selbst  und  folglich  jeder  Eckpunkt  der  Ebene  zugeordnet 
„ist,  die  ihn  mit  den  beiden  benachbarten  Eckpunkten  verbindet.** 
Beziehen  wir  nämlich  zwei  räumliche  Systeme  reciprok  auf  ein- 
ander, sodass  den  Punkten  A^  ß,  6',  -D,  E  des  einen  die  resp. 
Ebenen  EA  i?,  ABC\  B  CD,  CDE,  DEA  des  anderen  entsprechen, 
so  entspricht  die  Kante  AB  und  ebenso  jede  andere  Kante  sich 
selbst;  denn  AB  ist  einerseits  die  Verbindungslinie  der  Punkte  A 
und  jB,  anderseits  die  Schnittlinie  der  ihnen  entsprechenden  Ebenen 
EAB  und  ABC,  Wenn  nun  die  beiden  reciproken  Systeme  kein 
XuUsystem  zusammen  bildeten,  so  müsste  der  Ort  aller  Punkte, 
die  auf  ihren  entsprechenden  Ebenen  liegen,  eine  durch  die  fünf 
Kanten  des  Fünfecks  gehende  Fläche  IL  Ordnung  sein  (Seite  66) ; 
diese  Fläche  aber  würde  mit  einer  beliebigen  Ebene  des  Fünfecks, 
z.  B.  mit  A  B  6',  zwei  Gerade  A  B  und  B  C,  ausserdem  aber  einen 
auf  DE  liegenden  Punkt  gemein  haben,  was  unmöglich  ist.  Die 
reciproken  Systeme  bilden  also  wirklich  ein  Nullsystem. 

„Durch  drei  windschiefe  Gerade  g^  gi^  l  ist  ein  Nullsystem 
^bestimmt,  in  welchem  g  und  g^  einander  zugeordnet  sind 
„und  l  ein  Leitstrahl  ist." 
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Legen  wir  nämlich  durch  15^1  zwei  beliebige  Ebenen  ^|  AE  und  <^|  CD. 
welche  mit  g  die  Punkte  A  und  C,  mit  /  aber  die  Punkte  E  und  D 
gemein  haben,  und  bezeichnen  ferner  mit  B  einen  beliebigen 
Punkt  von  jf|,  so  sind  die  Kanten  des  einfachen  räumlichen  Fünf- 
ecks ABCDE  fünf  Leitstrahlen  des  NuUsyst^ras.  In  demselben 
ist  auch  die  Kante  DE  oder  l  ein  Leitstrahl,  und  der  Geraden 
A  C  oder  g  ist  die  Schnittlinie  g^  der  Fünfeckebenen  EA  B  und 
BCD  zugeordnet.  —  Um  direct  mittelst  der  drei  Geraden  g^g\J 
von  einem  Punkt  P  die  Nullebene  zu  construiren,  bestimme  man 
zunächst  den  Nullpunkt  der  Ebene  Pi\  derselbe  liegt  auf  /  und 
mit  den  beiden  Punkten,  in  welchem  g  und  gi  die  Ebene  treffen, 
in  einer  Geraden.  Der  Leitstrahl,  welcher  diesen  Nullpunkt  mit  /' 
verbindet,  liegt  mit  demjenigen,  in  welchem  die  Ebenen  Pg  und 
Pg^  sich  schneiden,  in  der  gesuchten  Nullebene  des  Punktes  P. 
„Fünf  beliebige  Gerade  a,  6,  r,  d,  e  bestimmen  im  All- 

^gemeinen  ein  Nullsystem,  von  welchem  sie  Leitstrahlen  sind. 

„also  auch  einen  sie  enthaltenden  linearen  Strahl encomplex.' 
F^s  giebt  nämlich  im  Allgemeinen  zwei  und  nur  ZAvei  Gerade  5/,  j|. 
welche  die  vier  Geraden  a,  6,  c,  d  schneiden;  dieselben  sind  in 
dem  Nullsystem  einander  zugeordnet  und  bestimmen  dasselbe  in 
Gemeinschaft  mit  dem  Leitstrahle  e,  falls  sie  zu  einander  und  zu  t 
windschief  sind.  Wenn  diese  beiden  Geraden  nicht  reell,  und 
folglich  a,  6,  c,  d  (und  e)  zu  einander  windschief  sind,  so  be- 
stimmen a,  6,  e  und  c,  d,  e  zwei  Regelschaaren,  welche  aus  Leit- 
strahlen des  zu  ermittelnden  Nullsystems  bestehen.  Greift  man 
aus  diesen  beiden  Regeischaaren  zwei  Strahlenpaare  a\  b'  und  b\  d\ 
heraus,  welche  von  irgend  einer  Geraden  g  und  also  noch  von 
einer  anderen  Geraden  g^  geschnitten  werden,  so  bestimmen  a\ 
6^  c',  d*  und  e  oder  auch  g^  gy  und  e  auf  die  vorhin  angegebene 
Weise  das  Nullsystem.  Ausnahmen  erleidet  der  Satz,  wenn  von  den 
fünf  Geraden  a,  h,  c,  J,  e  drei  in  einer  Ebene  oder  in  einem 
Strahlenbündel,  oder  aber  vier  in  einer  Regelschaar  liegen;  de>- 
gleichen,  wenn  sie  alle  von  einer  Geraden  g  geschnitten  werden. 
„Ein  Nullsystem  ist  auch   bestimmt   durch  zwei  Paar  zu- 

„geordnete  Gerade  p^  />j    und   7,  ^j,  die  in  einer  Regelschaar 

.,liegen.^ 
Sind  nämlich  a,  6,  c  drei  Leitstrahlen  dieser  Regelschaar,  und  </.  r 
zwei  Gerade,   von  denen  die  eine  p  und  />j,  die  andere  7  und  71 
schneidet,    so   hat   das   NuUsystcm   die   Geraden  a,   6,   r,  ^,  e  zu 
Leitstrahlen    und    ist    audi    durch    sie   bestimmt.    —    Wenn  eine 
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Gerade  die  Regelschaar  ppiQ  beschreibt,  so  beschreibt  die  ihr  zu- 
geordnete Gerade,  indem  auch  sie  die  drei  Leitstrahlen  a,  6,  c 
beständig  schneidet,  die  Regelschaar  PiP^i;  diese  beiden  Regel- 
schaaren  aber  sind  projectivisch  und  liegen  involutorisch.  Statt 
des  letzten  Satzes  können  wir  demnach  auch  sagen: 

^Durch  eine  involutorische  Regelschaar  ppi  .  qqi  ist  ein 
^dieselbe  enthaltendes  Nullsystem  bestimmt." 

Das  Involutionscentrum  der  involutorischen  CuiTe  IL  Ordnung, 
in  welcher  die  Regt^lschaar  von  einer  beliebigen  Ebene  geschnitten 
wird,  ist  der  Nullpunkt  dieser  Ebene;  und  die  Involutionsebene 
des  involutorischen  Ebenenbüschels  IL  Ordnung,  durch  welchen 
die  Regelschaar  aus  irgend  einem  Punkte  projicirt  wird,  ist  die 
Nullebene  dieses  Punktes.  Im  Nullsysteme  sind  unendlich  viele 
involutorische  Regeischaaren  enthalten. 

Der  durch  fünf  windschiefe  Strahlen  a,  6,  c,  d,  e  gehende 
lineare  Strahlencomplex  enthält  die  zehn  Regeischaaren  abc, 
nhd^  .  .  .,  cde,'  sowie  alle  Regeischaaren,  welche  durch  drei  be- 
liebige Strahlen  dieser  zehn  Schaaren  gehen.  Durch  fortgesetzte 
Construction  solcher  Regeischaaren  kann  man  zu  allen  Sti-ahlen 
des  Complexes  gelangen.  Wenn  die  fünf  windschiefen  Strahlen 
eine  Gerade  g  schneiden,  sonst  aber  von  einander  unabhängig  sind, 
so  erhält  man  auf  diese  Weise  einen  singulären  linearen  Complex, 
w^elcher  aus  allen,  die  Gerade  g  schneidenden  Strahlen  besteht;  die 
Complexstrahlen  sind  aber  in  diesem  Falle  nicht  Leitstrahlen  eines 
Nullsystems. 

Alle  Geraden  und  Ebenen,  deren  Polaren  und  Pole  unendlich 
fernliegen,  heissen  „Durchmesser^*  und  „Durchmesserebehen''  des 
Nullsystems.  Sie  gehen  sämmtlich  durch  den  Pol  oder  Nullpunkt 
der  unendlich  fernen  Ebene,  woraus  folgt: 

,Die  Durchmesser  des  Nullsystems  sind  zu  einander  und 
„zu  den  Durchmesserebenen  parallel." 

Alle  in  einer  Durchmesserebene  liegenden  Leitstrahlen  des  Null- 
systems sind  parallel,  weil  sie  durch  den  unendlich  fernen  Null- 
punkt der  Ebene  gehen.  Der  von  ihnen  gebildete  Parallelstrahlen- 
büschel  bleibt  ungeändert,  wenn  man  ihn  in  der  Richtung  der 
Durchmesser  verschiebt.     Wir  schliessen  daraus: 

„Der  lineare  Strahlencomplex  und  das  zugehörige  Null- 
„ System  ändern  sich  nicht,  wenn  man  sie  in  der  Richtung  der 
„parallelen  Durchmesser  verschiebt." 
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Jede  Ebene,  welche  zu  zwei  einander  zugeor<}neten  Geraden  parallel 
läuft,  ist  eine  Durchmesserebene  des  Nuilsystems. 

Die  Nullpunkte  paralleler  Ebenen  liegen  in  einem  Durchmesser, 
dessen  Polare  in  den  parallelen  Ebenen  unendlich  fern  hegt 
Derjenige  Durchmesser  «,  welcher  die  Nullpunkte  aller  zu  den 
Durchmessern  normalen  Ebenen  enthält,  möge  die  ^^Hauptaxe** 
des  Nullsystems  und  des  zugehörigen  linearen  Complexes  heissen. 
Diese  Hauptaxe  n  ist  zu  allen  sie  schneidenden  Leitstrahlen  normal: 
sie  liegt  mit  je  zwei  einander  zugeordneten  und  zu  ihr  windschiefen 
Geraden  g,  gi  auf  einem  gleichseitigen  Paraboloid,  und  schneidet 
die  Linie  des  kürzesten  Abstandes  von  g  und  </|  rechtwinklig. 
Nämlich  alle  zu  «  normalen  Leitstrahlen,  welche  g  schneiden, 
müssen  nach  früheren  Sätzen  auch  gi  schneiden,  und  bilden  eine 
parabolische  Regelschaar  (vgl.  L  Abth.  Seite  102). 

Weil  mit  der  Hauptaxe  n  zugleich  ihre  unendlich  ferne 
Polare  tii  gegeben  ist,  so  folgt  aus  einem  vorhin  bewiesenen 
Satze : 

^Das  Nullsystem  ist  bestimmt  durch  seine  Hauptaxe  n  und 
,,einen  beliebig  angenommenen  Leitstrahl  ?,  welcher  die  Haupt- 
„axe  weder  schneidet  noch  rechtwinklig  kreuzt.*^ 
Alle  Leitstrahlen,  welche  durch  irgend  einen  Punkt  F  von  l  gehen, 
liegen  mit  l  und  dem  von  P  auf  n  gefällten  Perpendikel  in  einer 
Ebene  ir.  Der  Nullpunkt  einer  beliebig  durch  P  gelegten  Ebene  t 
ist  der  Schnittpunkt  des  Leitstrahles  ire  mit  dem  in  e  auf  n  er- 
richteten Perpendikel. 

Einem  Strahlenbündel,  dessen  Mittelpunkt  C  auf  der  Haupt- 
axe n  liegt,  ist  im  Nullsysteme  ein  zu  ihm  reciprokes  ebenes  Svbtem 
zugeordnet,  dessen  Ebene  7  im  Punkte  C  zu  der  Hauptaxe  normal 
ist.  Den  Tangenten  eines  in  7  liegenden  Kreises  mit  dem  Mittt4- 
punkte  C  entsprechen  demnach  die  Strahlen  einer  Kegelfläcke 
IL  Ordnung  mit  dem  Centrum  C  Weil  nun  in  Bezug  auf  den 
Kreis  der  Punkt  C  der  Pol  ist  von  der  unendlich  fernen  Geraden 
7ii  der  Ebene  7,  so  ist  bezüglich  der  Kegelfläche  die  Ebene  7  die 
Polarebene  der  Hauptaxe  w:  und  weil  je  zwei  Leitstrahleu ,  die 
sich  in  C  rechtwinklig  schneiden,  bezüglich  des  Kreises  conjugirt 
sind,  so  müssen  diese  in  y  liegenden  Leitstrahlen,  da  sie  im  Null- 
systeme sich  selbst  entsprechen,  auch  bezüglich  der  Kegelfläche 
conjugirt  sein.  Die  Ebene  7  ist  folglich  eine  Symmetrieebene,  und 
jeder  in  7  liegende  Strahl  des  Punktes  C  ist  eine  Hauptaxe 
der  Kegelfläche,  und  es  ergiebt  sich  (vgl.  L  Abth.  Seite  lf>3) : 
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^ Jedem   Kreise,   dessen  Mittelpunkt   auf  der   Hauptaxe  n 

„liegt  und  dessen  Ebene  zu  n  normal  ist,  ist  eine  Rotations- 

^Kegelfläche  zugeordnet,  von  welcher  n  die  Rotationsaxe  isf 

Lässt  man  also  einen  Punkt  und  seine  Nullebene  zusammen  rotiren 

um  die  Hauptaxe,  so  beschreibt  der  Punkt  einen  Kreis,  die  Ebene 

aber  umhüllt  die  dem  Kreise  zugeordnete  Kegelfläche,  indem  sie 

nicht  aufhört,  die  Nullebene  des  Punktes  zu  sein.    Daraus  folgt: 

„Durch   eine   Drehung   um   die  Hauptaxe  ändern   sich  das 

^  Nulls Ystem  und  d^r  lineare  Strahlencomplex  nichf 

Sie  ändern  sich  auch  nicht,  wenn  sie  um  die  Hauptaxe  gedreht 

und  zugleich  in  der  Richtung  der  Hauptaxe  verschoben  werden, 

also  eine  Schraubenbewegung  um  die  Hauptaxe  ausführen.  — 

^Bezeichnet  r  den  Abstand  eines  beliebigen  Punktes  P  von 
„der   Hauptaxe  w,  und  p  den  Winkel,   welchen  die  Nullebene 
„dieses  Punktes  mit  der  Hauptaxe  bildet,  so  ist  r .  tang  p  eine 
„constante  Grösse,  welche  sich  mit  der  Lage  des  Punktes  nicht 
„ändert.^ 
Um  diesen  bemerkenswerthen  Satz  zu  beweisen,  nehmen  wir  in 
der  Hauptaxe  n   und   in  einem  Leitstrahle   tt,   welcher  in   einem 
Punkte   C  die  Hauptaxe  rechtwinklig  schneidet,  zwei  projectivisch 
gleiche   Punktreihen   an,   die   den   Punkt   C  entsprechend  gemein 
haben.     Denselben  sind  zwei  jirojectivische  Ebenenbüschel  n|,  « 
zugeordnet,  welche  die  Nullebene  y  des  Punktes  C  entsprechend 
gemein    haben,    also    perspectivisch    liegen    und    einen    Parallel- 
Strahlenbüschel   erzeugen.     Ein  Strahl  dieses  Büschels  liegt  un- 
endlich fern  in  der  Ebene  ««,  derjenige  nämlich,  in  welchem  die 
Nullebenen  der  unendlich  fernen  Punkte  von  u  und  n  sich  schneiden ; 
die  Ebene  des  Parallelstrahlenbüschels  läuft  folglich  zu  der  Ebene 
n  u  parallel  in  irgend  einem  Abstände  e. 

Sind  nun  P  und  P'  irgend  zwei  homologe  Punkte  von  u 
und  «,  so  haben  dieselben  gleichen  Abstand  r  vom  Punkte  C\ 
und  ihre  Nullebenen  schneiden  sich  in  einer  zu  u  parallelen  Geraden, 
die  von  der  Ebene  n  u  den  Abstand  e  hat.  Die  Nullebene  von  P 
geht  durch  u  und  bildet  mit  der  Hauptaxe  n  einen  Wirkel  p ;  die 
Nullebene  von  P'  aber  schneidet  die  Hauptaxe  rechtwinklig  in  P\ 
Es  ist  deshalb  CP^ .  tang  p  =  e  oder  r  ,  tang  p  =  e,  wo  auch  der 
Punkt  P  auf  u  angenommen  sein  mag.  Weil  aber  der  Leitstrahl  u 
durch  Verschiebung  in  der  Richtung  von  ?*  und  durch  Drehung 
um  n  mit  jedem  anderen  die  Hauptaxe  schneidenden  Leitstrahle 
zur  Deckung  gebracht  werden  kann  und  dabei  das  Nullsystem 
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UDgeändert  bleibt,  so  hat  für  alle  diese  Leitstrahlen  die  Constanie  e 
denselben  Werth,  und  das  Product  r  .  tang  p  ist  überhaupt  nicht 
abhängig  von  der  Lage  des  Punktes  P,  —  Die  Nullpunkte  aller 
Ebenen,  welche  mit  der  Hauptaxe  n  einen  halben  rechten  Winkel 
bilden,  haben  von  n  den  Abstand  e,  liegen  also  auf  einem  Rotation^- 
cylinder  vom  Radius  e. 

^Wenn  r  den  Abstand  eines  beliebigen  Leitstrahles  /  von 
^der  Hauptaxe  n  bezeichnet  und  p  den  Winkel,  welchen  die 
„Richtungen  von  n  und  l  bilden,  so  ist  r .  tang  p  gleich  der 
„Constanten  e.^ 

Nämlich  die  Linie  des  kürzesten  Abstandes  schneidet  die  beiden 
Geraden  n  und  /  rechtwinklig  in  zwei  Punkten  C  und  P,  deren 
Abstand  PC==^r  ist;  p  aber  ist  der  Winkel,  welchen  die  durch 
/  und  C  gehende  Nullebene  des  Punktes  P  mit  der  Hauptaxe 
bildet.  Damit  ist  der  Satz  auf  den  vorhergehenden  zurückgetuhrt. 
Die  Gleichung  r .  tang  p  =  ß,  welcher  alle  Strahlen  des  liueareu 
Complexes  genügen  müssen,  kann  als  Gleichimg  des  Complexe> 
bezüglich  seiner  Hauptaxe  betrachtet  werden. 

Die  Tangenten  einer  Schraubenlinie,  welche  die  Hauptaxe  zur 
Axe  hat  und  irgend  einen  Leitstrahl  berührt,  sind  lauter  Leit- 
strahlen des  Nullsystems.  Jeder  Punkt  dieser  Curve  hat  seine  eigene 
Schmiegungsehene  zur  Nullebene;  die  Schmiegungsebenen  aller 
Punkte,  welche  die  Schraubenlinie  mit  einer  beliebigen  Ebene  gemein 
hat,  gehen  folglich  durch  einen  Punkt,  nämlich  durch  den  Nullpunkt 
der  Ebene.  Durch  die  Schraubenlinie  ist  das  Nullsvsteni  neb«^! 
dem  zugehörigen  Strahlencomplex  bestimmt;  jenachdem  diej>elbe 
rechts  oder  links  gewunden  ist,  können  wir  auch  den  linearen 
Strahlencomplex  als  rechts  oder  links  gewunden  bezeichnen. 
Durch  die  Hauptaxe  und  die  Constante  e  ist  der  lineare  Strahlen- 
complex bestimmt,  wenn  noch  angegeben  wird,  ob  er  rechts  oder 
links  gewunden  sein  soll. 

^Sind  g  und  g^  zwei  einander  zugeordnete  Gerade,  a  und  <ij 
„ihre  Abstände  von  der  Hauptaxe  des  Nullsystems,  und  a  und  i^ 
„die  Winkel,  welche  sie  mit  der  Hauptaxe  bilden,  so  ist 
„a  .  tang  «j  =  a|  .  tang  a  =  e  und  folglich : 

^a  :  a,  =  tang  a  :  tang  «j.** 

Nämlich  die  Nullebene  desjenigen  Punktes  von  ^,  welcher  von  dt»r 
Hauptaxe  den  Abstand  a  hat,  geht  durch  g^  und  bildet  mit  der 
Hauptaxe  den  Winkel  «i ;  woraus  folgt  a  .  tang  aj  =  e. 
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Das  Niillsystera  und  dessen  wichtigste  Eigenschaften  wurden 
schon  1833  von  Möbius*)  entdeckt  anlässlich  der  Aufgabe  der 
Mechanik :  „Zwei  Einzelkräfte  zu  construiren,  welche  ein  gegebenes 
räumliches  Kräftesystem  ersetzen.^  Diese  Aufgabe  lässt  unendlich 
viele  Lösungen  zu.  Nimmt  man  von  der  einen  Kraft  einen  Punkt  P 
an,  durch  welchen  sie  gehen  soll,  so  liegt  die  andere  in  einer 
durch  P  gehenden  Ebene  ir,  welche  dem  Punkte  P  in  einem  durch 
das  Kräftesystem  bestimmten  Nullsysteme  zugeordnet  ist.  Die 
Leitsti'ahlen  dieses  Nullsystems  unterscheiden  sich  dadurch  von 
den  übrigen  Geraden  des  Raumes,  dass  in  Bezug  auf  jede  von 
ihnen  das  statische  Moment  des  Kräftesystems  Null  ist.  Wenige 
Jahre  nach  Möbius  entdeckte  auch  Chasles**)  das  Nullsystem; 
er  bewies  u.  A.  den  Satz:  Wenn  ein  fester  Körper  sich  unend- 
lich wenig  verschiebt,  so  sind  die  Ebenen,  welche  durch  seine 
einzelnen  Punkte  normal  zu  den  Verschiebungsrichtungen  der 
Punkte  gelegt  werden,  in  einem  durch  die  Verschiebung  bestimmten 
Nullsysteme  jenen  Punkten  zugeordnet ;  nur  muss  die  Verschiebung 
eine  scliraubenartige ,  darf  also  keine  Parallelverschiebung  und 
keine  blosse  Drehung  sein. 
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Das  StrahlenHysteni  erster  Ordnung  und  erster  Classe. 


Ein  Strahlensystem  heisst  ;,von  der  nten  Ordnung^,  wenn 
durch  einen  beliebigen  Punkt  im  Allgemeinen  und  höchstens  n 
Strahlen  desselben  gehen,  und  ;,von  der  Ä:ten  Classe**,  wenn  in 
einer  Ebene  im  Allgemeinen  k  von  seinen  Strahlen  liegen.  Die 
Mittelpunkte  der  Kegelflächen  und  die  Ebenen  der  Strahlen- 
büschel, welche  etwa  in  dem  Strahlensystem  vorkommen,  heissen 
;,singuläre"  Punkte  und  Ebenen  des  Systems. 

Die  gemeinschaftlichen  Leitstrahlen  von  zwei  Nullsystemen 
bilden  ein  Strahlensystem  erster  Ordnung  und  erster  Classe;  denn 


*)  Möbius  in  Crelle's  Journal  für  d.  r.  u.  a.  Mathematik,  Bd.  10,  Seite 317; 
T^l.  auch  Möbius,  Statik,  Leipzig  1837. 

**)  Chasles,    Aper9U  historique,    Bruxelles   1837;   2.  Aufl.,    Paris   1865, 
Stite  f>U. 
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durch  einen  beliebigen  Punkt  geht  einer  derselben,  nämlich  die 
Schnittlinie  der  beiden  Nullebenen  des  Punktes,  und  ebenso  liegt  in 
einer  beliebigen  Ebene  einer  von  ihnen.  Wenn  zwei  Strahlen 
dieses  Systems  sich  schneiden,  so  fallen  die  beiden  Nullebenen 
ihres  Schnittpunktes  zusammen  mit  der  sie  verbindenden  Ebene,  und 
jeder  Strahl  dieser  Ebene,  welcher  durch  jenen  Schnittpunkt  geht, 
ist  ein  gemeinschaftlicher  Leitstrahl  der  beiden  Nullsysteme.    AKo: 

„Zwei  lineare  Strahlencomplexe  haben  mit  einander  ein 
;,  Strahlensystem  erster  Ordnung  und  erster  Classe  gemein. 
^Dasselbe  enthält  jeden  Strahlenbüschel  erster  Ordnung,  welcher 
„durch  zwei  sich  schneidende,  und  jede  Kegelschaar,  welche 
„durch  drei  windschiefe  Strahlen  des  Systems  geht  (Seite 71).'* 

Von  einer  Regelfläche  zweiter  Ordnung,  welche  durch  eine  in 
dem  Strahlensystem  enthaltene  Regelschaar  geht,  wollen  wir  der 
Kürze  wegen  sagen,  sie  sei  in  dem  Strahlensystem  enthalten. 

Alle  Strahlen  des  Systems  erster  Ordnung  und  erster  Classe, 
welche  eine  beliebige  Gerade  g  schneiden,  bilden  im  Allgemeinen 
eine  Regelschaar;  dieselbe  ist  durch  drei  jener  Strahlen  bestimmt. 
Sei  nun  l  ein  beliebiger  Strahl  des  Systems,  S  ein  auf  l  lie- 
gender Punkt  und  o  eine  durch  l  gehende  Ebene;  dann  können 
wir  den  Punkten,  in  welchen  o  von  den  übrigen  Strahlen  <le^ 
Systems  geschnitten  wird,  die  Ebenen  zuweisen,  durch  welche  die- 
selben Strahlen  aus  8  projicirt  werden.  Den  Punkten  einer  Ge- 
raden g  von  a  entsprechen  aber  dann  die  Ebenen  eines  BüscheN 
erster  Ordnung  g^  von  S;  denn  die  durch  diese  Punkte  gehenden 
Strahlen  des  Systems  bilden  eine  Regelschaar,  welche  auch  den 
Strahl  l  enthält  und  deren  übrige  Strahlen  folglich  aus  S  durch 
einen  gewöhnlichen  Ebenenbüschel  g^  projicirt  werden.  Die  Ebene  3, 
sowie  jede  andere  beliebig  durch  l  gelegte  Ebene  wird  demnach 
durch  das  Strahlensystem  reciprok  auf  den  Bündel  S  bezogen, 
sodass  sie  mit  S  einen  Strahlenbüschel  entsprechend  gemein  hat. 
und  es  ergiebt  sich: 

„Das  Strahlensystem  erster  Ordnung  und  erster  Classe  wird 
^von  je  zwei  durch  einen  Strahl  l  desselben  gelegten  Ebenen  a,  3| 
„in  coUinearen  ebenen  Systemen  geschnitten,  und  aus  je  zwei 
'„auf  l  angenommenen  Punkten  S,  S|  durch  colliueare  Bündel 
„projicirt.  Diese  Bündel  sind  durch  das  Strahlensysteni  reti- 
„prok  auf  jene  ebenen  Systeme  bezogen  und  haben  mit  ihnen 
.und  mit  einander  den  Strahl  /  entsprecheiul  gemein.- 
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Die  coUinearen  ebenen  Systeme  o  und  oj  haben  mit  einer  be- 
liebigen, nicht  durch  l  gehenden  Regelschaar  abc  des  Strahlen- 
sjstems  zwei  homologe  Kegelschnitte  gemein,  und  da  die  Gerade  l 
sich  selbst  entspricht,  so  sind  ihre  Pole  hinsichtlich  dieser  Kegel- 
schnitte homologe  Punkte  von  o  und  a|  (Seite  10)  und  liegen  auf 
einem  Strahle  des  Strahlensystems.  Die  Verbindungslinie  dieser 
beiden  Pole  ist  aber  die  Polare  von  l  bezüglich  der  in  dem 
Strahlensystem  enthaltenen  Regelfläche  abc,  sodass  sich  ergiebt: 

„Das  Strahlensystem  erster  Ordnung  und  erster  Classe  ist 
;, bezüglich  jeder  Regelfläche,  welche  durch  eine  seiner  Regel- 
^schaaren  geht,  sich  selbst  zugeordnet,  d.  h.  seine  Strahlen 
^sind  paarweise  reciproke  Polaren  in  Bezug  auf  die  Regelfläche.'' 

Für  den  besonderen,  bei  dem  Beweise  nicht  berücksichtigten 
Fall,  in  welchem  die  beiden  Pole  zusammenfallen  und  demnach 
die  Regelfläche  abc  von  l  berührt  wird,  ergiebt  sich  die  Rich- 
tigkeit des  Satzes  weiter  unten  sehr  leicht. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  die  beiden  beliebig  durch  l  ge- 
legten Ebenen  o,  0|  seien  conjugirt  bezüglich  der  Regelfläche  abc 
und  letztere  werde  von  der  Geraden  l  nicht  berührt  Jede  der 
beiden  Ebenen  schneidet  dann  die  Polare  von  l  in  dem  Pole  der 
anderen  Ebene  bezüglich  der  Regelfläche.  Einer  Geraden  g  von  a, 
welche  durch  den  Pol  von  a|  geht  und  irgend  zwei  Strahlen  <Z,  e 
der  Regelschaar  abc  schneidet,  entspricht  in  der  zu  o  collinearen 
Ebene  ai  eine  Gerade  gr|,  welche  durch  den  Pol  von  o  geht  und 
dieselben  beiden  Strahlen  d  und  e  schneidet.  Weil  aber  auch  die 
Polare  von  g  bezüglich  der  Regelfläche  abc  durch  den  Pol  von  o 
geht  und  die  sich  selbst  zugeordneten  Strahlen  d  und  e  schneidet, 
so  fallt  sie  mit  gj  zusammen,  und  je  zwei  homologe  Punkte  von 
g  und  gi  sind  conjugirt  in  Bezug  auf  die  Regelfläche.  Denkt 
man  sich  die  collinearen  Ebenen  a  und  0|  durch  die  einander 
entsprechenden  Geraden  g  und  gi  beschrieben,  so  ergiebt  sich 
hieraus : 

^Zwei  Ebenen,  welche  durch  einen  Strahl  l  des  Strahlen- 
„ Systems  gehen  und  bezüglich  einer  beliebigen,  diesen  Strahl 
^ weder  enthaltenden,  noch  berührenden  Regelfläche  abc  des 
;, Strahlensystems  conjugirt  sind,  werden  durch  das  System 
^coUinear  so  auf  einander  bezogen,  dass  ihre  homologen  Punkte 
^(insbesondere  auch  die  auf  l  liegenden)  conjugirt  sind  be- 
,,  züglich  der  Regelfläche.  ^ 
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Ebenso  wird  aus  je  zwei  dieser  conjugirteu  Punkte  ein  jeder 
Strahl  des  Systems  durch  zwei  hinsichtlich  der  RegelÜäche  cou- 
jugirte  Ebenen  projicirt. 

Das  Strahlensystem  erster  Ordnung  und  erster  Clas>f 
ist  durch  vier  willkürlich  angenommene  Strahlen  a,h,c,d 
im  Allgemeinen  völlig  bestimmt.  Da  nämlich  die  vier  Strahlni 
mit  einem  beliebigen  fünften  durch  einen  linearen  Strahlencomplex 
verbunden  werden  können,  so  kann  durch  sie  ein  Strahlensvstem 
erster  Ordnung  und  erster  Classe  gelegt  werden.  Dasselbe  wird 
aber  von  zwei  durch  a  gelegten  Ebenen  in  collinearen  SystenxMi 
geschnitten,  und  deren  collineare  Beziehung  ist  im  Allgemeinen  be- 
stimmt durch  die  sich  selbst  entsprechende  Gerade  a  und  durch 
die  drei  Paar  homologen  Punkte,  welche  6,  c  und  d  mit  den  beiden 
Ebenen  gemein  haben.  Verbindet  man  also  jeden  Punkt  der  einen 
Ebene  mit  dem  ihm  entsprechenden  Punkte  der  anderen,  so  erhält 
man  alle  Strahlen  des  Systems.     Zugleich  ergiebt  sich: 

^Zwei  collineare  Systeme,  die  in  verschiedenen  Ebenen  liegen 

^und  deren  Schnittlinie,  nicht  aber  jeden  Punkt  derselben  eiit- 

^sprechend  gemein  haben,  erzeugen  ein  Strahlensystem  erster 

^Ordnung  und  erster  Classe;  zu  demselben  gehört  jede  (ferade, 

^welche  zwei  homologe  Punkte  der  Ebenen  verbindet. *• 

Ebenso   erzeugen   zwei   collineare   Strahlenbündel,    die  einen 

Strahl  und  höchstens  zwei  Ebenen  entsprechend  gemein  haben,  ein 

Strahlensystem  erster  Ordnung  und  erster  Classe.    Das  durch  vier 

windschiefe   Strahlen   a,  6,  c,  d  bestimmte   Strahlensystem  enthäh 

die  Regelschaar  a6c,   sowie  jede  andere  Regelschaar,  welche  mit 

ahc  zwei  Strahlen  gemein  hat  und  durch  d  geht;  es  kann  mittelst 

solcher  Regeischaaren  construirt  werden. 

Projiciren  wir  ein  Strahlensystem  erster  Ordnung  und  erster 
Classe  aus  zwei  Punkten  S|  und  So,  die  auf  einem  Strahle  des  Sy>teni^ 
liegen,  so  erhalten  wir  nach  einem  früheren  Satze  zwei  coUineiU-e 
Bündel.  In  den  Strahlen  des  Systems  schneiden  sich  je  z^ei 
homologe  Ebenen  dieser  Bündel,  und  letztere  haben  den  Strahl 
Syts^y  sowie  zwei  durch  ihn  gehende  Ebenen  T|,  9,  die  aber  anrli 
zusammenfallen  oder  imaginär  sein  können,  entsprechend  gemein. 
Die  in  t,  und  9  liegenden  homologen  Strahlenbüschel  von  N|  und  >. 
haben  ebenfalls  den  Strahl  S^  S^  entsprechend  gemein  und  er- 
zeugen zwei  gerade  Punktreihen  w,  r,  deren  Träger  wir  die  •.\xhi" 
des  Strahlensystems  nennen.  Da  jede  Ebene  des  Bündel<  «S. 
weivhe   durch   einen  Punkt  von   n  ixler  r  geht,    mit  der  ilir  ent- 
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sprechenden  Ebene  des  Bündels  S2  diesen  Punkt  gemein  hat,  so 
ergiebt  sich: 

„Von  den  Axen  m,  t;  des  Strahlensystems  erster  Ordnung  und 

„erster  Classe  wird  jeder  Strahl  des  Systems  geschnitten,  und 

„jede  Gerade,  welche  u  und  v  schneidet,  gehört  zu  dem  Strahlen- 

„system.     Die  beiden  Axen  enthalten  alle  singulären  Punkte, 

„und   durch   sie   gehen   alle   singulären  Ebenen  des  Systems. 

„Sie  sind  in  jedem  Nullsysteme,    dessen  Leitstrahlencomplex 

„durch  das  Strahlensystem  geht,  einander  zugeordnet 

Dass  die  beiden  Axen  u,  u,   falls  sie  nicht  zusammenfallen, 

keinen   Punkt   mit   einander   gemein   haben   können,    folgt   auch 

daraus,  dass  zwei  Strahlen  des  Systems  sich  im  Allgemeinen  nicht 

schneiden. 

Wenn  zwei  Strahlen  des  Systems  sich  schneiden,   so  liegen 
sie  mit  der  einen  Axe  in  einer  Ebene,  und  gehen  mit  der  andern 
durch  einen  Punkt.     Die  beiden  Axen  sind  gemeinschaftliche  Leit- 
strahlen von  allen  in  dem  Systeme  liegenden  Kegelschaaren ;   sie 
sind  imaginär  oder  reell,   oder  fallen  zusammen,  jenachdem  die 
durch  eine  dieser  Schaaren  gehende  Fläche  II.  Ordnung  von  den 
niclit  auf  ihr  liegenden  Systemstrahlen  in  je  zwei  imaginären  oder 
reellen  Punkten  geschnitten,  oder  aber  berührt  wird.     Sind  die 
beiden  Axen  nicht  reell,  so  sind  sie  conjugirt- imaginäre  Gerade 
zweiter  Art  (I.  Abth.  Seite  143).     Eine  Regelfläche  wird  in  den 
Punkten  einer  auf  ihr  liegenden  Geraden  berührt  von  den  Strahlen 
eines  Systems  erster  Ordnung  und  erster  Classe,  dessen  Axen  mit 
jener  Geraden  zusammenfallen;  alle  in  diesem  Strahlensystem  ent- 
haltenen Regelflächen  berühren  sich  in  den  Punkten  jener  Geraden. 
„Die  Polarebenen  eines  beliebigen  Punktes  P  bezüglich  aller 
„in  einem  Strahlensysteme  erster  Ordnung  und  erster  Classe 
„enthaltenen  Regelflächen  IL  Ordnung  schneiden  sich  in  einem 
„Punkte  Pj  des  durch  P  gehenden  Systemstrahles.    Ebenso  liegen 
„die  Pole  einer  Ebene  iz  bezüglich  aller  jener  Regelflächen  in 
„einer  Ebene  ttj,  welche  mit  ir  einen  Strahl  des  Systems  gemein 
„hat     Die  Punkte  imd  die  Ebenen  des  Raumes  sind  also  paar- 
„ weise  conjugirt  bezüglich  aller  Regelflächen  des  Systems.^ 
Hat  nämlich  das  Strahlensystem  zwei  reelle  Axen  w,  v,  so 
ist  Pi  derjenige  Punkt,  welcher  durch  u  und  v  harmonisch  von  P 
getrennt  ist;   denn  weil  alle  Regelflächen  des  Systems  durch  « 
und  V  gehen,  so  müssen  durch  Pi  die  Polarebenen  von  P  gehen. 
Wenn  zweitens  alle  Regelflächen  des  Systems  sich  in  den  Punkten 

R«ye,   Oeoiiietrio  der  T«ag:e.     II.    2.  Anfl.  {j 
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einer  Geraden  «  berühren,  so  ist  P|  der  Punkt,  in  welchem  sit* 
alle  von  der  Ebene  Pu  berührt  werden.  Sind  drittens  die  beiden 
Axen  des  Systems  imaginär  oder  überhaupt  nicht  identisch,  und 
ist  l  der  durch  P  gehende  Strahl  des  Systems,  so  kann  man 
durch  l  mindestens  ein  Paar  reeller  Ebenen  legen,  welche  in  Bezug 
auf  zwei  beliebige  Regelflächen  R-  und  R\  des  Systems  con- 
jugirt  sind  (I.  Abtheil.  Seite  146);  diese  Ebenen  aber  werden 
durch  das  Strahlensystem  collinear  so  auf  einander  bezogen,  da>^ 
ihre  homologen  Punkte,  insbesondere,  auch  die  auf  l  li<»genden. 
conjugirt  sind  bezüglich  beider  Regelflächen  (Seite  79),  und  f> 
ist  somit  der  Punkt  Pj  von  /,  welcher  in  Bezug  auf  /^-  dem 
Punkte  P  conjugirt  ist,  auch  bezüglich  jeder  anderen  Regelfläche 
R\  des  Systems  dem  Punkte  P  conjugirt.  — 

Wir  nehmen  wieder  auf  einem  Strahle  l  eines  Systems  erster 
Ordnung  und  erster  Classe  zwei  Punkte  S,  und  S^  an  und  projiciren 
aus  diesen  das  Svstem  durch  zwei  collineare  Bündel.  Beziehen 
wir  sodann  durch  das  Strahlensystem  irgend  zwei  Ebenen  a|,  ,^| 
von  <Si  collinear  auf  die  ihnen  entsprechenden  Ebenen  «2'  h 
von  aS^,  so  entspricht  jedem  Schnittpunkte  von  ctj  und  ß|  ein  jje- 
meinschaftliclier  Punkt  von  «3  ^^^  ßi  ?  denn  die  Ebenenbü>cht'l 
aijSj  und  «9^2  ^»rzeugen  eine  Regelschaar  des  Stralilensystem*». 
von  welcher  die  Geraden  ly  ß|  und  «2  ?2  ^^^'^^  Leitstrahlen  sind. 
Wir  können  deshalb  die  collinearen  Ebenen  als  homologe  (lebiWf 
von  zwei  collinearen  Räumen  betrachten,  von  welchen  der  eine 
die  Ebenen  «j,  ßi,  der  andere  aber  «2  und  ß2  enthält.  Diese  colli- 
nearen Räume  aber  haben  alle  Strahlen  des  Strahlen  Systems  ent- 
sprechend gemein,  weil  jeder  dieser  Strahlen  zwei  Punkte  von  ix 
und  ßi,  zugleich  aber  die  entsprechenden  beiden  Punkte  von  1; 
und  ß2  verbindet.  Alle  Verbindungslinien  homologer  Punkte  um! 
alle  Schnittlinien  homologer  Ebenen  der  collinearen  Räume  g»- 
hören  folglich  zu  dem  Strahlensystem,  und  letzteres  winl  sowohl 
durch  je  zwei  homologe  Bündel  als  auch  durch  je  zwei  (nicht 
zusammenfallende)  homologe  ebene  Systeme  der  collinearen  Käume 
erzeugt.  Diese  Räume  haben  die  beiden  Axen  des  Strahlensv5>tenh 
sowie  jeden  Punkt  und  jede  Ebene  dieser  Axen  entsprechend 
gemein. 

Fallen  die  beiden  Axen  nicht  zusammen,  so  können  wir  die 
Punkte  .S,  und  No  so  auf  dem  Strahle  l  annehmen,  dass  sie  be- 
züglich aller  in  dem  Strahlensystem  enthaltenen  Regelflächen  con- 
jugirt Nind.     Dann  sind  aber  auch  je  zwei  homologe  Elienen  «hr 
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Bündel  Sj  und  /8^,  wie  z.  B.  die  Ebenen  «i  und  «2,  sowie  je  zwei 
homologe  Punkte  dieser  Ebenen  und  folglich  je  zwei  homologe 
Punkte  oder  Ebenen  der  coUinearen  Räume  conjugirt  bezüglich 
aller  jener  Regelflächen.     Also: 

„  Wenn  man  je  zwei  Punkte  und  je  zwei  Ebenen  einander  zuweist, 
^die  bezüglich  aller  in  dem  Strahlensystem  enthaltenen  Regel- 
^flächen  conjugirt  sind,  so  erhält  man  lauter  Paare  homologer 
^Elemente  von  zwei (involutorisch  liegenden)  collinearen Räumen, 
^welche  jeden  Strahl  des  Systems  und  alle  Punkte  und  Ebenen 
;, seiner  Axen  entsprechend  gemein  habend 
Alle  Strahlen  eines  Systems  erster  Ordnung  und  erster  Classe, 
welche  eine  beliebige  Cuitc  IL  Ordnung  cp  schneiden,   liegen  im 
Allgemeinen   auf  einer  geradlinigen   Fläche   F^  vierter  Ordnung. 
Nämlich  diese  Fläche  hat  mit  einer  beliebigen  Geraden  höchstens 
vier  Punkte  gemein,  weil  alle  die  Gerade  schneidenden  Strahlen  des 
Systems  auf  einer  Regelfläche  II.  Ordnung  liegen,  die  mit  ©  höch- 
stens vier  Punkte  gemein  hat.    Die  Fläche  F^  geht  durch  denjenigen 
Strahl  8  des  Systems,  welcher  mit  9  in  einer  Ebene  liegt,  im  Allge- 
meinen zweimal.    Jede  durch  8  gelegte  Ebene   hat  mit  F^  ausser 

8  einen  zu  '^  projectivischen  Kegelschnitt  gemein,  und  aus  jedem 
Punkte  von  s  werden  die  Strahlen  der  Fläche  F^  durch  einen  zu 

9  projectivischen  Ebenenbüschel  IL  Ordnung  projicirt.  Da  zwei 
\*ind8chiefe  Gerade  w,  v  allemal  als  Axen  eines  Strahlensystems 
aufgefasst  werden  können,  so  können  wir  auch  sagen;  Wenn  eine 
Gerade  g  an  zwei  windschiefen  Geraden  ?(,  v  und  einem  beliebigen 
Kegelschnitt  "^  hingleitet,  so  beschreibt  sie  im  Allgemeinen  eine 
Hache  F^  vierter  Ordnung.  Die  Geraden  u  und  v  sind  Doppel- 
punktsgerade dieser  Fläche;  denn  durch  einen  beliebigen  Punkt 
von  u  oder  v  gehen  im  Allgemeinen  zwei  Erzeugende  g  von  i^^, 
und  zwar  liegen  dieselben  mit  v  resp.  u  in  einer  Ebene. 

Wenn  der  Kegelschnitt  cp  mit  der  einen  Geraden  m  einen 
Punkt  U  gemein  hat,  so  zerfällt  F^  in  die  Ebene  Uv  und  eine  gerad- 
Hnige  Fläche  F^  dritter  Ordnung.  Die  Gerade  w  ist  eine  Doppel- 
punkts-Gerade  der  Fläche  F^\  letztere  geht  durch  i;  und  hat  mit 
einer  durch  v  gehenden  Ebene  im  Allgemeinen  zwei  Erzeugende^ 
geraein,  deren  Schnittpunkt  auf  u  liegt.  Die  Punktreihe  v  ist 
durch  den  Ebenenbüschel  u  projectivisch  auf  den  Kegelschnitt  o 
bezogen,  sodass  sie  mit  cp  die  Fläche  F^  erzeugt. 

Ein  linearer  Strahlencomplex  enthält  jedes  durch  vier  seiner 
i>trahlen    bestimmte   Strahlonsystem   erster   Ordnung    und    erster 

G* 
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Classe;  umgekehrt  kann  ein  solches  Strahlensystem  mit  jedem  nicht 
in  ihm  enthaltenen  Strahle  durch  einen  linearen  Complex  verbundeu 
werden,  weil  letzterer  durch  fünf  beliebige  Strahlen  bestimmt  ist. 
Die  Hauptaxen  aller  durch  ein  gegebenes  Strahlensjstem  gehenden 
linearen  Strahlencomplexe  können  wir  ^Hauptaxen  des  Systems- 
nennen.  Jede  dieser  Hauptaxen  ist  zu  allen  sie  schneidenden 
Strahlen  des  Systems  normal,  und  letztere  bilden  folglich  die  eine 
Regelschaar  eines  gleichseitigen  Paraboloides.  Im  Allgemeinen 
enthält  das  Strahlensystem  nur  eine  unendlich  ferne  Gerade;  die- 
selbe liegt  auf  dem  gleichseitigen  Paraboloid  und  die  Haapt- 
axen  des  Strahlensystems  sind  zu  den  diese  Gerade  enthaltenden 
Ebenen  parallel  und  werden  von  demjenigen  Strahle  des  Systems, 
welcher  zu  diesen  Ebenen  normal  ist,  rechtwinklig  geschnitten. 
Wenn  jedoch  das  Strahlensystem  eine  unendlich  ferne  Axe  u  hat,  so 
ist  jede  Gerade,  welche  zu  den  durch  u  gehenden  Ebenen  normal 
ist,  eine  Hauptaxe  des  Systems.  Sind  r  und  i'i  die  Abstände 
einer  Hauptaxe  von  zwei  beliebigen  Strahlen  des  Systems,  und 
resp.  p  und  pi  die  Winkel,  welche  sie  mit  diesen  Strahlen  bildet, 
so  ist  r  .  tang  p  =r  ri  .  tang  pi  (Seite  75). 


Zwölfter  Vortrag. 

Eneognim  von  zwei   eollinearen  StrahlenbBndeln  oder  ebeifi 
Systemen.    Ranmenrren  nnd  Ebenenbflsehel  dritter  Ordni^. 

Durch  reciproke  Grundgebilde  zweiter  und  dritter  Stufe 
sind  wir  zu  den  Flächen  und  Ebenenbündeln  zweiter  Ordnung  und 
deren  wichtigsten  Eigenschaften  geführt  worden.  Betrachten  wir 
jetzt  die  Erzeugnisse  collinearer  Grundgebilde,  und  zwar  zu- 
nächst dasjenige  von  zwei  eollinearen  Strahlenbündeln.  Das  Ge^ti 
der  Reciprocität  gestattet  uns,  die  gewonnenen  Resultate  hemarh 
auf  das  Erzeugniss  von  zwei  eollinearen  ebenen  Systemen  lU 
übertragen. 

Wenn  zwei  collineare  Bündel  S  und  S|  weder  concentriMrh 
noch  perspectivisch  liegen,  so  erzeugen  sie  ein  Strahlensystem  erster 
Ordnung,  in  dessen  Strahlen  sich  je  zwei  homologe  Ebenen  der 
Bündel  schneiden.  Nämlich  durch  einen  beliebigen  Punkt  A  de« 
Raumes  geht  im  Allgemeinen  nur  ein  Strald  dieses  Systems.  *oil 
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der  Ebenenbüschel  SA  des  Bündels  S  mit  dem  entsprechenden 
Ebenenbüschel  von  Ä|  im  Allgemeinen  eine  zu  dem  Strahlensystem 
gehörige  Regelschaar  erzeugt,  von  welcher  nur  ein  Strahl  durch 
A  geht.  Mehr  als  ein  Strahl,  nämlich  unendlich  viele  Strahlen 
des  Systems  gehen  nur  dann  durch  -4,  wenn  die  Axen  jener  beiden 
Ebenenbüschel  sich  in  A  schneiden,  wenn  also  A  der  Schnittpunkt 
von  zwei  homologen  Strahlen  der  Bündel  ist;  in  diesem  Falle  ist 
A  ein  ^singulärer  Punkt"  des  Strahlensystems,  und  die  durch  ihn 
gehenden  Strahlen  des  Systems  bilden  einen  gewöhnlichen  Strahlen- 
büschel oder  eine  Kegelfläche  IL  Ordnung,  jenachdem  die  projec- 
ti vischen  Ebenenbüschel  SÄ  und  Si-4|,  durch  welche  sie  erzeugt 
werden,  eine  oder  keine  Ebene  entsprechend  gemein  haben.  Jede 
Regelschaar  oder  Kegelfläche  IL  Ordnung,  welche  durch  zwei 
homologe  Ebenenbüschel  von  S  und  Sj  erzeugt  wird,  geht  durch 
die  sämmtlichen  Schnittpunkte  homologer  Strahlen  der  Bündel; 
denn  ein  beliebiger  von  diesen  singulären  Punkten  des  Strahlen- 
systems  liegt  allemal   in  zwei   einander   entsprechenden   Ebenen 

jener  Büschel.  

Wenn  die  collinearen  Strahlenbündel  Äund  Ä|  den  Strahl  SS^ 
entsprechend  gemein  haben,  so  erzeugen  sie,  wie  wir  bereits  wissen, 
ein  Strahlensystem  erster  Ordnung  und  erster  Classe;  wir  können 
diesen  Fall  als  durch  den  letzten  Vortrag  erledigt  betrachten.  Wenn 
zweitens  die  collinearen  Bündel  nicht  den  Strahl  ä^i,  wohl  aber 
eine  Ebene  r,  entsprechend  gemein  haben,  so  erzeugen  ihre  in  rj 
liegenden  homologen  Strahlenbüschel  eine  durch  S  und  Sy  gehende 
Curve  IL  Ordnung  A^,  in  deren  Punkten  je  zwei  homologe  Strahlen 
sich  schneiden.  Durch  jeden  Punkt  von  k-  gehen  unendlich  viele 
Strahlen  des  von  S  und  Sy  erzeugten  Strahlensystems;  dieselben 
bilden  einen  gewöhnlichen  Strahlenbüschel,  liegen  also  in  einer 
singulären  Ebene  des  Systems.  Zwei  solche  singulare  Ebenen  abe^' 
schneiden  sich  in  einer  Geraden  v,  deren  Punkte  ebenfalls  Schnitt- 
punkte homologer  Strahlen  von  S  und  /S|  sein  müssen,  weil  mehr 
als  ein  Strahl  des  Systems  durch  jeden  von  ihnen  geht;  der  Punkt, 
in  welchem  v  die  Ebene  von  k^  schneidet,  muss  deshalb  auf  der 
Curve  Ä;2  liegen.  Die  Schnittlinien  homologer  Ebenen  von  S 
und  Si  haben  folglich  sowohl  mit  v  als  auch  mit  k^  einen  Punkt 
gemein,  und  jede  Gerade,  welche  von  v  und  k^  in  zwei  ver- 
schiedenen Punkten  geschnitten  wird,  gehört  zu  dem  von  S  und  Sj 
erzeugten  Strahlensysteme.  Da  nun  eine  Ebene  im  Allgemeinen 
zwei  solche  Gerade  enthält,  so  ergiebt  sich: 
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„Zwei  nicht  concentrische,  collineare  Strahlenbündel  ^\  «Si, 
„die  eine  Ebene,  nicht  aber  einen  Strahl  entsprechend  gemein 
^haben,  erzeugen  ein  Strahlensystem  erster  Ordnung  und  zweiter 
„Classe.  Die  singulären  Punkte  dieses  Systems  liegen  auf  einem 
;, Kegelschnitt  k-  und  einer  Geraden  r,  welche  sich  schneiden  und 
^von  denen  k^  durch  die  Mittelpunkte  der  beiden  Bündel 
^geht.  Das  Strahlensystem  besteht  aus  allen  Geraden,  welche 
^die  Punkte  von  v  mit  denjenigen  von  k^  verbinden.^ 

Projiciren  wir  aus  zwei  beliebigen  Punkten  P  und  P|  von  A- 
diese  Curve  und  die  Punktreihe  v  durch  zwei  Paar  Strahlenbüschel, 
so  sind  letztere  durch  ä;2  und  v  projectivisch  auf  einander  bezogen: 
und  zwar  entsprechen  die  gemeinschaftlichen  Strahlen  der  beiden 
Büschelpaarc  P  und  P|  einander,  weil  sie  den  Schnittpunkt  von  k' 
und  V  projiciren.  Durch  jene  prqjectivischen  Strahlenbüschel  »ird 
somit  eine  collineare  Verwandtschaft  zwischen  den  Strahlenbündeln 
P  und  Pi  hergestellt  (Seite  6),  und  zwar  so,  dass  je  zwei  homo- 
loge Ebenen  dieser  Bündel  sicli  in  einer  Geraden  schneiden,  welche 
mit  K^  und  v  je  einen  Punkt  gemein  hat.     Also: 

^Das  Strahlensystem  erster  Ordnung  und  zweiter  Cla>>e 
„wird  aus  je  zwei  Punkten  seiner  Leitcurve  A*  II.  Ordnung 
„durch  zwei  collineare  Strahlenbündel  projicirt.*' 

Eine  Ausnahme  macht  nur  der  Schnittpunkt  von  kr  und  r,  au> 
welchem  das  Strahlensystem  durch  den  Büschel  singulärer  Ebenen 
V  projicirt  wird. 

Dem  Strahlensystem  erster  Ordnung  und  zweiter  Classe  i^^t 
reciprok  das  Strahlensystem  erster  Classe  und  zweiter  Ordnunc. 
Dasselbe  wird  erzeugt  durch  zwei  collineare  ebene  Systeme,  weicht- 
einen  Punkt,  aber  keine  Gerade  entsprechend  gemein  haben.  Sein« 
singulären  Ebenen  l)ilden  einen  Ebenenbüschel  zweiter  und  eineu 
Büschel  erster  Ordnung,  und  es  besteht  aus  allen  Geraden,  in 
welchen  die  Ebenen  dieser  beiden  Büschel  sich  paarweise  schneiden. 
Alle  Tangenten  einer  Kegelfläche  II.  Ordnung,  welche  eine  gegebene 
Tangente  der  Kegelfläche  schneiden,  bilden  ein  Strahlensystem 
erster  Classe  und  zweiter  Ordnung. 

Wir  wollen  nunmehr  annehmen,  dass  die  collinearen  Bündel 
Ä,  6*1  gar  kein  Element  entsprechend  gemein  haben.  In  die>em 
Falle  erzeugen  die  Bündel  ein  Strahlensystem  erster  Ordnung  und 
dritter  Classe,  dessen  singulare  Punkte  in  einer  „Raumeurve 
dritter  Ordnung^  liegen.   Nämlich  alle  durch  einen  singulären  Punkt 
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gehenden  Strahlen  des  Systems  bilden  eine  irreducihle  Kegelfläche 
zweiter  Ordnung,  welche  durch  alle  anderen  singulären  Punkte  geht; 
jeder  Schnittpunkt  von  zwei  Strahlen  des  Systems  ist  ein  singulärer 
Punkt  und  jede  Verbindungslinie  von  zwei  singulären  Punkten  ist 
ein  Strahl  des  Systems.  Wenn  nun  in  irgend  einer  Ebene  mehr 
als  drei  Strahlen  des  Systems  lägen,  so  würden  deren  Schnitt- 
punkte sämmtlich  singulare  Punkte  sein  und  durch  einen  oder  jeden 
derselben  ginge  ein  Strahlenkegel  des  Systems,  der  mehr  als  zwei 
Strahlen  mit  der  Ebene  gemein  hätte;  was  unmöglich  ist.  Das 
Strahlensystem  ist  deshalb  von  der  dritten  Classe  und  von  seinen 
singulären  Punkten  liegen  höchstens  drei  in  einer  Ebene  und 
höchstens  zwei  in  einer  Geraden. 

Zwei  homologe  Ebenenbüschel  von  S  und  Sj  erzeugen  eine  gerad- 
linige Fläche  zweiter  Ordnung,  nämlich  eine  dem  Sti-ahlensystem  an- 
gehörige  Kegelfläche  oder  Regelschaar,  jenachdem  ihre  Axen  sich 
(in  einem  singulären  Punkte)  schneiden  oder  nicht.  Zwei  beliebige 
so  erzeugte  Flächen  zweiter  Ordnung  haben  denjenigen  von  S/S| 
verschiedenen  Strahl  des  Systems  mit  einander  gemein,  welcher  die 
zwei  Paar  Axen  der  sie  erzeugenden  Ebenenbüschel  schneidet;  sie 
dui'chdringen  sich  ausserdem  in  einer  durch  die  Punkte  /S  und  /S| 
gehenden  Raumcurve  dritter  Ordnung,  in  deren  Punkten  sich  je 
zwei  Strahlen  des  Systems  schneiden,  und  welche  der  Ort  aller 
singulären  Punkte  des  Systems  ist.     Also: 

^Zwei  nicht  concentrische,  coUineare  Strahlenbündel  S,  aS|, 
;y welche  kein  Element  entsprechend  gemein  haben,  erzeugen  ein 
„Strahlensystem  erster  Ordnung  und  dritter  Classe.     Dasselbe 
„enthält   alle   Sehnen    einer   Raumcurve   k^   dritter   Ordnung, 
„welche  der  Ort  seiner  singulären  Punkte  ist  und  aus  jedem 
^dieser  Punkte  durch  eine  Kegelfläche  zweiter  Ordnung  projicirt 
„wird  (Fig.  15).    Diese  cubische  Raumcurve  k^  geht  durch  die 
„Mittelpunkte  der  beiden  Bündel,   und  in  jedem  ihrer  Punkte 
„schneiden  sich  zwei  homologe  Strahlen  von  S  und  Si." 
Wenn  die  Raumcurve  k^  nebst  den  auf  ihr  liegenden  Punkten 
S  und  Si  gegeben  ist,  so  kennen  wir  auch  die  homologen  Kegel- 
flächen zweiter  Ordnung,  durch  welche  k^  aus  aS  und  Si  projicirt 
wird.  Diese  Kegelflächen  sind  durch  die  Raumcurve  projectivisch  auf 
einander  bezogen  und  liegen  perspectivisch  zu  dem  Ebenenbüschel 
/S'iS|  ;  da  sie  kein  Element  entsprechend  gemein  haben,  so  berühren 
sie  sich  nicht,  sondern  schneiden  sich  in  dem  Strahle  SSi,    Eine 
beliebige    Ebene    begegnet    den    beiden    Kegelflächen   in    Curven 
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IL  Ordnung,  welche  sich  in  einem  auf  SSi  liegenden  Punkte 
schneiden  und  folglich  noch  mindestens  einen  Punkt  und  höchsten> 
drei  Punkte  mit  einander  gemein  haben.     Also: 

^Die  cubische  Raumcurve  ä:^  hat  mit  einer  beliebigen  Ebene 
;,mindesten8  einen  Punkt  und  höchstens  drei  Punkte  gemein." 
Durch  die  projectivischen  Kegelflächen  S{k^)  und  Si  (k^)  i>t 
die  coUineare  Verwandtschaft  der  Bündel  S  und  S|  völlig  he- 
stimmt  (Seite  10),  sodass  durch  die  Raumcurve  k^  auch  das  von 
S  und  /S|  erzeugte  Strahlensystem  gegeben  ist.  Jede  Sehne  oder 
Tangente  von  k^  wird  aus  S  und  S|  durch  zwei  homologe  Schnitt- 
oder Berührungsebenen  jener  Kegelflächen  projicirt  und  gehört  zu 
dem  Strahlensystem.  Wir  können  aber  auch  jeden  Strahl  de> 
Systems,  welcher  aus  S  und  S|  durch  zwei  ausserhalb  jener 
Kegelflächen  liegende  Ebenen  projicirt  werden,  als  eine  (uneigent- 
liehe)  Sehne  der  Raumcurve  k^  auffassen;  denn  er  schneidet  die 
beiden  in  jenen  Ebenen  enthaltenen  homologen  Strahlenbüschel 
von  S  und  aS|  in  zwei  projectivischen  Punktreihen,  deren  ent- 
sprechend gemeinschaftliche  Punkte  auf  k^  liegen,  aber  freihch 
conjugirt  imaginär  sind.     Wir  dürfen  deshalb  sagen: 

„Das  Strahlensystem  erster  Ordnung  und  dritter  Classe  be- 
;,steht  aus  den  Sehnen  derjenigen  Raumcurve  A^  dritter  Oinlnung, 
;, welche  die  singulären  Punkte  des  Systems  erhält.    Ein  Strahl 
^des  Systems  ist  eine  eigentliche  oder  uneigentliche  Sehne  von 
„k^,  jenachdem  er  zwei  reelle  oder  zwei  conjugirt-imaginäre 
„Punkte  der  Curve  verbindet.    Auch  die  Tangenten  der  Curve  k^ 
„gehören  zu  dem  Strahlensystem;  sie  trennen  in  demselben  die 
;,eigentlichen   Sehnen  von    den   uneigentlichen   und  haben  je 
„zwei  zusammenfallende  Punkte  mit  der  Curve  gemein.    Wir 
„wollen  k^  die  Ordnungscurve  des  Strahlensystems  nennen.** 
Die  Raumcurve   ä:^   kann   mit   zwei   beliebigen   Sehnen  a,  h 
durch  eine  geradlinige  Hache  zweiter  Ordnung  verbunden  werden, 
welche  eine  Schaar  von  Sehnen  enthält;  denn  die  Ebenenpaare, 
durch  welche  die  beiden  Sehnen  aus  S  und  ä,  projicirt  werden, 
schneiden  sich  in  den  Axen  von  zwei  homologen  Ebenenbüschelu 
der  coUinearen  Bündel,   und   diese  Büschel  erzeugen  jene  Fläche. 
Da  die  Fläche  zweiter  Ordnung  auch  von  einer  Geraden  beschrieben 
wird,   welche  an  k^  hingleitet  und  dabei  die  Sehnen  a  und  b  be- 
ständig schneidet,  so  ergiebt  sich  der  Satz: 

„Die  Raumcurve  diitter  Ordnung   wird  aus  je   zwei  ihrer 
„Sehnen  durch  zwei  projectivische  Ebenenbüschel  projicirt- ; 
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denn  die  Ebenen,  welche  die  Sehnen  a,  b  mit  jener  beweglichen 
Geraden  und  folglich  mit  einem  beweglichen  Punkt  von  k^  ver- 
binden, beschreiben  um  a  und  b  zwei  projectivische  Ebenenbüschel. 
Der  Satz  gilt  auch  dann,  wenn  a  und  b  sich  auf  der  Curve 
schneiden,  also  mit  ihr  auf  einer  Kegelfläche  zweiter  Ordnung 
hegen.  Wir  wollen  ihn  zunächst  zu  einer  linearen  Construction 
von  Schmiegungsebenen  der  Curve  k^  benutzen. 

Sei  a  die  Tangente  von  k^  in  einem  Punkte  A  und  b  irgend 
eine  andere  Sehne.  Wenn  dann  ein  Punkt  P  die  Raumcurve  k^ 
beschreibt,  so  beschreiben  die  Ebenen  aP  und  bP  zwei  projec- 
tivische Ebenenbüschel  um  a  und  6.  Nun  geht  aber  aP  über 
in  die  Schmiegungsebene  von  -4,  wenn  P  sich  diesem  Punkte  A 
unbegrenzt  nähert;  zugleich  geht  bP  über  in  die  Ebene  bA, 
Sobald  also  die  projectivische  Beziehung  der  Ebenenbüschel  a 
und  b  durch  drei  Paare  homologer  Ebenen  festgestellt  ist,  finden 
wir  die  Schmiegungsebene  des  Punktes  -4,  indem  wir  zu  der  Ebene 
bA  die  entsprechende  im  Büschel  a  construiren.  —  Wenn  die 
Sehne  6  durch  den  Punkt  A  geht,  so  nähert  sich,  indem  der  be- 
wegliche Punkt  P  an  den  Punkt  A  hinanrückt,  die  Gerade  AP 
unbegrenzt  der  Tangente  a  und  die  Ebene  bP  der  Ebene  ba;  zu- 
gleich aber  geht  aP  über  in  die  Ebene,  welche  im  Strahle  a  die 
durch  die  Büschel  a  und  b  erzeugte  Kegelfläche  zweiter  Ordnung 
berülu't.     Also  : 

„Die  Schmiegungsebene  eines  beliebigen  Curvenpunktes  A 
,geht  durch  die  Tangente  a  dieses  Punktes  und  berührt  in  a 
„die  Kegelfläche  zweiter  Ordnung,  durch  welche  die  Raum- 
^curve  k^  aus  A  projicirt  wird.^ 

Um  ohne  Hülfe  der  coUinearen  Strahlenbündel  durch  einen 
beliebigen  Punkt  Q  eine  Sehne  der  Raumcurve  zu  legen,  verbinden 
wir  Q  mit  irgend  einem  Punkte  P  von  k^  durch  eine  Gerade  g 
und  legen  durch  g  zwei  Ebenen,  welche  die  Curve  in  je  zwei 
von  P  verschiedenen  Punkten  schneiden.  Die  Verbindungslinien  a, 
b  dieser  Punktenpaare  liegen  mit  der  Raumcurve  auf  einer  Regel- 
fläche zweiter  Ordnung,  welcher  auch  die  Gerade  g  angehört;  denn 
g  hat  die  drei  Punkte  ga,  gb  und  P  mit  der  Fläche  gemein.  Von 
derjenigen  Regelschaar  dieser  leicht  zu  construirenden  Fläche,  zu 
welcher  a  und  b  gehören,  geht  ein  Strahl  durch  den  Punkt  Q, 
dieser  Strahl  aber  ist  die  gesuchte  Sehne.  Diese  lineare  Con- 
struction führt  stets  zum  Ziel,  auch  wenn  die  durch  Q  gehende 
Sehne  eine  uneigentliche  ist.    Beiläufig  ergiebt  sich: 
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^Durcli  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  und  eine  Gerade  g. 
^welche  die  Curve  in  einem  Punkte  schneidet,  aber  keine 
^ Sehne  derselben  ist,  kann  eine  einzige  Regelfläche  zweiter 
;,  Ordnung  gelegt  werden.  Die  eine  Regelschaar  dieser  Hache 
;,besteht  aus  Sehnen  der  Curve,  die  Strahlen  der  anderen  Regel- 
^schaar,  welcher  g  angehört,  schneiden  die  Raumcurve  in  je 
;, einem  Punkte.^ 

Zur  Begründung  dieser  letzten  Bemerkung  sei  hervorgehoben, 
dass  jeder  Strahl  g*  der  zweiten  Schaar  mit  jeder  eigentlichen 
Sehne  der  ersten  Regelschaar  durch  eine  Ebene  verbunden  werden 
kann,  welche  mit  der  Raumcurve  drei  Punkte  gemein  hat;  zwei 
dieser  Punkte  liegen  auf  der  Sehne,  und  folglich  liegt  der  dritte 
auf  g\ 

Projiciren  wir  aus  einem  beliebigen  Punkte  S2  der  Raum- 
curve k^  das  3ehnensystem  derselben,  so  ist  je  zwei  homologen 
Ebenen  a  und  aj  der  collinearen  Bündel  S,  Si  eine  durch  ihre  Schnitt- 
4inie  a  «j  gehende  Ebene  «o  von  &  zugewiesen.  Und  da  diejenigen 
Sehnen  von  k^^  welche  zwei  homologe  Ebenenbüschel  von  ^S  und  >'| 
erzeugen,  auf  einer  durch  Sj  gehenden  Kegelfläche  zweiter  Ordnung 
oder  Regelschaar  liegen,  so  werden  sie  aus  6'.»  durch  einen  dritten 
Ebenenbüschel  projicirt,  dessen  Axe  gleichfalls  auf  der  Kegelfläche 
liegt,  resp.  ein  Leitstrahl  der  Regelschaar  ist.  Es  entspricht  aKo 
nicht  nur  jeder  Ebene  von  S  eine  Ebene  von  /i»,  sondern  aucli 
jedem  Ebenenbüschel  I.  Ordnung  von  S  ein  solcher  von  .S, ;  d.  h, 
die  Bündel  S  und  Äj  sind  ebenso  wie  S  und  S|  coUinear  aut 
einander  bezogen,  sodass  sie  mit  einander  das  Sehnensystem  der 
Raumcurve  k^  erzeugen.  Die  Mittelpunkte  S.  *S|  der  ursprüngUch 
angenommenen  collinearen  Bündel  können  folglich  mit  beliebigen 
anderen  Punkten  6%,  S^  der  Raumcurve  vertauscht  werden,  >ie 
zeichnen  sich  nicht  aus  vor  den  übrigen  Punkten  von  A^,  und 
was  von  ihnen  bewiesen  wird,  gilt  auch  von  den  anderen  Curven- 
punkten.     Insbesondere  gilt  der  wichtige  Satz: 

^Aus  je  zwei  auf  ihr  liegenden  Punkten  wird  die  Raum- 
-curve dritter  Ordnung  durch  zwei  projectivische  Kegelflächen 
.jzweiter  Ordnung  und  ihr  Sehnensystem  durch  zwei  colUnean- 
^ Strahlenbündel  projicirt;  nämlich  jede  Sehne  wird  durch  zwei 
^homologe  Ebenen,  und  jeder  Punkt  der  Curve  durch  zwei 
.homologe  Strahlen  der  Bündel  projicirt. •- 
Jede  durch  Ä  gelegte  Ebene  enthält  mindestens  eine  Sehne 
der  Raumcurve,  nämlich  ihre  Schnittlinie  mit  der  entsprechenden 
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Ebene  des  Bündels  S^.  Hat  die  Ebene  drei  Punkte  mit  der  Curve 
gemein,  so  gehören  die  drei  Verbindungslinien  dieser  Punkte  zu 
dem  Sehnensvstem:  enthält  die  Ebene  ausser  S  nur  noch  einen 
Punkt  P  der  Curve,  so  berührt  sie  dieselbe  in  S  oder  P,  und 
enthält  nur  zwei  Strahlen  des  Sehnensystems,  nämlich  SP  und 
die  Tangente  des  Berührungspunktes.  Weil  nun  S  ein  beliebiger 
Punkt  der  Raumcurve  ist,  und  letztere  mit  jeder  Ebene  mindestens 
einen  Punkt  gemein  hat,  weil  ferner  jeder  Schnittpunkt  von  zwei 
Sehnen  auf  der  Ordnungscurve  liegt,  so  ergiebt  sich: 

^Jede  Ebene  enthält  genau  so  viele  reelle  Sehnen  wie  reelle 
, Punkte   einer  Raumcurve   dritter  Ordnung,   also  mindestens 
;,eine  Sehne  und  höchstens  drei.*^ 
Eine   Raumcurve   dritter   Ordnung   kann   auch   durch  Regel- 
flachen  erzeugt  werden,  wie  der  folgende  Satz  lehrt: 

^Zwei  Regelflächen  R  und  Ä,  oder  eine  Regelfläche  R  und 
^eine  Kegelfläche  K  zweiter  Ordnung,  welche  sich  in  einem 
.,  Strahle  a  schneiden,  haben  im  AUgemeinen  noch  eine  Raum- 
^ curve  A3  di-itter  Ordnung  mit  einander  gemein,  von  welcher 
^a  eine  Sehne  ist." 
Jede  beliebig  durch  a  gelegte  Ebene  schneidet  die  Flächen  in  je 
einem  von  a  verschiedenen  Strahle.  Weisen  wir  je  zwei  solche 
Strahlen  einander  als  entsprechende  zu,  so  sind  die  beiden  Regel- 
schaaren  R  und  /^],  denen  der  Strahl  a  nicht  augehört,  oder  auch 
die  Regelschaar  R  und  die  Kegelfläche  K  projectivisch  auf  ein- 
ander bezogen,  weil  beide  auf  den  Ebenenbüschel  a  perspectivisch 
bezogen  sind.  Je  zwei  einander  zugewiesene  Strahlen  der  Flächen 
schneiden  sich  nun  in  einem  Punkte  der  Curve  k^  und  alle  diese 
Schnittpunkte  werden  aus  einem  beliebigen  P  unter  ihnen  durch 
die  Strahlen  einer  Kegelfläche  IL  Ordnung  projicirt.  Nämlich  die 
beiden  projectivischen  Strahlengebilde  R  und  Ri  oder  R  und  K 
werden  aus  dem  Punkte  P  durch  zwei  projectivische  Ebenenbüschel 
L  Ordnung  projicirt,  welche  die  erwähnte  Kegelfläche  IL  Ordnung 
erzeugen.  Die  Curve  k^  ist  also  eine  Raumcurve  diitter  Ord- 
nung, wenn  nicht  eine  oder  auch  jede  solche  durch  sie  gelegte 
Kegelfläche  IL  Ordnung  in  Strahlenbüschel  I.  Ordnung  zerfällt, 
was  möglich  ist.  In  diesem  besonderen  Falle  kann  die  Raumcurve 
dritter  Ordnung  in  eine  Gerade  und  einen  Kegelschnitt  oder  auch 
in  drei  Gerade  zerfallen,  oder  sich  auf  eine  oder  zwei  Gerade 
reduciren.  —  Weil  jeder  beliebige  Strahl  y  der  Regelschaar  R 
nur  einen  Punkt  mit  der  Raumcurve  k^  gemein  hat,   ohne  k^  zu 
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berühren,  und  weil  durch  g  und  k^  nur  eine  einzige  Regelfläche 
hindurchgelegt  werden  kann,  deren  zweite  Regelschaar  aus  Sehnen 
der  Curve  bestehen  muss,  so  ist  auch  a  eine  solche  Sehne. 

„Drei  projectivische  Ebenenbüschel,   deren  Axen  a,  a|,  oj 

„nicht  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen,  erzeugen  im 

„Allgemeinen  eine  Raumcurve  k^  dritter  Ordnung,  von  welcher 

„a,  «j,  a2  Sehnen   sind.     In  jedem  Punkte  von  Ä:^  schneiden 

„sich  drei  homologe  Ebenen  der  Büschel.^ 

Nämlich  der  Büschel  a  erzeugt  mit  jedem   der  beiden  anderen 

Büschel  eine  Kegel-  oder  auch  eine  Regelfiäche,  und  die  beiden 

so  entstehenden  Flächen  haben  die  Gerade  a  entsprechend  gemein. 

Der  Satz  ist  hiedurch  auf  den  vorhergehenden  zurückgeführt.    Er 

kann   als  Umkehrung  eines   früher  (Seite  88)  bewiesenen  Satzes 

betrachtet  werden.     Durch  ihn  lösen  wir  die  Aufgabe: 

„Eine    Raumcurve    dritter    Ordnung    zu    construiren,   von 
„welcher  drei  Punkte  P,  Q,  R  und  drei  Sehnen  a,  a|,  oo  ge- 
„geben  sind,  die  weder  durch  jene  Punkte  hindurchgehen,  noch 
„deren  Verbindungslinien  schneiden.^ 
Wir  beziehen  nämlich  die  Ebenenbüschel  a,  a,,  0-2  projectivisch 
so  auf  einander,  dass  in  jedem  der  Punkte  P,  Q,  R  drei  homologe 
Ebenen  der  Büschel  sich  schneiden.     Durch  die  Ebenenbüschel 
wird   alsdann    die   gesuchte   Curve   erzeugt.      Bilden   die  Sehnen 
(I,  ai,  a2   ein  Dreieck,    so  geht  die  Raumcurve  auch  dm-ch  die 
P^ckpunkte  desselben,  also  im  Ganzen  durch  sechs  willkürlich  ge- 
gebene Punkte. 

„Wenn  eine  Regelschaar  oder  Kegelfläche  IL  Ordnung  und 

„ein  Ebenenbüschel  I.  Ordnung  projectivisch  auf  einander  be- 

„ zogen  sind,   so  erzeugen  sie  im  Allgemeinen  eine  Raumcurve 

„dritter  Ordnung,  von  welcher  die  Axe  a  des  Ebenenbüschels 

„eine  Sehne  ist.^ 

Seien  «j  und  02  zwei  beliebige,   zu  dem  Strahlengebilde  perspec- 

tivische  Ebenenbüschel,    so    sind   dieselben  projectivisch  zu  dem 

Ebenenbüschel   a   und   erzeugen  mit  demselben   die   Raumcurve. 

Auch  hier  übergehe  ich  die  Ausnahmefälle. 

Auf  einer  Regelfläche  II.  Ordnung  R^  können  im  Allgemeinen 
zwei  Raumcurven  dritter  Ordnung  construirt  werden,  welche  durch 
drei  auf  R^  angenommene  Punkte  A,  B^  C  gehen  und  eine  nicht 
auf  7^2  liegende  Gerade  a  zur  Sehne  haben.  Bezieht  man  nämlich 
die  beiden  Regeischaaren  der  Fläche  Ä^  projectivisch  auf  den 
Ebenenbüschel  a,  so  dass  ihre  durch  A^  B  und  C  gehenden  Strahlen 
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den  resp.  Ebenen  aA^  aB  und  aC  entsprechen,  so  erzeugen  sie 
mit  dem  Ebenenbüschel  die  beiden  Raumeurven.  Letztere  gehen 
durch  jeden  Punkt,  welchen  die  Gerade  a  mit  R^  gemein  hat, 
und  es  ergiebt  sich: 

^Auf  einer  Regelfläche  II.  Ordnung  R-  können  höchstens 

^zwei  Raumeurven  dritter  Ordnung  construirt  werden,  welche 

^durch  fünf  auf  R^  gegebene  Punkte  gehen.  ^ 

Jede  Regelschaar  von  /?2  besteht  aus  Sehnen  von  einer  dieser 
Raumeurven  und  liegt  zu  der  anderen  perspectivisch.  Deshalb 
folgt  aus  dem  letzten  Satze: 

^Zwei  von  einander  verschiedene  Raumeurven  dritter  Ord- 
^nung,  deren  gemeinschaftliche  Sehnen  eine  Regelschaar  bilden, 
^haben  höchstens  vier  Punkte  mit  einander  gemein." 

Vier  projectivische  Ebenenbüschel  I.  Ordnung,  die  beliebig 
im  Räume  liegen,  erzeugen  zu  dreien  vier  Raumeurven  dritter 
Ordnung ;  je  zwei  der  letzteren  liegen  auf  einer  Regelfläche,  welche 
durch  zwei  der  projectivischen  Ebenenbüschel  erzeugt  w^ird,  und 
haben  eine  Schaar  gemeinschaftlicher  Sehnen,  also  höchstens  vier 
gemeinschaftliche  Punkte.     Daraus  ergiebt  sich: 

^Es  giebt  im  Allgemeinen  höchstens  vier  Punkte,  in  welchen 
^je  vier  homologe  Ebenen  von  vier  beliebigen  projectivischen 
^Ebenenbüscheln  sich  schneiden." 

Noch  möge  der  folgende  Satz  hier  Platz  finden: 

;, Durch  sechs  Punkte  iS,  Sj,  ^,  Ä,  C,  Z>,  von  denen  keine 
„vier  in  einer  Ebene  liegen,  kann  nur  eine  Raumcurve  dritter 
„Ordnung  gelegt  werden." 

Denn  die  beiden  Kegelflächen  IL  Ordnung,  durch  welche  die  Curve 
aus  den  Punkten  S  und  S^  projicirt  wird,  sind  durch  die  Strahlen, 
welche  jeden  dieser  Punkte  mit  den  fünf  übrigen  verbinden,  völlig 
bestimmt.  Die  Curve  wird  wohl  am  leichtesten  construirt,  indem 
man  drei  der  sechs  Punkte  durch  Sehnen  verbindet  und  wie  bei 
der  letzten  Aufgabe  verfährt.  Zwei  Raumeurven  dritter  Ordnung 
können  also  höchstens  fünf  Punkte  mit  einander  gemein  haben, 
ohne  zusammen  zu  fallen.  —  Ganz  analog  ist  der  Satz  zu  be- 
weisen : 

„Eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  ist  völlig  bestimmt  durch 
„fünf  ihrer  Punkte  und  die  Tangente  in  einem  derselben,  oder 
„durch  vier  Punkte  und  die  Tangenten  in  zwei  derselben,  oder 
„durch  drei  Punkte  und  deren  Tangenten." 
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Denn  sind  z.  B.  A^  B^  C  drei  Punkte  der  Curve,  und  a,  b,  c  die 
resp.  Tangenten  in  diesen  Punkten,  so  muss  die  Kegelfläche 
IL  Ordnung,  durch  welche  die  Cuitc  aus  dem  Punkte  A  projicirt 
wird,  durch  die  drei  Strahlen  a,  AB  und  ilC  gehen  und  in  den 
letzteren  beiden  die  resp.  Ebenen  ^6  und  Ac  berühren.  Dieselbe 
ist  also  völlig  bestimmt,  und  ebenso  die  Kegelfläche  II.  Ordnung, 
durch  welche  die  Curve  aus  B  oder  C  projicirt  wird. 

^Eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  ist  im  Allgemeinen  völlig 
„bestimmt,   wenn  von  ihr  gegeben  sind  zwei  Punkte  imd  vier 
^Sehnen,  oder  drei  Punkte  und  drei  Sehnen,  oder  fünf  Punkte 
^und  eine  Sehne. '^ 
Denn  im  ersten  dieser  Fälle  ist  die  coUineare  Verwandt<5chaft  der 
beiden  Strahlenbündel,  durch  welche  das  Sehnensvstem  der  Raum- 
curve  aus   den   beiden   gegebenen   Curvenpunkten   projicirt  wird, 
im  Allgemeinen   völlig  bestimmt  durch  die  vier  Paare  homologer 
Ebenen,  die  sich  in  den  vier  gegebenen  Sehnen  schneiden.    Wenn 
drei  von  den  vier  Sehnen  ein  Dreieck  bilden,   so  geht  die  Raum- 
curve durch  die  Eckpunkte  desselben;   damit  aber  ist  der  dritte 
Fall   des   Satzes   erledigt.     Der  zweite  Fall  wurde   schon  vorhin 
besprochen. 

Uebertragen  wir  jetzt  die  bisherigen  Sätze  auf  das  Strahlen- 
gebilde, welches  zwei  coUineare  ebene  Systeme  1'  und  ü|  erzeugen, 
so  ergiebt  sich  Folgendes: 

„Zwei  coUineare  ebene  Systeme  S  und  ij,  welche  nicht  in 
„derselben  Ebene  liegen  und  kein  Element  entsprechend  gemein 
;,haben,  erzeugen  ein  Strahlensystem  erster  Classe  und  dritter 
;, Ordnung,  ausserdem  aber  einen  Ebenenbüschel  dritter  Ordnung. 
„Jeder  Strahl  des  Systems  verbindet  zwei  homologe  Punkte. 
Jede  Ebene  des  Büschels  dritter  Ordnung  verbindet  zwei 
„homologe  Gerade  von  iL  und  2|  mit  einander.  Wir  wollen 
Jeden  Strahl  des  Systems  eine  Axe  des  Ebenenbüschels  dritter 
,,Ordnung,  letzteren  aber  den  Ordnungsbüschel  des  Sy3tem> 
^von  Strahlen  nennen.  In  einer  beliebigen  Ebene  li^  im 
,, Allgemeinen  nur  eine  Axe  des  Büschels  dritter  Ordnung;  nur 
^wenn  die  Ebene  dem  Büschel  selbst  angehört,  liegen  in  der- 
;,8elben  unendlich  viele  Axen,  und  diese  bilden  einen  Strahlen- 
;,büschel  zweiter  Ordnung  und  sind  die  Schnittlinien  der  gi^ 
,gebenen  Ebene  mit  den  übrigen  Ebenen  des  Büschels  dritter 
^Ordnung.  In  jeder  Ebene  des  Büschels  dritter  Ordnung  gieM 
^es  eine  Axe,   durch   welc^he  keine  zweite  FIbene  des  BüscbeU 
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^hindurchgeht;    dieselbe   heisst  der  Berühruiigsstrahl    der 
^Ebene,  und  derjenige  Punkt  dieser  Axe,  welcher  auf  keiner 
^zweiten  Axe  liegt,  heisst  der  Berührungspunkt  der  Ebene. 
„Durch  jeden  Punkt  des  Raumes  gehen  höchstens  drei  reelle 
^Ebenen  des  Büschels,  und  mindestens   eine,   sowie  eben  so 
^viele  reelle  Axen  des  Büschels.     Der  Ebenenbüschel  dritter 
„Ordnung   wird   von  je   zwei   seiner   Axen   in   projectivischen 
^ Punktreihen  geschnitten,    nämlich  jede   Ebene  des  Büschels 
„in    zwei  homologen  Punkten   der   Punktreihen.      Das  Axen- 
„System  wird  von  je  zwei  Ebenen  seines  Ordnungsbüschels  in 
„coUinearen  ebenen  Systemen  geschnitten;  nämlich  jede  dritte 
„Ebene  des  Ordnungsbüschels  wird  in  zwei  homologen  Strahlen 
„und  jeder  Strahl  des  Axensystems  in  zwei  homologen  Punkten 
„der  collinearen  Systeme  geschnitten.    Drei  projectivische  Punkt- 
„reihen,  deren  Träger  a,  a|,  02  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  er- 
„zeugen  im  Allgemeinen  einen  Ebenenbüschel  dritter  Ordnung,  von 
„welchem  a,   «i,   «2  ^^ei   Axen  sind;   ebenso  ein  gerades  Ge- 
„  bilde    und    eine   zu  ihm   projectivische   Regelschaar.     Durch 
„sechs  Ebenen,  von  denen  keine  vier  durch  einen  Punkt  gehen, 
„kann  nur  ein  Ebenenbüschel  dritter  Ordnung  gelegt  werden.*^ 
ü.  8.  w. 
Wie  bei   den   Kegelschnitten,   so  können  wir  auch  bei   den 
Raumcurven  dritter  Ordnung  mehrere  Arten  unterscheiden  je  nach 
der  Anzahl  und  Lage  ihrer  unendlich  fernen  Punkte.    Wir  können 
die  Tangente  eines  unendlich  fernen  Punktes  seine  Asymptote, 
und  die   Schmiegungsebene   desselben   seine  Asymptotenebene 
nennen.    Aus  jedem  ihrer  unendlich  fernen  Punkte  wird  die  Raum- 
curve  dritter  Ordnung  durch  eine  Cylinderfläche  zweiter  Ordnung 
projicirt.     Die  Raumcurve  wird  von  der  unendlich  fernen  Ebene 
entweder  in  drei  Punkten  geschnitten,  oder  sie  hat  mit  derselben 
nur  einen  Schnittpunkt  gemein,   oder  sie  wird  von  ihr  in  einem 
Punkte  geschnitten  und  in  einem  anderen  berührt,   oder  endlich 
die  unendlich  ferne  Ebene  schmiegt  sich  ihr  in  einem  Punkte  an. 
Wir   erhalten  demnach  vier  Arten  von  Raumcurven  dritter  Ord- 
nung, welchen  Seydewitz  folgende  Namen  gegeben  hat: 

1)  Die  räumliche  Hyperbel.  Sie  hat  drei  unendlich  ferne 
Punkte,  deren  Asymptoten  und  Asymptotenebenen  in  end- 
licher Entfernung  liegen.  In  ihr  schneiden  sich  drei  hyper- 
bolische Cylinder,  deren  Asymptotenebenen  paarweise  ein- 
ander parallel  sind. 
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2)  Die  räumliche  Ellipse  (Fig.  15).  Sie  besitzt  einen  un- 
endlich fernen  Punkt  mit  einer  Asymptote  und  einer  Asymp- 
totenebene in  endlicher  Entfernung.  Durch  dieselbe  kann 
nur  ein  einziger,   und  zwar  ein  elliptischer  Cylinder  gelegt 

werden. 

3)  Die  parabolische  Hyperbel  besitzt  zwei  unendlich  ferne 
Punkte,  von  deren  Asymptoten  die  eine  unendlich  fern  liegt, 
die  andere  dagegen  nebst  den  beiden  Asymptotenebenen 
in  endlicher  Entfernung.  Durch  die  parabolische  Hyperbel 
kann  ein  parabolischer  und  ein  hyperbolischer  Cylinder  ge- 
legt werden. 

4)  Die  räumliche  Parabel  enthält  nur  einen  unendlich  fernen 
Punkt,  dessen  Asymptote  und  Asymptotenebene  unendlich 
fern  liegen.  Durch  dieselbe  kann  nur  ein  einziger,  nämlich 
ein  parabolischer  Cylinder  gelegt  werden. 
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Projeetivisebe  Beziehungen  und  Polarität  der  Ranmeinei  ud 

EbenenbBscbel  dritter  Ordnung. 


Die  meisten  bisher  aufgestellten  Sätze  über  Raumcurren  und 
Ebenenbüschel  dritter  Ordnung  lassen  sich  weit  einfacher  aus- 
sprechen, wenn  wir  den  Begriff  der  projectivischen  Verwandtschaft 
auf  diese  Gebilde  ausdehnen.  Zu  dem  Ende  stellen  wir  folgende 
Definition  auf: 


Vier  Punkte  einer  Raumcurve 
k^  dritter  Ordnung  sollen  vier 
harmonische  Punkte  genannt 
werden,  wenn  sie  aus  irgend  einer 
und  folglich  (Seite  88)  aus  jeder 
Sehne  der  Curve  durch  vier 
harmonische  Ebenen,  also  auch 
aus  jedem  Punkte  S  der  Curve 
durch  vier  harmonische  Strahlen 
der  Kegelfläche  Sk^  II.  Ordnung 
projicii-t  werden. 


Vier  Ebenen  eines  Büschek  A'^ 
dritter  Ordnung  sollen  vier  har- 
monische Ebenen  genannt  wer- 
den, wenn  sie  von  irgend  einer 
und  folglich  von  jeder  Axe  de< 
Büschels  in  vier  harmonischen 
Punkten,  also  auch  von  jeder 
Ebene  o  des  Büschels  in  vier 
harmonischen  Strahlen  de«* 
Büschels  o  K^  IL  Ordnung  g^ 
schnitten  werden. 
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Ausserdem  wollen  wir  die  Raumcurve  und  den  Ebenenbüschel 
dritter  Ordnung  mit  dem  Namen  „Elementargebilde  dritter  Ord- 
nung" bezeichnen.  Auch  auf  sie  finden  dann  ohne  Weiteres  die 
allgemeinen  Definitionen  und  Sätze  Anwendung,  welche  früher 
(I.  Abth.  Seite  104  und  105)  für  die  Elementargebilde  I.  und  IL  Ord- 
nung ausgesprochen  wurden;  z.  B. 

^Zwei  projectivische  Raumcurven  dritter  Ordnung,  die  in 

^einander  liegen,  haben  entweder  alle  ihre  Punkte,  oder  höchstens 

„zwei  derselben  entsprechend  gemein.^ 

Die  Raumcurve  ä:^  dritter  Ordnung  wird  aus  jeder  Sehne  a 
durch  einen  zu  k^  perspectivischen  Ebenenbüschel  und  aus  jedem 
ihrer  Punkte  S  durch  eine  zu  ihr  perspectivische  Kegelfläche  Sk^ 
IL  Ordnung  projicirt.  Zwei  zu  k^  perspectivische  Ebenenbüschel 
a  und  Gl  erzeugen  eine  zu  der  Curve  perspectivische  Kegelfläche 
oder  Regelschaar,  je  nachdem  ihre  Axen  sich  schneiden  oder  nicht. 
Viele  von  den  früheren  Sätzen  können  jetzt  wie  folgt  zusammen- 
gefasst  werden: 


Alls  Ebenenbüschel ,  KegeU 
fllichen  IL  Ordnung  und  Kegel" 
schaaren,  welche  zu  einer  Raum- 
curve dritter  Ordnung  perspec- 
tivisch  liegen,  sind  zu  einander 
prqfecHvisch, 


Alle  Punktveihen ,  Strahlen- 
büsckel  IL  Ordnung  U7id  Regel- 
8cha/zren^  welche  zu  einem  Ebenen- 
büschel dritter  Ordnung  perspec- 
tioisch  liegen,  sind  zu  einander 
prcjectiviscK 


Sollen   zwei  Raumcurven   k'^  und  k\  dritter  Ordnung  projec- 
tivisch  so  auf  einander  bezogen  werden,  dass  den  Punkten  ^4,  B 
C  von  k^  die  resp.  Punkte  ^|,   5,,    C|    von  A:*J   entsprechen,   so 
beziehe  man  irgend   zwei  Ebenenbüschel,   von  denen   der   eine  u 
zu  der  Curve  k^  und  der  andere  ü|  ztt  der  Curve  /cj  perspectivisch 
liegt,  in  der  Weise  projectivisch  auf  einander,   dass  den  Ebenen 
uA,   uB,    uC  des  ersteren  die  resp.  Ebenen  v^  A^j   t?|  ^i,    Vj  C| 
des  letzteren  entsprechen.    Je  zwei  Punkte  der  Curven  entsprechen 
sodann  einander,  wenn  sie  durch  zwei  homologe  Ebenen  der  Büschel 
projicirt  werden.  —  Die  projectivisclien  Raumcui-ven  sind  zugleich 
homologe  Gebilde  von  zwei  collinearen  räumlichen  Systemen.    Denn 
seien  Z>,  E,  F  drei   neue  Punkte  der  Curve  k^,   denen  in  ä;^  die 
Punkte   />,,   £,,   F^    entsprechen,   so  können  wir  zwei  räumliche 
Systeme  2  und  Sj  collinear  so  auf  einander  beziehen ,  dass  den  fünf 
Punkten  A,  B,  C,  D,  E  von  2  die  resp.  fünf  Punkte  >l| ,  i?i ,  C*! ,  A .  ^i 
vonSi  entsprechen.    Dem  Ebenenbüschel  ^IJ  (CPßF)  entspricht 
dann   der   ihm  projectivische  Ebenenbüschel    A^  Bx  (C^i  A  ^'i  ^'iX 

Key e,  Geometrie  der  Lage.    H.    2.  Aufl.  ■ 
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also  auch  der  Ebene  ABF  von  2  die  Ebene  Ai  Bi  F^  toh  1^ : 
und  ebenso  lässt  sich  zeigen,  dass  jeder  anderen  Ebene  von  ^, 
welche  den  Punkt  F  mit  irgend  einer  Kante  des  Fünfecks  i4jBC/)£ 
verbindet,  diejenige  Ebene  von  2i  entspricht,  welche  F^  mit  der 
entsprechenden  Kante  des  Fünfecks  A^  B\  C^  Z),  £,  verbindet  Da 
sonach  der  Punkt  F  von  2  als  Schnittpunkt  von  drei  jener  Ebeuen 
dem  Punkte  F^  von  I|  als  Schnittpunkt  der  homologen  drei 
Ebenen  entspricht,  so  muss  auch  der  Curve  X:^,  auf  welcher  dif" 
sechs  Punkte  A^  J5,  C,  />,  -B,  F  liegen,  die  Curve  k]  entsprechen, 
welche  die  homologen  sechs  Punkte  A^^  i3|,  C|,  Z)|,  E^^  F^  mit 
einander  verbindet;  denn  durch  sechs  Punkte  des  Raumes  kann 
nur  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  gelegt  werden. 

Eine  involutorische  Raumcurve  dritter  Ordnung  wird  aus  jedem 
ihrer  Punkte  durch  eine  involutorische  Kegelfläche  IL  Ordnung 
projicirt,  und  je  zwei  einander  zugeordnete  Strahlen  der  letztt'ren 
liegen  demnach  mit  einer  Geraden  g^  welche  durch  den  Mittelpunkt 
der  Kegelfläche  geht,  aber  nicht  auf  derselben  enthalten  ist,  in 
einer  Ebene  (I.  Abth.  Seite  119).  Je  zwei  einander  zugeordnet«» 
Punkte  der  Raumcurve  liegen  also  ebenfalls  mit  g  in  einer  Ebene; 
und  die  Verbindungslinien  dieser  Punktenpaare  gehören  einer 
Regelschaar  von  Sehnen  an,  von  welcher  g  ein  Leitstrahl  ist. 
Wenn  die  involutorische  Curve  zwei  Ordnungspunkte  besitzt,  jm» 
gehören  die  Tangenten  derselben  ebenfalls  zu  jener  Regelschaar; 
sie  trennen  in  der  Regelschaar  die  eigentlichen  Sehnen  von  den 
uneigentlichen.  Beiläufig  folgt  mit  Berücksichtigung  früherer 
Sätze  (Seite  90): 

;,Wird  durch  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  eine  Regel- 
;,fläche  gelegt,  so  ist  jeder  Strahl  der  einen  Regelschaar  die^r 
„Fläche  eine  Sehne  der  Curve,  während  jeder  Strahl  der  zweiten 
„Regelschaar  die  Curve  in  einem  einzigen  Punkte  schneidet 
„Durch  die  Strahlen  der  ersteren  Schaar  werden  die  Cunren- 
„punkte  involutorisch  gepaart;  und  entweder  ist  jeder  Strahl 
„dieser  Schaar  eine  eigentliche  Sehne,  oder  zwei  derselben 
„werden  von  der  Curve  berührt  und  trennen  die  eigentlirh«*n 
„Sehnen  von  den  uneigentlichen. '^ 

Zu  anderen  wichtigen  Eigenschaften  der  Raumcunren  und 
Ebenenbüschel  dritter  Ordnung  führen  uns  die  Lehrsätze  des  Pascal 
und  des  Brianchon.  Ich  schicke  die  folgenden  Bemerkungen  Torftu> 
über  die  durch  zwei  Punkte  Ä,  S,  und  vier  beliebige  Sehnen 
o,  6,  a|,6|   bestimmte  Raumcurve  dritter  Ordnung  (vgl.  Seite  IM-. 
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Wir  wollen  unter  den  vier  Sehnen  eine  gewisse  Reihen- 
folge a,  6,  a|,  6|  festsetzen,  so  dass  dieselben  aus  S,  S|,  und 
einem  beliebigen  Punkte  &j  der  Raumcurve  durch  je  ein  Vierseit 
im  Strahlenbündel  projicirt  werden,  und  zwar  jedes  der  Sehnen- 
paare a,  Ol  und  6,  6,  durch  ein  Paar  Gegenseiten  des  Vierseits. 
Wir  verbinden  in  jedem  Vierseite  die  beiden  Strahlen,  in  welclien 
die  Gegenseiten  sich  paarweise  schneiden,  durch  eine  Ebene,  und 
erhalten  so  in  den  collinearen  Bündeln  S,  Sj,  S2  die  resp.  Ebenen 
a,  0|,  02-  Dieselben  sind  homologe  Ebenen  der  Bündel,  schneiden 
sich  also  in  einer  und  derselben  Sehne  s.  Bewegt  sich  der  Punkt 
So  auf  der  Raumcurve,  so  dreht  sich  daher  die  Ebene  02  ^'^  ^^® 
Sehne  s.  Hierauf  gründet  sich  eine  höchst  einfache  Con- 
struction  der  Raumcurve  dritter  Ordnung: 

„Seien  von  der  Raumcurve  dritter  Ordnung  gegeben  zwei 
„Punkte  5,  aS|  und  zwei  Paare  Sehnen  a,  ai  und  6,  6|.  Wir  legen 
^ durch  S  einen  Strahl,  welcher  von  a  und  a|,  und  einen 
^zweiten,  welcher  von  6  und  6|  geschnitten  wird,  und  ver- 
^binden  beide  Strahlen  durch  eine  Ebene  o.  Ebenso  legen 
„wir  durch  /S|  eine  Ebene  oi,  welche  zwei  durch  >S|  gehende 
„und  die  resp.  Sehnenpaare  a,  a|  und  6,  t|  schneidende 
„Strahlen  enthält,  und  bestimmen  sofort  die  Schnittlinie  a  der 
„Ebenen  o  und  ap  Jede  durch  s  gehende  Ebene  02  schneidet 
„alsdann  die  Sehnenpaare  a,  a|  und  6,  6|  in  zwei  Punkten- 
„paaren  -4,  A^  und  J5,  J5|,  deren  Verbindungslinien  AA^  und 
„BB^  sich  in  einem  Punkte  S^  der  Raumcurve  dritter  Ordnung 
„treffen.^ 

Von  der  Richtigkeit  dieser  Construction  überzeugt  man  sich  auch, 
indem  man  beachtet,  dass  in  der  Sehne  «  und  der  gesuchten 
Raumcurve  dritter  Ordnung  sich  die  beiden  Regelfiächen  schneiden, 
welche  s  mit  a,  «i  und  mit  i,  by  verbinden. 

Sei  nun  der  Raumcurve  k'^  dritter  Ordnung  ein  Sechseck  ein- 
geschrieben, 80  wird  dasselbe  aus  jedem  beliebigen  Curvenpunkte  S 
durch  ein  Sechskant  projicirt,  welches  der  Kegelfläche  Sk^  IL  Ord- 
nung eingeschrieben  ist.  Mit  Berücksichtigung  des  Vorhergehen- 
den ergiebt  sich  also  aus  dem  Lehrsatze  des  Pascal: 

„Jedes  der  Raumcurve  dritter  Ordnung  eingeschriebene  Sechs- 
„eck  wird  aus  einem  beliebigen  Curvenpunkte  S  durch  ein  Sechs- 
„kant  projicirt,  dessen  drei  Paar  Gegenseiten  sich  in  drei  auf 
„einer  Ebene  o  gelegenen  Geraden  schneiden.     Bewegt  sich  S 

7* 
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^auf  der  Raumcurve,  so  dreht  sich  die  Ebene  a  um  eine  feste 
„Sehne  «." 
Diese  Sehne  s  ist  schon  durch  zwei  Paar  Gegenseiten  a,  /ij  uiul 
6,  &|  des  Sechsecks  völlig  bestimmt;  in  ihr  schneiden  sich  di«* 
beiden  Regelflächen,  durch  welche  die  Raumcurve  mit  den  Sehnen- 
paaren a,  a,  und  6,  6|  verbunden  wird. 

Von  den  übrigen  Sätzen,  die  aus  dem  Lehrsatze  des  Pascal 
folgen,  will  ich  nur  denjenigen  über  das  eingeschriebene  Dreieck 
(I.  Abth.  Seite  66)  zur  Ableitung  eines  Satzes  über  die  Raum- 
curve dritter  Ordnung  benutzen,  nämlich  des  folgenden: 

^Ist  SABC  ein  der  Raumcurve  k^  dritter  Ordnung  ein- 
^geschriebenes  Tetraeder,  und  sind  S|,  .4j,  Ä|,  C|  die  Punkto, 
„in  w^elchen  die  Tangenten  der  resp.  vier  Eckpunkte  6\  A.  /i, 
„C  von   den  gegenüber  liegenden  Flächen  des  Tetraeders  j;e- 
^schnitten   werden;    dann   bilden   die   Punkte   S|,   i4|,   /i|,  (.'i 
^ein  zweites  Tetraeder,   welches  dem   ersteren   eingeschrieben 
„und  zugleich  umschrieben  ist    Die  P^bene  Ai  B^  C^  z.  B.  geht 
„durch  S;  sie  dreht  sich  um  eine  uncigentliche  Sehne  «,  wenn 
„S  sich   auf  der  Curve  k^   fortbewegt,   während  die  Punkte 
„A,  B,  C  ihre  Lage  nicht  ändern.*' 
Nämlich  das  Dreieck  ABC  wird   aus  S  durch  ein  Dreikant  pr<^ 
jicirt,   welches   der   Kegelfläche   Sk^  IL  Ordnung    eingeschrieben 
ist,   und   die  Tangenten  der  Punkte  A^  7i,  C  werden   durch  di* 
Berührungs-Ebenen  der  drei  Kanten  SA^  SB^  iiC  projicirt    h\^ 
drei  Strahlen   SAi,   Si3|,   SCi,   in  welchen  die  Seiten  des  Drei- 
kantes  von  den  Berührungs-Ebenen  der  ihnen  gegenüber  liegenden 
Kanten    geschnitten    werden,    müssen    deshalb    in    einer    Ebene 
Ai  B^  C|  liegen.     Vertauschen  wir  S  mit  einem  anderen  Curven- 
punkto  aS',  so  erhalten  wir  statt  -4,  J5,  (\  eine  andere  Ebene  A\  B\Cr, 
diese  beiden  Ebenen   schneiden  sich  aber  in  einer  Sehne  *,  weil 
sie   in  den  coUinearen  Strahlenbündeln,   durch  welche  die  Raum- 
curve dritter  Ordnung  und   ihr  Sehnensystem  aus  den  Punkten  > 
und  Ä'  projicirt  werden,  einander  entsprechen.    Die  Sehne  s  ist  eine 
uneigentliche;  denn  die  Ebene  SA^B^  t\  hat  mit  der  Kegelflärhr 
Sk^  keinen  reellen  Strahl  gemein,   weil   sie  von  jeder  Seite  A^^ 
eingeschriebenen   Dreikantes   S{ABC)   durch   den   Polstrahl  der 
Seite   und  die  Berührung« -Ebene  der   gegenüberliegenden   Kante 
harmonisch  getrennt  ist. 

Von  diesem  Satze  lässt  sich  eine  sehr  wichtige  Anwendung  auf 
die  Schmiej^ungs-Ebenen  einer  Raumcurve  dritter  Ordnung  macht  n. 
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Wir  bezeichnen  mit  a,  6,  c  die  Tangenten  AAi^  BB^^  CC^  der 
Punkte  A^  B,  C,  und  mit  P  den  Punkt,  in  welchem  die  Sehne  8 
von  der  Ebene  ABC  geschnitten  wird.*)  Dann  muss,  wie  soeben 
bewiesen,  die  Schnittlinie  der  Ebenen  SBC  und  Sa  mit  der  Sehne 
s  in  einer  Ebene  liegen,  wo  auch  der  Punkt  S  auf  der  Curve  sich 
befinden  möge.  Nähert  sich  nun  S  unbegrenzt  dem  Punkte  -4, 
so  geht  die  Ebene  Sa  über  in  die  Schmiegungs-Ebene  des  Punktes 
A^  und  SiSC  geht  über  in  die  Ebene  ABC;  und  die  Schnittlinie 
dieser  beiden  Ebenen  muss  mit  AP  zusammenfallen,  weil  sie  die 
Gerade  8  fortwährend  schneiden  soll.  Ganz  auf  dieselbe  Weise 
ergiebt  sich,  dass  auch  die  Schmiegungs- Ebenen  der  Punkte  B 
und  C  durch  den  Punkt  P  gehen  müssen,  d.  h. : 

Die  SchmiegungS'Ebenen  von  drei  beliebigen  Punkten  A,  B,  C 
eiJier  ßaumcui^e  drittel*  Ordnung  schneiden  sich  in  einem  Punkte 
P,    der  mit  A,   B  utid  C   in  einer  Ebene  liegt;  durch  denselben 
geht  eine  vneigentliche  Sehne  der  Raumcurve. 
Unmittelbar  folgt  hieraus: 

,,Die  Raumcurve  dritter  Ordnung  ist  von  der  dritten  Classe, 
^d.  h.  durch  keinen  Punkt  P  des  Raumes  gehen  mehr  als  drei 
„ihrer   Schmiegungs -Ebenen,    also   auch   durch   keine  Gerade 
„mehr  als  zwei  derselben." 
Denn  gingen  durch  P  die  Schmiegungs -Ebenen  von  vier  Curven- 
punkten  -4,   J3,    6',  D,   so  müssten  in  der  Ebene  ABP  auch  die 
Punkte  C  und  D  liegen;   was  unmöglich  ist,  da  die  Ebene  höch- 
stens  drei  Punkte   mit   der   Raumcurve   dritter  Ordnung  gemein 
haben  kann. 

Eine   zweite   unmittelbare   Folgerung   aus  dem   obigen   Satze 
wird  durch  die  erste  Hälfte  des  Dopjjelsatzes  ausgesprochen: 


Vier  Punkte  einer  Raumcurve 
dritter  Ordimng  bilden  ein  Te- 
traeder, ihre  vier  Schmiegungs- 
Ebenen  ein  zweites  Tetraeder; 
jedes  dieser  Tetraeder  ist  dem 
anderen  sowohl  um-  als  auch 
eingeschrieben. 


Vier  Ebenen  eines  Ebenen- 
büschels dritter  Ordnung  bilden 
ein  Tetraeder,  ihre  vier  Berüh- 
rungspunkte ein  zweites  Te- 
traeder; jedes  dieser  Tetraeder 
ist  dem  anderen  sowohl  ein-  als 
auch  umgeschrieben. 


Mittelst   dieses   Satzes   kann    in  jedem  Punkte  einer  Raumcurve 
dritter  Ordnung  die  Schmiegungs-Ebene  construirt  werden,  sobald 


*)   Die  Sehne  s  kann   nicht  in  die^ Ebene  ABC  hineinfaUen,  weil  diese 
höchstens  drei  Sehnen  {AB,  i^Cund  CA)  enthalten  kann. 
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von  drei  Punkten  die  Schmiegungs-Ebenen  bekannt  sind.  Ausser- 
dem ergiebt  sich,  dass  die  gegenseitige  Lage  von  vier  Punkten  einer 
Raumcurve  dritter  Ordnung  und  ihren  vier  Schmiegungs-Ebenen 
dieselbe  ist,  wie  diejenige  von  vier  Berührungspunkten  eines 
Ebeuenbüschels  dritter  Ordnung  und  den  zugehörigen  vier  Ebenen 
desselben.  Diese  Bemerkung  führt  uns  zu  folgendem  Hauptsatze 
über  die  Raumcurven  und  Ebenenbüschel  dritter  Ordnung: 


Die  sämmtlichen  Schmiegungs- 
Ebenen  einer  Raumcurve  k^  dritter 
Ordnung  bilden  einen  Ebenen- 
büscJiel  dritter  Ordnung, 


Die  sämmtbchen  Berührungs- 
punkte eines  Ebenenbüschels  dritter 
Ordnung  bilden  eine  Raumcurve 
dritter  Ordnung. 


Seien  a,  ß,  y  ^^^  Schmiegungs-Ebenen  der  resp.  Gurvenpunkte 
A^  JS,  C,  und  P  ihr  in  ABC  gelegener  Schnittpunkt  Wenn 
alsdann  C  die  Raumcurve  K^  durchläuft,  so  beschreibt  die  Ebene 
ABC  einen  zu  k^  perspectivischen  Ebenenbüschel  ÄB\  zugleich 
schneidet  sie  in  jeder  ihrer  Lagen  die  Gerade  aß  in  einem 
Punkte  P,  durch  welchen  auch  die  Schmiegungs- Ebene  y  des 
Punktes  C  hindurchgeht.  Der  von  ABC  beschriebene  Ebenen- 
büschel Ä  B  ist  also  auch  perspectivisch  zu  der  Punktreihe  a  3, 
welche  der  Punkt  «ßy  oder  P  bei  der  gleichzeitigen  Bewegung 
der  Schmiegungs -Ebene  ^  beschreibt.  Vertauschen  wir  nun  A 
und  B  mit  irgend  zwei  anderen  festen  Curvenp unkten  A^  und  -Ö*, 
und  berücksichtigen  wir,  dass  je  zwei  Ebenenbüschel  AB  und 
Ä^B^^  welche  beide  zu  der  Curve  ä^  perspectivisch  liegen,  zu 
einander  projectivisch  sind,  so  folgt: 

„Durch  die  Schmiegungs-Ebenen  einer  Raumcurve  dritter 
;, Ordnung  werden  alle  Punktreihen,  in  deren  Trägem  je  zwei 
„(a,  ß  oder  a*,  ß^)  dieser  Schmiegungs-Ebenen  sich  schneiden, 
„projectivisch  auf  einander  bezogen." 
Wählen   wir  von  diesen  projectivischen  Punktreihen   irgend  drei, 
die  nicht  in  einer  flbene  liegen,  so  erzeugen  dieselben  die  sämmt- 
liehen   Schmiegungs-Ebenen;    nämlich  je   drei  homologe   Punkte 
derselben  bestimmen  eine  Schmiegungs -Ebene.    Anderseits  wissen 
wir  bereits,  dass  die  drei  Punktreihen  einen  Ebenenbüschel  dritter 
Ordnung  erzeugen  (S.  95);  folglich  ist  bewiesen,  dass  die  Schmie- 
gungs-Ebenen einer  Raumcurve   dritter  Ordnung  einen  Ebenen- 
büschel dritter  Ordnung  bilden. 

Dieser  Satz  und  viele  der  früheren  lassen  eine  sehr  merk- 
würdige Analogie  zwischen  den  Raumcurven  dritter  Ordnung  und 
den   Kegelschnitten   erkennen.     Dieselbe   wird   noch   auffallender 
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dadurch,  dass  durch  jede  Raumcurve  dritter  Ordnung  ein  NuU- 
system  bestimmt  ist,  ähnlich  wie  durch  jeden  Kegelschnitt  ein 
ebenes  Polarsystem.    Nämlich: 

Eine  Raumcurve  k^  dritter  Ordnung  und  der  Ebenenbüschel, 
welcher  derselben  eich  anschmiegt,  köwien  als  zwei  einander  zu- 
geordnete Gebilde  eines  Nullsystems  betrachte  werden,  in  welchem 
jeder    Punkt    der    Curve    seiner   Schmiegungs- Ebene    und  jede 
Tangente  sich  selbst  zuge(yrdnet   ist.     Die  Raumcurve  k^  heisst 
eine  „Ordnungscurve^  dieses  durch  sie  bestimmten  Nullsystems, 
Wenn  dieser  Satz  richtig  ist,  so  ist  durch  ihn  der  vorhergehende 
Satz  zum  zweiten  Male  bewiesen.    Denn  in  zwei  reciproken  räum- 
lichen Systemen  entspricht  jeder  Raumcurve  dritter  Ordnung  ein 
Ebenenbüschel  dritter  Ordnung;  und  in  dem  Nullsystem  ist  folg- 
lich der  Raumcurve  dritter   Ordnung   ein  Ebenenbüschel  dritter 
Ordnung  zugeordnet. 

Das  Nullsystem,  von  welchem  im  Satze  die  Rede  ist,  kann 
aber  auf  folgende  Art  nachgewiesen  werden.  Seien  -4,  J5,  C,  Z), 
£,  F  beliebige  sechs  Punkte  der  Raumcurve  k^,  und  a,  ß,  7,  8,  e, 
9  ihre  resp.  Schmiegungs-Ebenen.  Dann  können  wir  zwei  räum- 
liche Systeme  1  und  I|  reciprok  so  auf  einander  beziehen,  dass 
den  fünf  Punkten  A,  B,  C,  D,  E  von  2  die  resp.  fünf  Ebenen 
a,  ß,  7,  8,  e  von  l'i  entsprechen.  Die  Punktreihe  aß  von  i|  ent- 
spricht dann  dem  Ebenenbüschel  AB  von  2  und  ist  ein  Schnitt 
desselben,  weil  drei  Punkte  von  aß,  nämlich  aßy,  aß 8  und  aße, 
in  den  ihnen  entsprechenden  Ebenen  ABC,  ÄBD  und  ABE 
des  Büschels  AB  liegen  (Seite  101).  Aus  demselben  Grunde  liegt 
jeder  andere  Punkt  von  2|,  welchen  irgend  zwei  der  Ebenen  a, 
ß,  Yi  S,  e  mit  einander  gemein  haben,  auf  der  ihm  entsprechenden 
Ebene  von  i\  Zwei  reciproke  räumliche  Systeme  2  und  ^i  bilden 
nun  entweder  ein  Nullsystem,  so  dass  jeder  Punkt  von  2|  auf  der 
ihm  entsprechenden  Ebene  von  2  enthalten  ist,  oder  die  sämmt- 
lichen  Punkte  von  21i,  für  welche  dieses  stattfindet,  liegen  auf 
einer  Fläche  IL  Ordnung.  Das  letztere  kann  im  vorliegenden 
Falle  nicht  eintreten,  weil  sonst  diese  Fläche  IL  Ordnung  mit 
jeder  von  den  fünf  Ebenen  a,  ß,  7,  8,  s  vier  Gerade  gemein  haben 
inüsste,  z.  B.  mit  a  die  Geraden  aß,  a^,  a8  und  ae,  was  unmög- 
lich ist  Folglich  bilden  die  reciproken  Systeme  2  und  2|  ein 
Nullsystem,  und  jedem  beliebigen  Punkte  F  der  Raumcurve  k^ 
ist  eine  durch  ihn  gehende  Ebene  cp*  zugeordnet.  Da  F  in 
der  Ebene  ABF  liegt,  so  muss  9*  durch  den  Pol  dieser  Ebene 
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gehen,  d.  h.  durch  den  Schnittpunkt  der  Geraden  a^  mit  der 
p]bene  ABF\  durch  denselben  Punkt  geht  aber  auch  die  Schmie- 
gungs- Ebene  cp  des  Punktes  F^  und  ebenso  müssen  die  Genideo 
a-y,  ao,  as,  ßy  u.  s.  w.  mit  9*  dieselben  Punkte  gemein  habeu 
wie  mit  cp,  und  cp^  muss  also  mit  cp  zusammenfallen.  Jedem  Curven- 
2)unktc  F  ist  demnach  seine  Schmiegungs-Ebene  cp  zugeordnet: 
und  da  die  Tangente  von  F  in  cp  liegt,  so  ist  sie  sich  selbst  zu- 
geordnet und  ein  Leitstrahl  des  Nullsystems. 

Zwei  coUinearen  Strahlenbündeln  S  und  S^ ,  welche  die  Raum- 
curve  k^  und  deren  sämmtliche  Sehnen  erzeugen,  sind  in  dem 
Nullsystem  zwei  collineare  ebene  Systeme  0  und  0|  zugeordnet, 
welche  den  an  k^  sich  anschmiegenden  Ebenenbüschel  dritter 
Ordnung  und  dessen  sämmtliche  Axen  erzeugen.  Jeder  Sehne  der 
Curve  ist  also  eine  Axe  des  Ebenenbüschels  geordnet  und  zwar 
jeder  uneigentlichen  Sehne  eine  uneigentliche  Axe.  Da  der  Schnitt- 
l^unkt  von  drei  reellen  Schmiegungs-Ebenen  der  Raumcurve  allemal 
auf  einer  uneigentlichen  Sehne  liegt  (Seite  101),  so  ergiebt  sich 
daraus : 

^Eine    beliebige  Ebene   enthält  eine  eigentliche  oder  un- 

^eigentliche  Axe  des  Ebenenbüschels,  jenachdem  sie  die  Kaum- 

^curve  dritter  Ordnung  in  einem  oder  in  drei  reellen  Punkten 

^schneidet." 

Jede  Tangente  gehört  zu  dem  Sehnensystem  der  Curve,  also  auch. 

da   sie  sich  selbst  zugeordnet  ist,  zun;  Axensystem   des  Ebeneu- 

büschels  di'itter  Ordnung.     Beiläufig  ergiebt  sich  hieraus: 

„Die  sämmtlichen  Tangenten  einer  Raumcurve  dritter  Ord- 

^uuug  werden   aus  jedem   Punkte   S  der   Curve   durch  einen 

„Ebenenbüschel  IL  Ordnung  jjrojicirt,  und   von  jeder  Sclimie- 

^.gungs- Ebene  0  in  einer  Punktreihe  IL  Ordnung  geschnitten.' 

Der  erste  Theil  des  Satzes  wurde  schon  früher  (Seite  88)  bewiehen; 

aus  ihm  folgt  der  zweite  Theil.     Da   die  räumliche  Parabel  eine 

unendlich  ferne  Schmiegungs-Ebene  hat,  so  ergiebt  sich  inbesondere: 

„Die  Tangenten-  und  Schmiegungs-Ebenen  einer  räumlichen 

„Parabel  sind  den  Strahlen  und  Berührungs- Ebenen  einer  Kegel- 

„fläche  IL  Ordnung  parallel." 

Die  Raumcurve  dritter  Ordnung  und  der  sich  iinschmiegeDde 
Ebenenbüschel  dritter  Ordnung  sind  als  zwei  einander  zugeordnete 
Gebilde  des  Nullsystems  auch  projectivisch.  Jedes  dritte  Gebilde, 
welches  zu  einem  von  ihnen  perspectivisch  ist,  muss  deshalb  zu 
dem  anderen  projectivisch  sein. 
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Für  die  Raumcurve  dritter  Ordnung  gilt  der  Satz,  dass  dieselbe 
durch  drei  ihrer  Punkte  /S,  S| ,  A  und  die  Tangenten  und  Schraie- 
gungs-Ebenen  von  zwei  derselben  ä,  S^  bestimmt  ist.  Denn  aus 
jedem  dieser  beiden  Punkte  wird  die  Curve  durch  eine  Kegel- 
fliiche  IL  Ordnung  projicirt,  von  welcher  sich  sofort  drei  Strahlen 
und  die  Beriihrungs  -  Ebenen  von  zwei  dieser  Strahlen  angeben 
lassen ;  diese  beiden  Kegelflächen  sind  also  bekannt  und  sie  schneiden 
sich  in  der  Raumcurve.     Der  reciproke  Satz  lautet: 

^Ein  Ebenenbüschel  dritter  Ordnung  ist  durch  drei  seiner 
^Ebenen  und   die  Berührungsstrahlen   und  Berührungspunkte 
^von  zwei  derselben  bestimmt.^ 
Gewöhnlich  aber  giebt  man  demselben  folgende  Fassung: 

^Eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  ist  durch  zwei  ihrer 
^Punkte,  deren  Tangenten  und  Schmiegungs- Ebenen  und  eine 
^dritte  Schmiegungs-Ebene  bestimmt." 

In  ähnlicher  Form  wollen  wir  tiir  einige  früher  bewiesene 
Sätze  die  reciproken  Sätze  aussprechen.  Wir  fassen  dieselben 
zusammen  wie  folgt: 

^Eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  ist  im  Allgemeinen  be- 
istimmt, wenn  von  ihr  gegeben  sind: 

;,1)  sechs  Schmiegungs-Ebenen ;  2)  fünf  Schmiegungs-Ebenen 
;,und  die  Tangente  in  einer  derselben ;  3)  vier  Schmiegungs- 
-Ebenen  und  die    Tangenten   in   zwei   derselben;    4)  drei 
-Schmiegungs-Ebenen     und    deren     Tangenten;      5)    zwei 
-Schmiegungs-Ebenen  und  vier  Axen  (Seite  94);    G)  drei 
-Schmiegungs-Ebenen  und  drei  Axen;  7)  fünf  Schmiegungs- 
-Ebenen  und  eine  Axe;  u.  s.  w." 
Die  Raumcurve   oder  vielmehr  der  sich   anschmiegende  Ebenen- 
büschel dritter  Ordnung  kann  in  jedem  der  genannten  Fälle  leicht 
construirt   werden.      Sind   z.  B.    im   Falle   5)   die   Schmiegungs- 
Ebenen  2!,  2|  und  die  vier  Axen  a,  6,  c,  d  gegeben,  so  beziehen 
wir  die  ebenen  Systeme  1'  und  2|  coUinear  so  auf  einander,  dass 
jede   der  Axen   a,   6,   c,   d  zwei   homologe  Punkte  von  2  und  ü| 
enthält;  dann  erzeugen  die  beiden  coUinearen  Systeme  den  Ebenen- 
büschel dritter  Ordnung  und  dessen  Axensystem.    Die  Ausnahme- 
falle, in  welchem  die  Construction  unmöglich  ist  oder  die  Curve 
zerfällt,  ergeben  sich  überall  von  selbst. 
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ConJQgirte  Punkte  bezflgtich  einer  RanncnrYe  dritter  Ordnug. 


Wir  können  die  Theorie  der  Raumcurven  dritter  Ordnung  nicht 
abschliessen,  ohne  noch  eine  Haupt -Eigenschaft  derselben  gebüh- 
rend hervorzuheben,  von  welcher  wir  später  mehrfach  Gebrauch 
machen  werden.  Wir  haben  bewiesen,  dass  sich  in  der  Raumcurre 
dritter  Ordnung  unendlich  viele  Regelflächen  und  Kegelflächen 
II.  Ordnung  schneiden;  und  zwar  kann  die  Curve  mit  je  zwei 
ihrer  Sehnen  durch  eine  solche  geradlinige  Fläche  IL  Ordnung 
verbunden  werden.     Ich  behaupte  nun: 

Die  Polar -Ebenen  eines  beliebigen  I\tnktes  A  in  Ihzng  auf 
alle  durch  die  Baumcurve  k^  dritter  Ordnung  gelegten  Flächen 
II,  Ordnung  achneiden  sich  in  einem  Punkte  A| ,  welcher  auf  der 
durch  A  gehenden  Sehne  der  Curve  liegt, 
Ist  A  ein  Punkt  der  CuiTe,  so  berülirt  seine  Tangente  a  die 
Curve  43  und  deshalb  auch  jede  durch  k^  gelegte  Fläche  IL  Ord- 
nung. Die  sämmtlichen  Polar -Ebenen  des  Punktes  A  gehen  folg- 
lich in  diesem  Falle  durch  die  Tangente  a,  und  jeder  beliebige 
Punkt  Ai  der  letzteren  kann  als  Schnittpunkt  dieser  Polar-Ebenen 
aufgefasst  werden.  Liegt  dagegen  A  nicht  auf  der  Raumcurve  k\ 
so  geht  durch  A  eine  einzige  Sehne  s  der  Curve.  Dieselbe  kann 
zunächst  eine  eigentliche  sein ,  welche  zwei  Punkte  M  und  .V  mit 
der  Raumcurve  gemein  hat;  alsdann  muss  derjenige  Punkt  ^1 
von  s,  welcher  durch  M  und  N  harmonisch  von  A  getrennt  ist, 
in  allen  jenen  Polar -Ebenen  liegen.  Die  Sehne  s  kann  femer  in 
einem  Punkte  S  die  Curve  ä:^  berühren;  dann  berührt  sie  in  ^ 
auch  jede  durch  k^  gelegte  Fläche  IL  Ordnung,  und  die  sämmt- 
lichen Polar- Ebenen  von  A  schneiden  sich  im  Punkte  Ä  mit 
welchem  in  diesem  Falle  Ai  identisch  ist.  Unser  Satz  ist  also 
nur  noch  für  den  letzten  Fall  zu  beweisen,  in  welchem  die  Sehne  * 
eine  uneigentliclie  ist. 

Seien  F'^  und  F\  zwei  durch  k^  gelegte  Flächen  IL  Ordnung, 
von  denen  F^  eine  Kegelfläche  sein  möge.  Wir  verbinden  den 
Punkt  A  mit  dem  Mittelpunkte  dieser  Kegelfläche  durch  eine 
Gerade  y,  und  suchen  zu  jedem  Punkte  von  g  die  Polar- Ebenen 
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in  Bezug  auf  F^  und  F\.  Wir  erhalten  dann  eine  einzige  Polar- 
Ebene  Y  bezüglich  der  Fläche  F^  und  einen  Büschel  g\  von  Polar- 
Ebenen  in  Bezug  auf  F] ;  letzterer  ist  projectivisch  zu  der  Punkt- 
reihe g.  Die  sämmtlichen  Sehnen,  welche  aus  den  Punkten  der  Ge- 
raden g  an  die  Raumcurve  dritter  Ordnung  gezogen  werden  können, 
bilden  eine  zu  g  perspectivische  Regelschaar,  welche  von  der 
Ebene  7  in  einer  zu  g  und  folglich  auch  zum  Ebenenbüschel  g^ 
projectivischen  Punktreihe  I.  oder  IL  Ordnung  geschnitten  wird. 
Wir  wissen  nun  bereits,  dass  jede  eigentliche  Sehne  der  Regel- 
schaar mit  Y  einen  Punkt  gemein  hat,  welcher  auch  auf  der  ihm 
entsprechenden  Ebene  von  jti  liegt;  jene  Punktreihe  muss  deshalb 
zu  dem  Ebenenbüschel  g^  perspectivische  Lage  haben,  weil  un- 
endlich viele  Punkte  derselben  auf  den  ihnen  entsprechenden 
Ebenen  liegen.  Durch  den  Punkt  ^|,  in  welchem  die  Sehne  AAi 
oder  8  von  der  Ebene  7  geschnitten  wird,  geht  folglich  auch  die 
Polar- Ebene  des  Punktes  A  in  Bezug  auf  jede  beliebige,  durch  k^ 
gelegte  Fläche  F\  IL  Ordnung. 

Die  zu  ^  perspectivische  Sehnenschaar  wird  von  der  Ebene 
7  im  Allgemeinen  in  einer  Curve  IL  Ordnung  geschnitten ,  welche 
durch  den  Mittelpunkt  der  Kegelfläche  F^  hindurchgeht  Nur  wenn 
g  in  der  Schmiegungs-Ebene  dieses  Mittelpunktes  liegt,  und  folg- 
lich die  Tangente  des  letzteren  zu  der  Sehnenschaar  gehört, 
zerfällt  jene  Curve  IL  Ordnung  in  zwei  Gerade,  nämlich  in  jene 
Tangente  und  einen  Leitstrahl  g*  der  Sehnenschaar;  denn  weil  7 
die  Polar-Ebene  von  g  ist  in  Bezug  auf  die  Kegelfläche  i^,  so 
muss  7  die  Berührungsstrahlen  der  beiden  aus  ^r  an  i^  gelegten 
Berührungs- Ebenen  enthalten,  und  einer  derselben  ist  jene  Tan- 
gente der  Raumcurve  dritter  Ordnung. 

Wir  nennen  der  Einfachheit  wegen  zwei  Punkte  ^conjugirt"  be- 
züglich der  Raumcurve  K^  dritter  Ordnung,  wenn  sie  wie  A  und  A^ 
in  Bezug  auf  jede  durch  k^  gelegte  Fläche  IL  Ordnung  conjugirt 
sind.  Ebenso  heissen  zwei  Ebenen  in  Hinsicht  auf  einen  Ebenen- 
büschel dritter  Ordnung  conjugirt,  wenn  sie  in  Bezug  auf  jede  dem 
Ebenenbüschel  eingeschriebene  Regelfläche  oder  Curve  IL  Ordnung 
conjugirt  sind.     Aus  unserer  Beweisführung  folgt  alsdann: 


Jede  Verbindungslinie  von 
zwei  Punkten  A  und  ^|,  welche 
bezüglich    einer   Raumcurve   k^ 


Jede  Schnittlinie  von  zwei 
Ebenen  a  und  ai,  welche  bezüg- 
lich eines  Ebenenbüschels  dritter 


dritter  Ordnung  conjugirt  sind,     Ordnung  conjugirt  sind,  ist  eine 
ist  eine  Sehne  von  k^.    Schneidet  i  Axe  des  Büschels.    Gehen  durch 
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die  Sehne  AA^  die  Curve  in  zwei 
reellen  Punkten  M  und  N,  so 
sind  durch  diese  die  Punkte  A 
und  Ai  harmonisch  getrennt. 
Berührt  AAi  die  Curve,  so  fällt 
einer  der  Punkte  A  und  Ai  mit 
dem  Berührungspunkte  zusam- 
men. Ein  Punkt  der  Raumcurve 
ist  jedem  Punkte  seiner  Tan- 
geute, also  auch  sich  selbst 
conjugirt.  Die  Punkte  einer 
Sehne  sind  involutorisch  ge- 
])aart,  wenn  je  zwei  conjugirte 
Punkte  derselben  einander  zu- 
geordnet werden. 


a  «1  zwei  reelle  Ebenen  y,  und  v 
des  Ebenenbüschels,  so  sind  die 
Ebenen  a  und  a|  durch  ji  und  v 
harmonisch  getrennt  Ist  aa| 
ein  Berührungsstrahl  des  Bü- 
schels, so  fallt  eine  der  Ebenen 
OL  und  «1  mit  der  durch  aa| 
gehenden  Ebene  des  Büschels 
zusammen.  Eine  Ebene  des 
Büschels  ist  jeder  Ebene  ihres 
Berührungsstrahles ,  also  auch 
sich  selbst  conjugirt  Die  Ebenen 
einer  Axe  sind  involutorisch  ge- 
paart, wenn  je  zwei  conjugirte 
Ebenen  derselben  einander  zu- 
I  geordnet  werden. 
;,Schneidet  eine  Gerade  g  die  Raumcurve  dritter  Ordnung 
„in  einem  einzigen  Punkte  P,  so  liegen  alle  diejenigen  Punkte. 
;, welche  den  Punkten  von  g  conjugirt  sind,  im  Allgemeinen  auf 
„einer  durch  P  gehenden  Curve  II.  Ordnung,  dem  Punkte  /' 
„aber  sind  alle  Punkte  seiner  Tangente  p  conjugirt.  Daraus 
„folgt,  dass  die  Polaren  der  Geraden  g  bezüglich  aller  die 
„Raumcurve  enthaltenden  Flächen  IL  Ordnung  sowohl  die  Gurre 
„II.  Ordnung  als  auch  die  Tangente  p  schneiden  müssen;  diese 
„Polaren  bilden  ein  Strahlensystem  erster  Ordnung  zweiter 
^Classe.^ 

„Nur  dann,  wenn  die  Gerade  g  in  der  Schmiegungs-Ebene 

„des   Punktes   P  liegt,    sind   ihren   Punkten   diejenigen  einer 

„anderen  Geraden  g*  conjugirt,  von  welcher  die  Raumcurve  in 

„einem  Punkte  P*  geschnitten  wird.     Die  Gerade  g*  liejrt  in 

„der  Schmiegungs-Ebene  von  /*'   und   schneidet  die  Tangente 

„des    Punktes   P\    ebenso    schneidet  g   die   Tangente   von  /*. 

,I)ie    Polaren    von   g    bezüglich    aller    durch   die   Raumcurve 

„gehenden    Flächen     IL  Ordnung    bilden    ein    Strahlensystem 

„L  Ordnung  und  I.  Classe,   dessen  Axen  von  g*  und   der  Tau- 

^gente  des  Punktes  P  gebildet  werden.'' 

Die  Halbirungspunkte  aller  zu  einer  Asymptoten -Ebene  i)aral- 

lelen  Sehnen  einer  Raumcui-ve  dritter  Ordnung  liegen  in  einer  die 

Raumcurve  schneidenden  Geraden;  denn  sie  sind   den   unendlich 

fernen  Punkten  der  Asymptoten -Ebene  conjugirt 


Conjugirte  Punkte  bezüglich  einer  cubischen  Raumcurve.  109 

Sei  l  eine  ganz  beliebige  Gerade  und  seien  Z| ,  ^o  ?  ^  i^^® 
Polaren  in  Bezug  auf  irgend  drei,  durch  die  Raumcurve  gelegte 
Flächen  II.  Ordnung.  Dann  bilden  die  Polaren  der  sämmtlichen 
Punkte  von  l  drei  Ebenenbiischel  Zj,  Z21  h^  welche  zu  der  Punkt- 
reihe l  und  folglich  auch  zu  einander  projectivisch  sind,  also  im 
Allgemeinen  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  erzeugen.  Von  letz- 
terer sind  ?!,  Z2,  /3  Sehnen,  und  jeder  Punkt  dieser  neuen  Raum- 
curve dritter  Ordnung  ist  einem  Punkte  von  l  conjugirt;  also: 

;,Diejenigen  Punkte,  welche  hinsichtlich  einer  Raumcurve  k^ 
„dritter  Ordnung  den  Punkten  einer  beliebigen  Geraden  /  con- 
„jugirt  sind,  liegen  im  Allgemeinen  auf  einer  zweiten  Raum- 
-curve  dritter  Ordnung,  zu  deren  Sehnen  alle  Polaren  von  l 
„bezüglich  der  durch  k^  gelegten  Flächen  II.  Ordnung  gehören.^ 
Nur  wenn  l  eine  Sehne  der  Raumcurve  k^  ist  oder  mit  k^  einen 
Punkt  P  gemein  hat,   erleidet  dieser  Satz  Ausnahmen,  welche  in 
den  vorhergehenden  Sätzen  angegeben  sind. 

Wird  die  Raumcurve  k^  als  Ordnungscurve  eines  Nullsystems 
betrachtet,  ist  sie  also  dem  Ebenenbüschel  K^  dritter  Ordnung 
zugeordnet,  welcher  ihr  sich  anschmiegt,  so  sind  je  zwei  Punkten, 
welche  hinsichtlich  der  Curve  k^  conjugirt  sind,  zwei  hinsichtlich 
des  Büschels  K^  conjugirte  Ebenen  zugeordnet.  Hiernach  können 
zu  den  letzten  Sätzen  leicht  die  reciproken  gebildet  werden.  Ich 
erwähne  nur  folgenden  Satz: 

„Zu  jeder  Geraden  </,  welche  die  Raumcurve  k^  in  einem 

„Punkte  P  schneidet  und   in  der  Schmiegungs- Ebene  dieses 

„Punktes  liegt,  kann  eine  Gerade  g'  construirt  werden,  welche 

„ebenfalls  von  k^   in  einem   Punkte  P*  geschnitten  wird  und 

„in  der  Schmiegungs -Ebene  von  P'  liegt,  und  zwar  so,  dass 

„nicht  nur  jedem  Punkte  von  g  ein  Punkt  von  g'  hinsichtlich 

„der  Curve  k^  conjugirt  ist,  sondern  auch  jeder  Ebene  von  g 

„eine  Ebene  von  g*  hinsichtlich  des  Büschels  Ül^.^ 

Der  erste  Theil  des  Satzes  wurde  schon  vorhin  bewiesen;  aus  ihm 

folgt  der  letzte  Theil,  wenn  man  erwägt,  dass  g  und  g*  in  dem 

Nullsysteme  sich  selbst  zugeordnet  sind. 

Den  sämmtlichen  Punkten  einer  Ebene  7  sind  hinsichtlich 
der  Raumcurve  k^  die  sämmtlichen  Punkte  einer  krummen  Fläche 
r^  conjugirt.  Dieselbe  hat  mit  einer  Geraden  /,  die  nicht  ganz 
in  ihr  liegt,  höchstens  drei  Punkte  gemein,  ist  also  von  der  dritten 
Ordnung;  denn  den  Punkten  von  l  sind  diejenigen  einer  Raum- 
curve dritter  Ordnung  conjugirt,  welche  mit  der  Ebene  7  höchstens 
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drei  Punkte  gemein  hat  und  nur  in  besonderen  Fällen  in  Gerade 
und  Kegelschnitte  ausarten  kann.  Die  Fläche  F^  geht  durch  die 
Raumcurve  k^^  weil  y  von  jeder  Tangente  dieser  Curve  einen  Punkt 
enthält;  sie  geht  ausserdem  durch  alle  Raumcurven  dritter  Ordnung^ 
welche  den  Geraden  der  Ebene  7  conjugirt  sind.  Ist  A  ein  gemein- 
schaftlicher Punkt  von  -^  und  der  Raumcurve  i^,  so  geht  F^  durch 
die  Tangente  von  A\  jeder  durch  A  gehenden  Geraden  von  7  ist 
eine  Curve  IL  Ordnung  conjugirt,  welche  auf  der  Fläche  f  ent- 
halten ist,  und  letztere  kann  sonach  auch  durch  eine  veränder- 
liche Curve  IL  Ordnung  beschrieben  werden.  Die  Schmiegungs- 
Ebene  des  Punktes  A  wird  von  y  in  einer  Geraden  geschnitten, 
welcher  eine  auf  F^  gelegene  Gerade  conjugirt  ist  Die  Häclie 
r^  geht  durch  jede  in  ^  enthaltene  Sehne  der  Raumcurve  k\ 

Hat  beispielsweise  die  Ebene  7  drei  Punkte  -4,  i5,  C  mit  der 
Raumcurve  k^  gemein,  so  schneidet  sie  die  Fläche  F^  in  den  drei 
Sehnen  AB^  BC  und  CA\  auch  muss  F^  die  Tangenten  der 
Punkte  -4,  ß,  C  enthalten.  Und  wenn  mit  P  derjenige  Punkt 
von  Y  bezeichnet  wird,  in  welchem  die  Schmiegungs- Ebenen  der 
Punkte  il,  5,  C  sich  schneiden,  so  geht  die  Fläche  F^  dritter  Ord- 
nung durch  die  drei  Geraden,  deren  Punkte  denjenigen  von  PÄ, 
PB  und  PC  conjugirt  sind.  Diese  drei  Geraden  müssen  sich  in 
dem  zu  P  conjugirten  Punkte  schneiden  und  in  der  zu  7  conju- 
girten  Ebene  liegen.  —  Schmiegt  die  Ebene  y  sich  der  Raumcurve 
k^  an  in  einem  Punkte  -4,  so  ist  die  Hache  F^  geradlinig  und 
kann  durch  eine  Gerade  beschrieben  werden.  Rückt  7  ins  Un- 
endliche, so  ergiebt  sich  der  Satz:  Die  Halbirungspunkte  aller 
Sehnen  einer  Raumcurve  dritter  Ordnung  liegen  in  einer  Fläche 
dritter  Ordnung. 

Ich  schliesse  diesen  Vortrag  mit  dem  Beweise  des  wichtigen 
Satzes: 

Kine  Raumcurve  k^  dritter  Ordnung  kann  mit  einer  beliebigen 
Sehne  s  durch  unendlich  viele  geradlinige  Flüchen  IL  Ordnung 
verbunden   werden;  durch  jeden  ausserhalb  k^  und  s  gelegenen 
Punkt  P  geht  eine  einzige  dieser  Flächen,  deren   Gesammtheii 
ein    y,FUichenb\Uichel^    heissen    möge.      Die    Polar  -  Ebenen  jedn 
beliebigen   Punktes  A    in   Bezug   auf  alle  Flächen  den  Büstheh 
schneiden  sich  in  einer  Geraden, 
Durch  den  Punkt  P  geht  eine  Sehne  p  der  Curve  k^^  und  p  be- 
stimmt mit  der  Sehne  s  eine  durch  k^  gehende  Regelfläi^he  oder 
Kegelfläche    IL  Ordnung   (Seite  88),   welche   dem   Flächenbiischel 
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angehört  und  den  Punkt  P  enthält.  Um  auch  den  letzten  Theil 
des  Satzes  zu  beweisen,  unterscheiden  wir  drei  Fälle.  Zunächst 
möge  A  auf  der  Raumcurve  Tc^  enthalten  sein;  dann  schneiden 
sich  in  der  Tangente  von  A  die  Polar-Ebenen  dieses  Punktes 
bezüglich  aller  durch  k^  gelegten  Flächen  II.  Ordnung.  Liegt 
ferner  der  Punkt  A  auf  der  Sehne  «,  durch  Welche  alle  Hächen 
des  Büschels  hindurchgehen,  so  berühren  seine  Polar-Ebenen  in 
A  die  zugehörigen  Flächen  des  Büschels  und  müssen  deshalb 
sämmtlich  durch  die  Sehne  s  gehen.  Wenn  endlich  der  Punkt  A 
weder  auf  der  Curve  k^  noch  auf  der  Sehne  a  liegt,  so  müssen 
seine  sämmtlichen  Polar -Ebenen  zunächst  durch  den  ihm  conju- 
girten  Punkt  Ai  hindurchgehen.  Einen  zweiten  gemeinschaftlichen 
Punkt  A'i  der  Polar-Ebenen  von  A  können  wir  in  der  Ebene  As 
sofort  construiren,  falls  diese  Ebene  weder  durch  die  Sehne 
AA^  geht,  noch  die  Raumcurve  k^  in  einem  Punkte  von  «  berührt 
und  in  einem  zweiten  schneidet.  Denn  die  Ebene  As  schneidet 
alsdann  die  Raumcurve  in  einem  Punkte  ilf ,  welcher  ausserhalb 
der  Sehnen  AA^  und  s  liegt,  und  A2  ist  derjenige  Punkt  der 
Geraden  A  iV/,  welcher  durch  M  und  s  harmonisch  von  A  getrennt, 
also  dem  Punkte  A  conjugirt  ist  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des 
Büschels.  Die  Polar-Ebenen  von  A  müssen  folglich  durch  die 
Gerade  AiA^  gehen,  und  der  Satz  ist  bewiesen  für  jeden  Punkt 
A^  dessen  Sehne  AA^  nicht  von  s  in  einem  Curvenpunkte  ge- 
schnitten wird,  und  welcher  auch  nicht  auf  einer  durch  s  gehen- 
den Berührungs-Ebene  der  Curve  k^  enthalten  ist.  Je  nachdem  s 
eine  uneigentliche  oder  eigentliche  Sehne  ist,  müssen  wir  somit 
den  Beweis  noch  fuhren  für  keine  oder  für  diejenigen  Punkte, 
welche  auf  den  beiden  Kegelflächen  des  Büschels  oder  auf  den 
beiden  durch  s  gehenden  Berührungs-Ebenen  von  k^  enthalten  sind. 
Sei  nun  A  auf  einer  dieser  beiden  Eegelflächen  oder  Be- 
rührungs-Ebenen gelegen,  und  g  eine  beliebige  durch  A  gehende 
Gerade,  seien  femer  F|,  F^^  F^  irgend  drei  Flächen  des  Büschels. 
Die  Polar-Ebenen  der  sämmtlichen  Punkte  von  g  hinsichtlich  der 
flächen  F|,  F^^  und  i'^3  bilden  drei  zu  der  Punktreihe  g  und 
folglich  auch  zu  einander  projectivische  Ebenenbüschel  gy^  g^  und 
grg.  Für  unendlich  viele  Punkte  der  Geraden  g  ist  nun  schon 
der  Satz  bewiesen,  dass  ihre  Polar-Ebenen  hinsichtlich  des  Büschels 
in  einer  und  derselben  Geraden  sich  schneiden;  also  müssen,  die 
Ebenenbüschel  g^^  ^2  ^^^  9^  ^^^  ^^^  dasselbe  Strahlengebilde  I. 
oder  II.  Ordnung  mit  einander  erzeugen,  und  zwar  im  Allgemeinen 


112     Vierzehnter  Vortrag.    Conjagirte  Pankte  bezoglich  einer  Raamcmre. 

eine   Regelschaar,    zu   welcher   die   Ebenenbüschel   perspectivisoh 
liegen,  und  die  Polar-Ebenen  des  Punktes  A  müssen  ebenfalls  in 
einer  und  derselben  Geraden  sich  schneiden.    Zugleich  ergiebt  sich: 
^Bewegt  sich  ein  Punkt  auf  einer  Geraden  g^  so  beschreibt 
„die  Gerade,   in  welcher  seine  Polar-Ebenen  in  Bezug  auf  die 
;, Flächen  des   Büschels   sich   schneiden,   im   Allgemeinen   eine 
„Regelschaar;   die  Polaren   der  Geraden   g   sind  Leitstrahlen 
„dieser  Regelschaar.^ 
Der  Flächenbüschel  wird  von  einer  beliebigen  Ebene  in  einem 
„Büschel  von  Curven  IL  Ordnung**  geschnitten.    Derselbe  hat,  wie 
aus  dem  soeben  Bewiesenen  sich  ergiebt,  folgende  Eigenschaften: 
„Durch  jeden  Punkt  der  Ebene  geht  ein  Kegelschnitt  dos 
„Büschels.      Die  Polaren  jedes   beliebigen   Punktes   in  Bezug 
„auf  sämmtliche  Kegelschnitte  des  Büschels  gehen  durch  einen 
„und  denselben  Punkt.     Wenn   irgend  zwei  Kegelschnitte  des 
„Büschels  sich  in  einem  Punkte  schneiden  oder  berühren,  so 
„müssen    in    diesem   Punkte    alle    Curven    des   Büschels  sich 
„schneiden   resp.   berühren;  denn   der   Punkt   liegt   auf  allen 
^seinen  Polaren,  und  diese  vereinigen   sich  im  letzteren  Falle 
„mit  der  gemeinschaftlichen  Tangente  der  Curven.*' 
Einem  beliebigen  Punkte  P  der  Ebene  ist  demnach  bezüglich  aller 
Kegelschnitte  des  Büschels  ein  Punkt  P^  conjugirt,  durch  welchen 
die  Polaren  von  P  gehen.     Die  Polaren   aller  Punkte   einer  Ge- 
raden g  in  Bezug   auf  zwei  jener  Kegelschnitte  bilden   aber  zwei 
zu    g    projectivische    Strahlenbüschel;    dieselben    erzeugen    einen 
Kegelschnitt,   welcher  durch   die  Mittelpunkte  der  Bündel,  d.  h. 
durch  die  Pole  von  g  geht.     Also: 

„Den  Punkten  einer  Geraden  g  sind  bezüglich  des  Kegel- 

„ Schnittbüschels  die  Punkte  eines  zu  g  projectivischen  Kegcl- 

„schnittes  conjugirt,   welche   durch  die  Pole  von  g  in  Bezug 

„auf  die  Kegelschnitte  des  Büschels  hindurchgeht 

Andere  Eigenschaften  der  Kegelschnittbüschel  werden  wir  durch 

die  geometrischen  Verwandtschaften  zweiten  Grades  kennen  lernen. 


Verwandtschaft  zwischen  einem  Strahlen-  und  einem  ebenen  System.     113 


Fünfzehnter  Vortrag. 

ProjeetiYisehe  Verwandtschaft  zwischen  einem  Strahlensystem  erster 

Ordnong  und  einem  ebenen  System.    Geradlinige  Flächen  vierter 

Ordnung,  weiche  dnrch  projectivische  Ebenenbfischel 

0.  Ordnung  enengt  werden. 


Verschiedene  Sätze  des  eilften  und  zwölften  Vortrages,  die 
wir  weiteren  Untersuchungen  zu  Grunde  legen  wollen,  lassen  sich 
folgendermassen  zusammenfassen : 

^Zwei  collineare  Strahlenhündel  S,  ä',  die  weder  concentrisch 
^noch  perspectivisch  liegen,  erzeugen  ein  Strahlensystem  erster 
„Ordnung,  ausserdem  aher  eine  Linie  i^  dritter  Ordnung,  welche 
„durch  alle  Schnittpunkte  homologer  Strahlen  der  Bündel  geht. 
„Diese  Linie  k^  enthält  alle  singulären  Punkte  des  Strahlen- 
„Systems,  und  jeder  Strahl  des  letzteren  ist  eine  Sehne  (resp. 
„Tangente)  von  fe^.  Das  Strahlensystem  ist  von  der  dritten, 
„zweiten  oder  ersten  Classe,  jenachdem  die  Linie  k^  eine 
„Raumcurve  dritter  Ordnung  ist,  oder  in  einen  Kegelschnitt 
„und  eine  Gerade  zerfällt,  oder  sich  auf  SS'  und  zwei  andere 
„Gerade  ti,  v  reducirt;  im  letzten  Falle  können  «  und  v  con- 
„jugirt-imaginär  sein  oder  zusammenfallen.  Die  Linie  k^  geht 
„durch  die  Mittelpunkte  der  collinearen  Bündel  S,  S*  und 
„vrird  aus  ihnen  durch  Kegelflächen  zweiter  Ordnung  projicirt, 
„welche  jedoch  in  dem  zweiten  und  dem  dritten  der  genannten 
„Fälle  in  je  zwei  Ebenen  zerfallen.^ 
Wir  unterlassen  es,  zu  diesen  Sätzen  die  reciproken,  welche  wir 
ebenfalls  benutzen  werden,  hinzuzufügen. 

Beziehen  wir  nun  die  Bündel  S,  S'  reciprok  auf  ein  ebenes 
System  i\ ,  so  ist  dadurch  auch  das  Strahlensystem  erster  Ordnung 
projectivisch  auf  2i  bezogen.  Nämlich  jedem  Punkte  von  2i  ent- 
sprechen zwei  homologe  Ebenen  der  collinearen  Bündel  und  deren 
zu  dem  Strahlensystem  gehörige  Schnittlinie,  und  einer  beliebigen 
geraden  Punktreihe  von  il,  entspricht  eine  zu  ihr  projectivische 
Kegelfläche  oder  Regelschaar  zweiter  Ordnung,  welche  durch  zwei 
homologe  Ebenenbüschel  von  S  und  S'  erzeugt  wird. 

Roye,  Geometrie  der  Lage.    II.   8.  Aufl.  o 
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Den  das  Strahlensystem  bildenden  Sehnen  der  Linie  k^  ent- 
sprechen also  die  Punkte  der  Ebene  1| ;  insbesondere  entsprechen 
den  Tangenten  und  Punkten  von  k^  die  Punkte  und  Tangente« 
eines  zu  ä:^  projectivischen  Kegelschnittes  xj,  welcher  als  Curve 
zweiter  Classe  sich  auf  zwei  Punkte  reducirt,  wenn  k^  in  eine 
Gerade  und  einen  Kegelschnitt  oder  in  drei  Gerade  zerfallt.  Einer 
geraden  Punktreihe  von  2|  entspricht  in  dem  Strahlensysteme  eine 
Kegelfläche  oder  Regelschaar  zweiter  Ordnung,  jenachdem  die 
Gerade  den  Kegelschnitt  xj  berührt  oder  nicht.  Einem  beUebigen 
Punkte  von  2i  entspricht  demnach  eine  eigentliche  oder  uneigent- 
Sehne  von  k^^  jenachdem  er  ausserhalb  oder  innerhalb  xj  liegt. 

Denjenigen  Strahlen  des  Systems,  welche  eine  demselben  nicht 
angehörige  Gerade  g  schneiden,  entsprechen  in  üj  die  Punkte  eines 
zu  g  projectivischen  Kegelschnittes  f^.  Projiciren  wir  nämlich 
die  Punktreihe  g  aus  dem  Punkte  S  durch  einen  StrahlenbüscheL 
so  entspricht  demselben  in  dem  Bündel  Ä'  ein  zu  g  projectivischer 
Strahlenbüschel,  welcher  mit  g  einen  Ebenenbüschel  II.  (oder 
ausnahmsweise  I.)  Ordnung  erzeugt;  jede  Ebene  dieses  BüscheU. 
welchem  in  2,  der  Kegelschnitt  yJ  entspricht,  hat  mit  der  homologen 
Ebene  des  Bündels  S  einen  die  Gerade  g  schneidenden  Strahl  des 
Systems  gemein.  Der  Kegelschnitt  y?  zerfallt  in  eine  Tangeute 
von  ÄcJ  und  eine  zu  g  projectivische  gerade  Punktreihe,  wenn  in 
einem  Punkte  von  g  ausnahmsweise  zwei  homologe  Strahlen  der 
Bündel  S  und  S'  sich  schneiden,  wenn  also  g  mit  k^  einen  Punkt  r 
gemein  hat.  Da  durch  die  Gerade  g  im  Allgemeinen  unendlich 
viele  Ebenen  gelegt  werden  können,  welche  je  drei  Seimen  von  k^ 
enthalten,  so  können  dem  Kegelschnitte  7^  im  Allgemeinen  od- 
endlich  viele  Dreiecke  eingeschrieben  werden,  welche  dem  Kegel- 
schnitt k]  umschrieben  sind. 

Einer  beliebigen  Curve  II.  Ordnung  ^f  von  Z|  entspricht  in 
dem  Strahlensysteme  erster  Ordnung  eine  geradlinige  Fläche  /^, 
nämlich  jedem  Punkte  von  cpf  eine  gerade  Erzeugende  von  F^. 
Da  nun  9J  mit  yj  höchstens  vier  Punkte  gemein  hat,  so  giebt  e> 
auf  F^  höchstens  vier  Strahlen,  welche  die  beliebige  Gerade  5; 
schneiden;  die  Fläche  F^  ist  also  von  der  vierten  Ordnung.  Sie 
geht  durch  die  Punkte  der  Linie  k^  im  Allgemeinen  zweimal,  weU 
9'  mit  den  Tangenten  von  xj  im  Allgemeinen  je  zwei  Punkte  gemein 
hat,  und  wird  erzeugt  durch  zwei  projectivische  Ebenenbüschel 
II.  Ordnung,  welche  in  den  collinearen  Bündeln  JS,  S'  der  Curvc 
^]  entsprechen.     Da  durch  diese  beiden  projectivischen  Ebenen- 
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büschel  die  collineare  Verwandtschaft  der  Bündel  völlig  bestimmt 
ist,  so   ergiebt  sich: 

„Zwei    nicht    concentrische,    projectivische    Ebenenbüschel 

„II.  Ordnung  erzeugen  im  Allgemeinen  eine  geradlinige  Fläche 

„vierter  Ordnung  mit  einer  Doppelpunktslinie  ä:^  dritter  Ord- 

„nung ;  die  Strahlen  der  Fläche  sind  Sehnen  von  k^  und  werden 

„aus  je  zwei  Punkten  dieser  Linie  durch  projectivische  Ebenen- 

„büschel  zweiter  Ordnung  projicirt.*' 

Der    letzte  Theil  dieses  Satzes  erleidet  nur  dann  gewisse  leicht 

angebbare  Einschränkungen,  wenn  k^  in  eine  Gerade  und  einen 

Kegels6hnitt  oder  in  drei  Gerade  zerfällt.     Nämlich  die  Strahlen 

der  geradlinigen  Fläche  vierter  Ordnung  werden  im  ersteren  .Falle 

aus  je    zwei  Punkten  des   Kegelschnittes  und  im  letzteren  Falle 

aus  je  zwei  Punkten  der  au  k^  gehörigen  Geraden  SS\  auf  welcher 

die   Mittelpunkte   der   beiden   erzeugenden  Ebenenbüschel  liegen, 

durch    projectivische    Ebenenbüschel    zweiter    Ordnung    projicirt. 

In  dem  letzteren  Falle  ist  SS'  ein  zweifacher  Strahl  der  Fläche. 

Lassen  wir  den  Kegelschnitt  ^\  zusammenfallen  mit  xj  oder 

mit  einem  der  Kegelschnitte  7^  so  ergiebt  sich: 

„Die  Tangenten  der  Raumcurve  k^  dritter  Ordnung  liegen 
„auf  einer  (abwickelbaren)  Fläche  vierter  Ordnung.    Diejenigen 
„Sehnen  der  Raumcurve  k^^  welche  eine  beliebige  Gerade  g 
„schneiden,  liegen  ebenfalls  auf  einer  geradlinigen  Fläche  vierter 
„Ordnung.^ 
Die  letztere  Fläche  hat  mit  einer  durch  g  gelegten  Ebene  im  All- 
gemeinen drei  Sehnen  gemein  und  wird  von  ihr  in  den  Schnitt- 
punkten von  g  und  den  drei   Sehnen  berührt;    die  Ebenen  des 
"  Büschels   g    sind    demnach   dreifach    berührende    Ebenen    dieser 
Fläche. 

Die  allgemeinere  Fläche  F^  kann  auch  beschrieben  werden 
mittelst  einer  Linie  dritter  Ordnung  k^  und  einer  Kegelfläche 
zweiter  Ordnung,  deren  Mittelpunkt  auf  k^  liegt.  Nämlich  alle 
Sehnen  von  k^,  welche  die  Kegelfläche  berühren,  liegen  auf  einer 
Fläche  F^  vierter  Ordnung,  weil  sie  aus  dem  Mittelpunkte  der 
Kegelfläche  durch  einen  Ebenenbüschel  zweiter  Ordnung  projicirt 
werden.  Durch  einen  beliebigen  Punkt  P  von  k^  gehen  zwei  reelle 
oder  zwei  imaginäre  Gerade  der  Fläche  F^,  jenachdem  P  ausser- 
halb oder  innerhalb  der  Kegelfläche  liegt;  im  letzteren  Falle  ist 
P  ein  isolirter  Doppelpunkt  der  Fläche.  Die  beiden  durch  P 
gehenden  Geraden  von  F^  fallen  zusammen,  wenn  P  auf  der  Kegel- 

8* 
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fläche  zweiter  Ordnung  liegt;  in  diesem  Falle  ist  P  ein  Rückkelir- 
punkt  der  Fläche  F^  und  letztere  wird  längs  der  durch  P  gehen- 
den ;,singulären^  Erzeugenden  von  einer  einzigen  Ebene  berührt. 
Die  geradlinige  Fläche  F^  hat  im  Allgemeinen  höchstens  vier 
Rückkehrpunkte  und  singulare  Erzeugende;  und  zwar  entsprechen 
den  Rückkehrpunkten  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  Kegel- 
schnitte xj  und  cpj.  Nur  wenn  cpj  mit  xj  zusammenfällt,  wenn 
also  F^  die  Tangentenfläche  der  Raumcurve  k^  dritter  Ordnung 
ist,  hat  F^  jeden  Punkt  dieser  Raumcurve  zum  Rückkehrpuukt 
Im  Allgemeinen  enthält  F^  höchstens  vier  Tangenten  von  k^\  den- 
selben entsprechen  die  gemeinschaftlichen  Punkte  von  xj  und  ^J. 

Eine  Ebene,  welche  zwei  sich  schneidende  Strahlen  der  Hache 
F*  verbindet,  schneidet  dieselbe  ausserdem  in  einer  zu  9J  pro- 
jectivischen  Curve  IL  Ordnung  ^2,  Nämlich  je  zwei  projectivische 
Ebenenbüschel  IL  Ordnung,  welche  die  Fläche  jP*  erzeugen,  werden 
von  der  Ebene  in  zwei  zu  9J  projectivischen  Strahlenbüscheln 
IL  Ordnung  geschnitten,  und  da  letztere  zwei  Strahlen  entsprechend 
gemein  haben,  so  erzeugen  sie  einen  zu  ihnen  projectivischen  Kegel- 
schnitt ^2  ^i^  Abth.  Seite  113).  Wenn  F^  aus  allen  eine  Gerade  g 
schneidenden  Sehnen  der  Linie  ft^  besteht,  so  zerfällt  9*  in  g  und 
eine  Sehne  von  k^\  in  jedem  anderen  Falle  kann  die  Fläche  F^ 
nicht  Hos  durch  projectivische  Ebenenbüschel,  sondern  auch  auf 
die  reciproke  Art  durch  projectivische  Curven  zweiter  Ordnung  ^- 
erzeugt  werden.  Die  Ebenen  aller  dieser  auf  F^  liegenden  Curven 
IL  Ordnung  bilden  einen  Ebenenbüschel  K^  dritter  Ordnung  und 
sind  doppelt  berührende  Ebenen  der  Fläche  F^, 

Wir  erhalten  drei  verschiedene  Hauptarten  der  geradlinigen 
Fläche  F*  vierter  Ordnung,  jenachdem  ihre  Doppelpunkts- Linie  ^ 
eine  irreducible  Raumcurve  dritter  Ordnung  ist,  oder  in  einen 
Kegelschnitt  und  eine  Gerade,  oder  endlich  in  drei  Gerade  zer- 
fällt. Der  von  den  doppelt  berührenden  Ebenen  gebildete  Büschel 
ist,  wie  wir  sehen  werden,  bei  der  ersten  Hauptart  ein  irredudbler 
Ebenenbüschel  dritter  Ordnung;  bei  der  zweiten  und  der  dritten 
Hauptart  zerfällt  er  in  zwei  Ebenenbüschel  I.  und  IL  Ordnung 
resp.  in  drei  Ebenenbüschel  L  Ordnung.  Wir  wollen  diese  drei 
Hauptarten  jede  für  sich  untersuchen. 

Wenn  die  Linie  ä:'  in  drei  Gerade  SÄ',  w,  v  zerfallt,  von  denen 
die  letzteren  beiden  auch  imaginär  sein  oder  zusammenfallen 
können,  so  werden  die  Strahlen  der  Fläche  F^  aus  den  Punkten 
der  Geraden  S  S*  durch  Ebenenbüschel  IL  Ordnung  projicirt  und 
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von  den  durch  »SS*  gehenden  Ebenen  in  Curven  II.  Ordnung  ge- 
schnitten. Alle  diese  Ebenenbüschel  und  Curven  aber  sind  pro- 
jectivisch  zu  einander  (Seite  78)  und  zu  dem  Kegelschnitt  ^J. 
Wenn  eine  Gerade  an  zwei  windschiefen  Geraden  ti,  v  hingleitet 
und  dabei  beständig  einen  Kegelschnitt  9^  schneidet  oder  eine 
beliebige  Kegelfläche  zweiter  Ordnung  berührt,  so  beschreibt  sie 
diese  Art  von  Flächen  vierter  Ordnung.  Die  Geraden  u  und  v 
sind,  wie  man  auch  aus  dieser  Erzeugungsart  leicht  erkennt, 
Doppelpunkts -Gerade  der  Fläche  2^;  die  Gerade  SS*  aber,  welche 
in  der  Ebene  des  Kegelschnittes  9  2  üegt  m^d  y^  i^j  ^  schneidet, 
ist  ein  eigentlicher  oder  isolirter  Doppelstrahl  oder  ein  Rückkehr- 
strahl von  /^,  jenachdem  sie  zwei  reelle  oder  zwei  imaginäre 
Punkte  oder  einen  Berührungspunkt  mit  cp2  gemein  hat  Die 
doppelt  berührenden  Ebenen  dieser  F^  bilden  drei  gewöhnliche 
Ebenenbüschel  mit  den  Axen  SS\  u  und  v.  Die  Ebenen  von 
SS*  schneiden  die  Fläche  ii\  Curven  IL  Ordnung,  diejenigen  von 
u  und  ü  in  je  zwei  reellen  oder  imaginären  Erzeugenden.  Die 
Fläche  F^  ist  sich  selbst  reciprok  und  in  unendlich  vielen  Null- 
systemen sich  selbst  zugeordnet,  weil  ihre  Strahlen  einem  Strahlen- 
system erster  Ordnung  und  erster  Classe  und  folglich  unendlich 
vielen  linearen  Strahlencomplexen  angehören. 

Wenn  zweitens  die  Linie  k^  zerfällt  in  eine  Gerade  v  und 
eine  Curve  IL  Ordnung  k^^  welche  mit  v  einen  Punkt  gemein  hat 
(Seite  86),  so  liegen  die  Strahlen  der  Fläche  F^  in  einem  Strahlen- 
system erster  Ordnung  und  zweiter  Classe  und  werden  aus  den 
Punkten  von  k^  durch  projectivische  Ebenenbüschel  IL  Ordnung 
projicirt.  Wenn  an  einem  Kegelschnitt  k^  und  einer  Geraden  v, 
die  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  eine  Gerade  hingleitet  und 
dabei  beständig  eine  Kegelfläche  zweiter  Ordnung  berührt,  deren 
Mittelpunkt  auf  k^  liegt,  so  beschreibt  sie  diese  Art  von  Flächen 
vierter  Ordnung.  Ein  Punkt  von  k^  ist  ein  eigentlicher  oder  ein 
isolirter  Doppelpunkt  der  Fläche  F^,  jenachdem  er  ausserhalb 
oder  innerhalb  der  Kegelfläche  liegt.  —  Jede  Ebene  des  Büschels 
V  ist  eine  doppelt  berührende  Ebene  der  Fläche  F^;  sie  schneidet 
die  Fläche  in  v  und  zwei  reellen  oder  imaginären  Strahlen,  welche 
mit  V  die  beiden  Berührungspunkte  gemein  haben.  Andere  doppelt 
berührende  Ebenen  erhalten  wir,  wenn  wir  je  zwei,  durch  einen 
Punkt  von  v  gehende  Sti'ahlen  F^  verbinden;  diese  Ebenen  schneiden 
die  Fläche  -P*  ausserdem  in  projectivischen  Curven  IL  Ordnung, 
durch  welche  F^  erzeugt  werden  kann,  und  bilden  einen  Ebenen- 


1 1 8  Fünfzehnter  Vortrag?.    Geradlinige  Flachen  vierter  Ordnung. 

büschel  II.  Ordnung.  Sie  können  nämlich  nicht  zwei  Büschel 
I.  Ordnung  bilden,  weil  sonst  die  Fläche  zu  der  vorhin  betrach- 
teten Hauptart  gehören  würde.  Der  Ebenenbüschel  K"^  dritter 
Ordnung,  welcher  die  doppelt  berührenden  Ebenen  dieser  Fläche 
F^  enthält,  zerfällt  also  in  den  Ebenenbüschel  v  und  einen  Ebenen- 
büschel IL  Ordnung,  welcher  mit  v  eine  Ebene  gemein  hat.  Auch 
diese  Hauptart  von  geradlinigen  Flächen  vierter  Ordnung  ist  sich 
selbst  reciprok;  doch  giebt  es  kein  Nullsystem,  in  welchem  ihre 
Strahlen  sich  selbst  zugeordnet  wären. 

Da  die  Fläche  F^  im  Allgemeinen  auch  durch  projectivische 
Curven  II.  Ordnung  erzeugt  werden  kann,  so  ergiebt  sich  aus  dem 
Vorhergehenden,  dass  ihre  doppelt  berülirenden  Ebenen  nur  dann 
drei  Ebenenbüschel  erster  oder  zwei  Ebonenbüschel  erster  und 
zweiter  Ordnung  bilden,  wenn  ihre  Doppelpunkts-Linie  Ifi  in  drei 
Gerade  oder  in  eine  Gerade  und  einen  Kegelschnitt  zerfallt 

Wenn  also  die  Doppelpunkte  der  Fläche  F^  in  einer  irredu- 
ciblen  Raumcurve  k^  dritter  Ordnung  liegen,  so  bilden  ihre  doppelt 
berührenden  Ebenen  einen  irreduciblen  Ebenenbüschel  K^  dritter 
Ordnung.  Eine  Ausnahme  macht  nur  die  besondere  Fläche,  welche 
alle  eine  Gerade  g  schneidenden  Sehnen  k^  enthält;  dieser  Fläche 
aber  ist  diejenige  reciprok,  welche  durch  alle  eine  Gerade  schnei- 
denden Axen  eines  irreduciblen  Ebenenbüschels  dritter  Ordnung 
geht  und  von  welclier  die  Punkte  jener  Geraden  dreifache  Punkte 
sind.  Sehen  wir  von  diesem  Specialfalle  ab,  so  gilt  der  Satz*): 
„Die  geradlinige  Hache  F^  vierter  Ordnung  mit  einer  irre- 
„duciblen  Doppelpunktscurve  k^  dritter  Ordnung  ist  sich  selbst 
„reciprok  und  besteht  aus  allen  Strahlen  eines  linearen  Strahlen- 
„complexes,  welche  Sehnen  von  k^  sind.'' 
Wir  beweisen  den  Satz  unter  der  Voraussetzung,  dass  es  auf  k^ 
„eigentliche^  Doi)pelpunkte  von  F^  gebe,  in  welchen  je  zwei  reelle 
Strahlen  der  Fläche  sich  schneiden.  Seien  A  und  B  zwei  dieser 
Doppelpunkte,  a,  a*  und  6,  h*  die  durch  sie  gehenden  Strahlen- 
paare von  F^  und  a  und  ß  deren  Ebenen.  Dann  werden  die 
Strahlen  der  Fläche  F^  aus  den  Punkten  A  und  B  durch  zwei 
Ebenenbüschel  IL  Ordnung  projicirt  und  von  den  Ebenen  a  und 
ß  in  zwei  Curven  IL  Ordnung  geschnitten,  welche  durch  jene 
Strahlen  projectivisch   auf  einander  bezogen  sind.     Durch  diese 

*)  Dieser  Satz  rührt  von  C  leb  seh  her  (Math.  Ann.  Bd.  II),  der  nach- 
folgende «ynthetisohe  BcweL'i  von  Herrn  Eichard  Krause  („üeber  em  spcciellc> 
Gebüsch  von  Flächen  II.  Ordnung",  Inaug. -Diss.,  Strassb.  1879). 
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projectivischen  Elementargebilde  zweiter  Ordnung  wird  aber 
zwischen  den  Strahlenbündeln  -4,  ß,  die  wir  zu  einem  Räume  ü, 
und  den  resp.  ebenen  Systemen  a,  ß,  die  wir  zu  einem  zweiten 
Räume  2i  rechnen  wollen,  eine  reciproke  Beziehung  bedingt;  und 
zwar  hat  A  mit  a  und  ebenso  B  mit  ß  einen  Strahlenbüschel  ent- 
sprechend gemein,  weil  jeder  in  a  liegende  Strahl  des  Bündels  -4, 
welcher  zwei  von  a  und  a*  verschiedene  Gerade  p,  q  von  F^ 
schneidet,  mit  dem  ihm  entsprechenden  Strahle  von  a,  welcher  die- 
selben Geraden  p,  q  schneiden  muss,  zusanmienfällt.  Dem  gemein- 
schaftlichen Strahle  AB  der  beiden  Bündel  entspricht  ferner  die 
gemeinschaftliche  Gerade  aß  der  beiden  ebenen  Systeme;  denn  den 
durch    AB   gehenden    Ebenen    Äh    und    Ah*    von    A    oder   Ba 

— — - — ■ —  -  -  ■  ^^  •  -  — 

und  Ba*  von  B  entsprechen  die  in  aß  liegenden  Punkte  ah  und 
ah'  von  a  resp.  ßa  und  ßa'  von  ß.  Die  Bündel  -4,  B  von 
^  sind  demnach  durch  die  Fläche  -P*  reciprok  so  auf  die  resp. 
ebenen  Systeme  a,  ß  von  üj  bezogen,  dass  sie  mit  ihnen  je  einen 
Strahlenbüschel  entsprechend  gemein  haben  und  dass  jeder  ge- 
meinschaftlichen Ebene  von  A  und  B  ein  auf  ihr  liegender  ge- 
meinschaftlicher Punkt  von  a  und  ß  entspricht.  Dadurch  aber 
sind  auch  die  beiden  Räume  2!  und  2i  reciprok  auf  einander  be- 
zogen, sodass  sie  nicht  nur  jene  beiden  Strahlenbüschel,  sondern 
auch  alle  Strahlen  der  Fläche  F^  entsprechend  gemein  haben.  Die 
beiden  Räume  bilden  folgUch  zusammen  ein  Nullsystem  (vgl.  Seite  65, 
66),  zu  dessen  Leitstrahlen  die  Geraden  von  F^  gehören;  jedem 
Doppelpunkte  von  F^  ist  in  diesem  Nullsysteme  eine  doppelt  be- 
rührende Ebene  von  F^  zugeordnet.  Die  Fläche  F^  wird  auch 
gebildet  von  denjenigen  Leitstrahlen  des  Nullsystems,  welche 
Axen  des  von  den  doppelt  berührenden  Ebenen  gebildeten  Ebenen- 
büschels dritter  Ordnung  sind. 
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Wenn  ein  ebenes  System  2  auf  zweifache  Art  auf  ein  anderes 
ebenes  System  2i  reciprok  und  folglich  auf  sich  selbst  collinear 
bezogen  wird,  so  entsprechen  jedem  Punkte  P^  von  Sj  zwei  homo- 
loge Gerade  j)  und  p*  von  2  und  damit  auch  deren  Schnittpunkt  P\ 
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umgekehrt    entsprechen    dem   Punkte   P  von   2  zwei  Gerade   in 
2i  und  deren  Schnittpunkt  P|.    Wenn  der  Punkt  Pi  sich  in  einer 
Geraden  bewegt,   so  beschreibt  der   entsprechende  Punkt  P  im 
Allgemeinen  nicht  eine  Gerade,  sondern  eine  Curve  zweiter  Ord- 
nung; die  beiden  homologen  Strahlen  p  und  2>' nämlich  beschreiben 
zwei  projectivische  Strahlenbüschel,  und  diese  erzeugen,  wenn  sie 
nicht  perspectivisch  liegen,  die  von  P  beschriebene  Curve  zweiter 
Ordnung.     Indem  wir  annehmen,   dass   die  collineare  Beziehung 
des  Systems  2  auf  sich  selbst,  welche  aus  der  zweifachen  reci- 
proken  sich  ergiebt,  keine  perspectivische  ist,  erhalten  wir  den  Satz: 
^Durch  die  zweifache  reciproke  Verwandtschaft  von  2  und 
„2i  wird  zwischen  diesen  ebenen  Systemen  eine  quadratische 
^Beziehung   oder   eine   geometrische  Verwandtschaft  zweiten 
;,Grades  hergestellt,  sodass  einem  beliebigen  Punkte  des  einen 
^Systems  im  Allgemeinen  ein  Punkt,   einer  beliebigen  Punkt- 
;, reihe  erster  Ordnung  aber  eine  zu  ihr  projectivische  Punkte 
;,  reihe  zweiter  Ordnung  in  dem  anderen  Systeme  entspricht 
„Die    quadratische   Verwandtschaft    von    2    und   2i    ist    eine 
^durchaus  wechselseitige.^ 
Dieser  quadratischen  Verwandtschaft   von  2   und   2|   steht  eine 
andere  gegenüber,   bei  welcher  jedem  Strahle  von  2   im   Allge- 
meinen ein  Strahl  von  2i  entspricht,   einem  beliebigen  Strahlen- 
büschel erster  Ordnung  aber  ein  Strahlenbüschel  zweiter  Ordnung. 
Indem  man  eines  der  beiden  ebenen  Systeme  durch  ein  zu  ihm 
reciiu'okes  ersetzt,   erhält  man  noch  eine  dritte  Verwandtschaft 
zweiten  Grades  zwischen  Ebenen,  sodass  jedem  Punkte  der  einen 
ein  Strahl  der  anderen  Ebene  entspricht,  jeder  Punktreihe  erster 
Ordnung  der  ersteren  aber  ein  Strahlenbüschel  zweiter  Ordnung 
der  letzteren.    Wir  wollen  nur  die  zuerst  hergestellte  quadratische 
Verwandtschaft  näher   untersuchen    und   auch   auf  die   analogen 
Verwandtschaften,  welche  sich  zwischen  Sti*ahlenbündeln  herstellen 
lassen,  hier  nicht  eingehen. 

Da  2  auf  doppelte  Weise  recipi*ok  auf  2|  bezogen  ist,  sodass 
jedem  Punkte  oder  Strahle  von  2|  zwei  Strahlen  resp.  Punkte 
von  2  entsprechen,  so  erhalten  wir  in  2  zwei  collineare  ebene 
Systeme.  Projiciren  wir  diese  beiden  coUinearen  Systeme  aus 
irgend  zwei  Punkten,  deren  Verbindungslinie  weder  durch  einen 
sich  selbst  entsprechenden  Punkt  geht,  noch  einen  sich  selbst 
entsprechenden  Strahl  schneidet,  so  erhalten  wir  zwei  collineare, 
zu  2j  reciproke  Strahlenbündel,   welche  das  Sehnensystem  einer 
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Kaumcurve  k^  dritter  Ordnung  erzeugen.  Dieses  Sehnensystem 
aber  ist  durch  die  beiden  Strahlenbündel  projectivisch  auf  2]  be- 
zogen (Seite  113),  und  von  ihm  ist  das  andere  ebene  System  2 
ein  Schnitt.  Dadurch  ist  die  Untersuchung  der  quadratischen 
Verwandtschaft  von  2  und  2i  mit  einer  früheren  Untersuchung 
in  nahen  Zusammenhang  gebracht. 

Jedem  Punkte  von  2i  entspricht  eine  Sehne  von  k^  und  deren 
Schnittpunkt  in  2;  jeder  Geraden  «j  von  2j  entspricht  in  dem 
Sehnensystem  eine  Fläche  zweiter  Ordnung,  welche  durch  die 
Raumcurve  k^  geht,  und  daher  in  2  ein  Kegelschnitt,  welcher 
alle  gemeinschaftlichen  Punkte  von  2  und  k^  enthält;  dreht  sich 
die  Gerade  a|  in  2i  um  einen  auf  ihr  liegenden  Punkt,  so  be- 
schreibt die  entsprechende  Fläche  IL  Ordnung  in  dem  Sehnen- 
system einen  Hächenbüschel  und  folglich  der  entsprechende  Kegel- 
schnitt in  £  einen  Kegelschnittbüschel  (Seite  112).  Für  solche 
Büschel  von  Curven  zweiter  Ordnung  können  wir  aus  der  quadra- 
tischen Verwandtschaft  sofort  gewisse  Haupt-Eigenschaften  ableiten. 

Sei  Ai  der  Mittelpunkt  eines  in  2|  liegenden  Strahlenbüschels 
und  A  der  entsprechende  Punkt  von  2,  durch  welchen  alle  Curven 
des  zugehörigen  Kegelschnittbüschels  gehen,  sei  ferner  g  eine  be- 
liebige Punktreihe  I.  Ordnung  von  2,  welcher  in  2i  ein  zu  g 
projectivischer  Kegelschnitt  y^  entspricht.  Wenn  die  Gerade  g 
nicht  durch  A  geht,  so  geht  yj  nicht  durch  A^;  in  diesem  Falle 
werden  also  die  Punkte  des  Kegelschnittes  yJ  durch  den  Strahlen- 
büschel i4j,  und  folglich  diejenigen  der  Geraden  g  durch  den 
Kegelschnittbüschel  A  involutorisch  gepaart.  Dabei  ist  jedoch  zu 
bemerken,  dass  -yj  in  zwei  Gerade  gi  und  w,,  von  welchen  die 
eine  gi  zu  g  projectivisch  ist,  zerfällt,  wenn  g  die  Raumcurve  k^ 
in  einem  Punkte  U  schneidet  (Seite  114).  Wenn,  die  Gerade  g 
durch  den  Punkt  A  geht,  so  hat  sie  mit  den  Kegelschnitten  des 
Büschels  noch  je  einen  von  A  verschiedenen  Punkt  gemein;  zu- 
gleich geht  dann  y?  durch  i4,.  Da  nun  alle  in  2^  liegenden  Ge- 
raden gi  und  alle  durch  Ai  gehenden  Kegelschnitte  •(]  durch 
den  Strahlenbüschel  Ai  projectivisch  auf  einander  bezogen  werden, 

so  folgt: 

„Durch  den  Kegelschnittbüschel  werden  alle  Punktreihen 
„I.  Ordnung  g^  welche  je  einen  gemeinschaftlichen  Punkt  der 
„Kegelschnitte  enthalten,  projectivisch  auf  einander  bezogen,  so 
„dass  auf  jedem  Kegelschnitt  eine  Gruppe  homologer  Punkte 
-der  Punktreihen  liegt.     Jede  Gerade,   welche  durch  keinen 
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„solchen  gemeinscliaftlichen  Punkt  hindurchgeht,  wird  von  dem 
^Kogelschnittbüschel  in  einer  involutorischen  Punktreihe  ve- 
rschnitten, so  dass  je  zwei  einander  zugeordnete  Punkte  der 
„Reihe  auf  einem  und  demselben  Kegelschnitt  des  Büschels 
„liegen." 

Aus  dem  zweiten  dieser  Sätze  folgt,  dass  der  Büschel  durch 
zwei  seiner  Kegelschnitte  völlig  bestimmt  ist.  Um  nämlich  einen 
beliebigen  dritten,  durch  einen  gegebenen  Punkt  P  gehenden 
Kegelschnitt  des  Büschels  zu  construiren,  legen  wir  durch  /' 
Strahlen,  welche  die  gegebenen  beiden  Kegelschnitte  a^  und  p-  in 
je  zwei  Punkten  schneiden.  Da  a^  und  ß^  bej  de^  vorliegenden 
Art  von  Büscheln  mindestens  einen  gemeinschaftlichen  Punkt  haben, 
so  sind  unendlich  viele  solche  Strahlen  möglich.  Die  beiden 
Punktenpaare,  in  welchen  ein  solcher  Strahl  s  von  «2  xmA  ß^  ge- 
schnitten wird,  bestimmen  in  s  eine  involutorische  Punktreihe: 
und  suchen  wir  in  dieser  den  zu  P  zugeordneten  Punkt,  so  hegt 
derselbe  auf  dem  durch  P  gehenden  Kegelschnitte  des  Büschels. 
Sind  von  dem  Büschel  drei  Kegelschnitte  gegeben,  so  kann  ein 
beliebiger  vierter  auch  mittelst  des  ersten  der  obigen  Sätze  leicht 
construirt  werden. 

In   der  Ebene  i\   welche   wir  als  Schnitt  des   zu  2i   projet*- 
tivischen    Sehnensystems    der    Raumcurve    k^    auffassen   lernten, 
liegen  auch  einzelne  Sehnen  und  Punkte  von  ä;^,  nämlich  höchstenb 
drei  Punkte  und  drei  Sehnen  und  mindestens  ein  Punkt  und  eine 
Sehne.    Die  sämmtlichen  Punkte  einer  solchen  Sehne  u  entsprechen 
einem   und  demselben  Punkte    11^    des   ebenen  Systems  üj;  und 
einem  gemeinschaftlichen  Punkte  U  von  ü  und  k^  entsprechen  in 
i'i    die   sämmtlichen  Punkte  einer  Geraden  «i,   welcher  in  dem 
Sehnensysteme  die  Kegelfläche   Uk^  IL  Ordnung  entspricht    Die 
Punkte  U  und  U^  bilden  also  eine  Ausnahme  von  der  Regel,  nach 
welcher  jedem  Punkte  des  einen  Systems  ein  einziger  Punkt  de- 
anderen  entspricht.     Wir  wollen   sie  „Hauptpunkte**   der  ebenen 
Systeme   nennen,    und    die  ihnen   entsprechenden  Geraden  sollen 
„  Hauptlinien  ^  heissen.     In  jeder  Ebene  ^  liegen  (Seite  91)  eben 
so  viele  Punkte  wie  Sehnen  der  Raumcurve  dritter  Ordnung;  aKo: 
„Das  ebene  System  -  enthält  eben  so  viele  Hauptlinien  wie 
„Hauptpunkte,  und  zwar  mindestens  eine  und  höchstens  drei; 
„genau  so  viele  wie  il  besitzt  auch  i',,  weil  jedem  Hauptpunkte 
„des  einen  Systems  eine  Hauptlinie  des  anderen  entspricht    Die 
„Verbindungslinie   von    zwei   Hauptpunkten   eines   Systems  i>l 
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„eine  Hauptlinie  desselben  und  der  Schnittpunkt  von  zwei 
„Hauptlinien  ist  ein  Hauptpunkt.^ 
Der  letzte  Theil  des  Satzes  folgt  daraus,  dass  jede  Verbindungs- 
linie von  zwei  Punkten  der  Raumcurve  k^  eine  Sehne  derselben 
ist,  und  jeder  Schnittpunkt  von  zwei  Sehnen  auf  der  Curve  liegt. 
Jeder  geraden  Punktreihe  von  i^j  entspricht  in  dem  Sehnen- 
system  der  Raumcurve  k^  eine  durch  k^  gehende  Fläche  H.  Ord- 
nung; und  wir  wissen,  dass  die  Punkte  einer  beliebigen  Sehne 
paarweise  conjugirt  sind  in  Bezug  auf  alle  durch  k^  gelegten 
Flächen  H.  Ordnung.  Die  Kegelschnitte  in  il,  welche  den  Geraden 
von  2|  entsprechen,  liegen  nun  aber  auf  diesen  Flächen  IL  Ord- 
nung, so  dass  sich  ergiebt: 

„Die  Kegelschnitte  des  einen  Systems  ü,  welche  den  Geraden 

„des  anderen  ^i  entsprechen,   gehen  durch  alle  Hauptpunkte 

„von  2;   die  Punkte  jeder  Hauptlinie  von  2   sind  paarweise 

„conjugirt  hinsichtlich  aller  jener  Kegelschnitte.^ 

Analoges  gilt  für  die  Kegelschnitte  von  2|,   welche  den  Geraden 

von  2  entsprechen. 

Einem  beliebigen  Kegelschnitt  cpj  von  2|  entspricht  (Seite  114) 
in  2  eine  Curve  cp*  IV.  Ordnung,  welche  jeden  Hauptpunkt  von  ü 
zum  Doppelpunkt  hat.  Geht  cpj  durch  einen  Hauptpunkt  von  2|, 
so  zerfällt  cp'*  in  eine  Hauptlinie  von  2  und  eine  Curve  dritter 
Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt.  Geht  '>pj  durch  zwei  Hauptpunkte 
von  2i,  so  zerfällt  ^^  in  zwei  Hauptlinien  von  2  und  eine  zu  cpj 
projectivische  Curve  II.  Ordnung.  Denken  wir  uns  die  geometrische 
Verwandtschaft  zwischen  2  und  2|  dadurch  hergestellt,  dass  diese 
beiden  Systeme  in  doppelter  Weise  recipi'ok  auf  einander  bezogen 
wurden,  so  entsprechen  dem  Kegelschnitt  (pj  von  2|  zwei  Strahlen- 
büschel IL  Ordnung  in  2,  so  wie  die  Curve,  auf  welcher  je  zwei 
homologe  Strahlen  dieser  Büschel  sich  schneiden.     D.  h. : 

„Zwei  projectivische  Strahlenbüschel  II.  Ordnung,  die  in 
„derselben  Ebene  liegen,  erzeugen  im  Allgemeinen  eine  Curve 
„vierter  Ordnung  mit  höchstens  drei  Doppelpunkten  und  min- 
„destens  einem  solchen.  Diese  Curve  kann  zerfallen  in  eine 
„Gerade  und  eine  Curve  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppel- 
„punkt,  oder  in  zwei  Gerade  und  einen  Kegelschnitt,  oder 
„endlich  in  vier  Gerade.^ 

Sei  U  ein  Hauptpunkt  und  g  eine  beliebige  durch  ihn  gehende 
Gerade  von  2 ;  dann  zerfällt  der  Kegelschnitt  von  2|  welcher  der 
Geraden  g  entspricht,  in  die  dem  Punkte  ü  entsprechende  Haupt- 
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liiiie   ii|    und    eine    zu    g  projectivische   Gerade  ji«     Denn  alle 
Sehnen  der  Raumcurve  ft^,  welche  von  g  ausserhalb  des  Punktes 
U  getroflfen  werden,    bilden   eine   Regelschaar,    und    dieser  ent- 
spricht in  2|  die  Punktreihe  ^i.    Die  Gerade  gi  muss  durch  einen 
Hauptpunkt    Ui   der  Ebene  2|   hindurchgehen;  denn  weil  g  ein 
Leitstrahl  der  Regelschaar  ist,   so  liegt  ein  Strahl  u  derselben  in 
der  durch  g  gehenden  Ebene  2,  und  der  dem  u  entsprechende 
Hauptpunkt  Z7|    ist  deshalb  auf  gi   enthalten.     Den  sämmtUchen 
durch  U  gehenden  Geraden  g  von  2  müssen  demnach  die  sämmt- 
lichen  durch  f/j  gehenden  Geraden  gi  von  ]S|  entsprechen«    Wir 
wollen  die  Punkte  U  und  Ui  zwei  ^einander  zugeordnete^  Haupt- 
punkte der  Systeme  nennen.    Die  Büschel  ü  und  ITj  sind  projec- 
tivisch;  denn   einer  beliebigen  Geraden  a  von  il  entspricht  in  ij 
ein  zu  a  projectivischer,  durch  Z7j  gehender  Kegelschnitt  aj,  und 
die  Büschel  U  imd  ?7j  liegen  perspectivisch  zu  a  resp.  aj.    Also: 
^Die  Hauptpunkte  der  Systeme   2  und  2|   sind  paarweise 
^einander  zugeordnet,  so  dass  jeder  Geraden  g  von  2,  welche 
;,durch  einen  Hauptpunkt  i/geht,  eine  zu  g  projectivische  Gerade 
„gi  von  2|  entspricht,  welche  durch  den  zugeordneten  Haupt- 
„punkt  f7,  geht.    Die  Büschel  U  und  U^  sind  projectivisch  in 
^Ansehung  ihrer  einander  entsprechenden  Geraden.** 
Da  eine  Curve  IL  Ordnung  von  2,    welche   durch   zwei  Haupt- 
punkte C/,   V  geht,  aus  U  und   V  durch  projectivische  Strahlen- 
büschel projicirt  wird,   und  weil  diesen  in  2|  zwei  projectivische 
Büschel  Z7|  und  F,  entsprechen,  so  ergiebt  sich: 

^Jedem   Kegelschnitte  des  einen  ebenen  Systems,  welcher 

^ durch   zwei  Hauptpunkte   geht,   entspricht   in   dem   andertu 

^ySystem  ein  zu  ihm  projectivischer  Kegelschnitt,  welcher  durch 

„die  zugeordneten  beiden  Hauptpunkte  geht" 

Wir  können  die  ebenen  Systeme  in  eine  solche  Lage  bringen. 

dass  die  Büschel  U  und  L\   perspectivisch  werden,  d.  h.  Sclmitt« 

eines   und   desselben   Ebenenbüschels  sind.     Sei   z  die   durch  l' 

und  i\  gehende  Axe  dieses  Ebenenbüschels;  dann  liegen  je  zwei 

einander  entsprechende  Punkte  der  Systeme  mit  z  in  einer  Ebene. 

Projiciren  wir  die  Systeme  2  und  2j    beziehungsweise  aus  zwei 

beliebigen  auf  z  liegenden  Punkten   S  und  S|,  so   erhalten  wir 

zwei  quadratisch  verwandte  Strahlenbündel.     Je  zwei  homoloc» 

Strahlen  dieser  Bündel  liegen  mit  z  in  einer  Ebene  und  schneidoii 

sich;  und  alle  so  entstehenden  Schnittpunkte  sind  auf  einer  dunli 

^'  und  iS|  gehenden  Hache  enthalten,  welche  mit  jeder  Ebene  der 
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Bündel  S  und  Si  einen  Kegelschnitt  gemein  hat,  also  eine  Fläche 
II.  Ordnung  sein  muss.  Geht  nämlich  eine  beliebige  Ebene  durch 
iSÄj,  so  enthält  sie  zwei  projectivische  Strahlenbüschel  der  Bündel 
S  und  Ä|,  und  diese  Strahlenbüschel  erzeugen  jenen  Kegelschnitt. 
Geht  die  Ebene  durch  den  Punkt  S,  so  enthält  sie  von  S  einen 
Strahlenbüschel,  welchem  im  Bündel  S|  eine  durch  S^  Uy  gehende 
Kegelfläche  IL  Ordnung  entspricht,  und  letztere  hat  mit  der  Ebene 
den  erwähnten,  durch  S  gehenden  Kegelschnitt  gemein.  Ist  «  die 
Hauptlinie  von  2,  welche  dem  Hauptpunkte  L\  von  l'|  entspricht, 
so  ist  Su  die  Berührungs- Ebene  der  Fläche  II.  Ordnung  im  Punkte 
S\  denn  jeder  in  Su  liegende  Strahl  von  S  entspricht  dem  ge- 
meinschaftlichen Hauptstrahle  /Sj  ti  der  Bündel  und  berührt  in  ä 
die  Fläche.  Man  kann  sich  auf  diese  Weise  mittelst  der  Flächen 
II.  Ordnung  eine  sehr  einfache  und  deutliche  Vorstellung  von  der 
geometrischen  Verwandtschaft  zweiten  Grades  machen. 

Beispiele  von  geometrischen  Verwandtschaften  zweiten  Grades 
sind  uns  schon  in  der  ersten  Abtheilung  dieses  Buches  mehrfach 
(Seite  85,  152,  169,  17Ü)  begegnet,  von  denen  hier  nur  das  Princip 
der  reciproken  Radien  erwähnt  sei.  Wir  fügen  noch  folgende 
Beispiele  hinzu: 

„Ein  Strahlensystem  erster  Ordnung  und  erster  Classe  wird 
„von  zwei  beliebigen  Ebenen  in  quadratisch  verwandten  ebenen 
„Punktsystemen  geschnitten  und  aus  zwei  beliebigen  Punkten 
„durch  quadratisch  verwandte  Ebenenbündel  projicirf 

„Ein  Ebenenbündel  zweiter  Ordnung  wird  von  je  zwei 
^seiner  Ebenen  in  quadratisch  verwandten  Strahlensystemen 
„geschnitten. '^ 

„Ordnet  man  in  einem  ebenen  Polarsysteme  jedem  Strahle 
„den  ihm  conjugirten  Normalstrahl  zu,  so  erhält  man  zwei 
„quadratisch  verwandte  ebene  Strahlensysteme  in  involutorischer 
^Lage.^ 
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Collineare  Systeme,  welehe  in  einander  liegen.     ln?olnt«riHfkf 

Syniewe  in  der  Ebene  and  im  Ranme. 


Zwei  collineare  Systeme  2  und  Si,  die  in  derselben  Ebent* 
liej^en,  haben  alle  ihre  Elemente  entsprechend  gemein  und  sind 
identisch,  sobald  sie  ein  Viereck  entsprechend  gemein  haben 
(Seite  14);  sie  liegen  pcrspectivisch,  d.  h.  sie  haben  eine  Punkt- 
reihe und  einen  Strahlenbüschel  erster  Ordnung  entsprechend 
gemein,  sobald  sie  drei  Punkte  einer  Geraden  oder  auch  dni 
Strahlen  eines  Punktes  entsprechend  gemein  haben  (Seite  1<)'. 
Wie  viele  Punkte  und  Strahlen  haben  sie  entsprechend  gemein, 
wenn  sie  weder  identisch  sind,  noch  pcrspectivisch  liegen? 

Um  diese  Frage  zu  entscheiden,  nehmen  wir  ausserhalb  der 
Ebene,  in  welcher  die  collinearen  Systeme  2  und  2£|  liegen,  zwei 
beliebige  Punkte  S  und  aS|  an,  deren  Verbindungslinie  wetler 
einen  Punkt  noch  einen  Strahl  trifft,  der  in  den  Systemen  sith 
selbst  entspricht.  Projiciren  wir  sodann  die  Systeme  1  und  -| 
aus  den  resp.  Punkten  S  und  S,,  so  werden  diese  zu  MittelpunkU^n 
von  zwei  collinearen  Strahlenbündeln,  welche  eine  Raumeurrr 
dritter  Ordnung  erzeugen.  Und  jeder  Punkt,  welchen  2  und  i| 
entsprechend  gemein  haben,  liegt  auf  dieser  Raumcurve,  denn  er  i^t 
der  Schnittpunkt  von  zwei  homologen  Strahlen  der  Bündel  S  und 
Ä, ;  ebenso  ist  jeder  Strahl,  welchen  1  und  i|  entsprechend  gt»- 
mein  haben,  eine  Sehne  der  Raumcurve  dritter  Ordnung.  Wir  er- 
halten somit  den  Satz  (vergl.  Seite  88  und  91): 

Zwei  collineare  ebene  Systeme^  die  auf  einander^   aber  nicht 

perspectivisch   liegen^   haben   entweder  die  EckjntnkU   und  iieitm 

eines  Dreiecks,   oder   zwei  Pvnkte    und  zwei  (ierade    (twi  denen 

die   eine  jene   beiden   Punkte   verbindet  umi   in   einem   derfflhth 

von  der  anderen  Geraden   geschnitten  wird),  oder  endlich  einru 

Punkt  und  eine  Gerade  entsprechend  gemein. 

Diese  drei  Fälle   treten   ein,  je  nachdem   die   Raumcurve  <lritt*T 

Ordnung  mit  der  Ebene  der  collinearen  Systeme   drei  oder  z^*i 

Punkte  oder  einen  Punkt  gemein  hat. 
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Zwei  collineare  Strahlenbündel,  die  concentrisch,  aber  nicht 
perspectivisch  liegen,  haben  entweder  die  Kanten  und  Seiten 
eines  Dreikants,  oder  zwei  Strahlen  und  zwei  Ebenen,  oder  einen 
Strahl  und  eine  Ebene  entsprechend  gemein.  Dieser  Satz  folgt 
aus  dem  vorhergehenden  mittelst  des  Gesetzes  der  Reciprocität, 
oder  auch,  indem  man  die  collinearen  Bündel  durch  eine  Ebene 
in  zwei  collinearen  Systemen  schneidet.  Ebenso  folgt:  Sind  im 
Räume  gegeben  ein  ebenes  System  ü  und  ein  zu  demselben  colli- 
nearer  Strahlenbündel  S,  so  gehen  im  Allgemeinen  mindestens  ein 
Strahl  und  eine  Ebene,  und  höchstens  drei  Strahlen  und  drei  Ebenen 
von  S  durch  die  ihnen  entsprechenden  P^lemente  von  ü,  falls  nicht 
i;  zu  einem  Schnitt  von  ä,  oder  zu  S  selbst  perspectivisch  liegt. 

Zwei  collineare  räumliche  Systeme  haben  alle  ihre  Elemente 
entsprechend  gemein  und  sind  identisch,  sobald  sie  fünf  Punkte 
entsprechend  gemein  haben,  von  denen  keine  vier  in  einer  Ebene 
liegen  (Seite  23);  sie  liegen  perspectivisch,  d,  h.  sie  haben  einen 
Strahlenbündel  und  ein  ebenes  System  entsprechend  gemein,  so- 
bald sie  ein  ebenes  Viereck  oder  auch  ein  Vierkant  entsprechend 
f^emein  haben  (Seite  20  und  27).  Wenn  zwei  collineare  räumliche 
Systeme  2  und  2|  ein  Tetraeder  AB  CD  entsprechend  gemein  haben, 
und  wenn  ausserdem  irgend  einem  Punkte  P  von  2,  welcher  in 
keiner  Fläche  des  Tetraeders  liegt,  ein  Punkt  Pi  von  üj  entspricht, 
80  können  folgende  Fälle  eintreten:  Wenn  die  Gerade  PFi  durch 
einen  Eckpunkt  A  des  Tetraeders  hindurchgeht,  so  haben  die 
Systeme  vier  Strahlen  und  folglich  alle  Elemente  des  Bündels  A 
und  ebenso  das  ebene  System  B  CD  entsprechend  gemein,  und 
liegen  perspectivisch.  Werden  zwei  Gegenkant^n  AB  und  CD 
des  Tetraeders  von  der  Geraden  PPi  geschnitten,  so  haben  die~ 
collinearen  Systeme  drei  und  folglich  alle  durch  AB  oder  CD 
gehenden  Ebenen,  also  auch  alle  auf  diesen  Kanten  liegenden 
Punkte  entsprechend  gemein,  so  wie  jeden  Strahl,  welcher  sowohl 
von  AB  als  auch  von  CD  geschnitten  wird.  Schneidet  PP^  nur 
eine  Kante  AB  des  Tetraeders,  so  haben  die  Systeme  drei  und 
folglich  alle  durch  AB  gehenden  Ebenen,  also  auch  jeden  auf 
CD  Kegenden  Punkt  entsprechend  gemein,  ausserdem  aber  die 
Ebenen  ^  CD  und  BCD^  sowie  jeden  durch  A  oder  B  gehen- 
den Strahl  dieser  Ebenen.  Wenn  endlich  die  Gerade  PPi  mit 
keiner  Kante  des  Tetraeders  in  einer  Ebene  liegt,  so  haben  die 
collinearen  Systeme  nur  die  Eckpunkte,  Kanten  und  Seiten  des 
Tetraeders  AB  CD  entsprechend  gemein. 
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Wir  wollen  nicht  alle  übrigen  Fälle  aufzählen,  in  denen  zwei 
coUineare  räumliche  Systeme  einzelne  oder  auch  unendlich  viele 
Elemente  entsprechend  gemein  haben,  sondern  uns  mit  folgenden 
Bemerkungen  begnügen.  Es  kann  der  Fall  eintreten  (und  die 
geschaart-involutorischen  Systeme  werden  uns  ein  Beispiel  hierfür 
liefein),  dass  die  Systeme  keinen  reellen  Punkt  und  keine  Ebene 
entsprechend  gemein  haben;  wenn  aber  ein  Punkt  S  des  Systems 
1  mit  dem  entsprechenden  Punkte  S|  von  ij  zusammenfällt,  so 
haben  die  collinearen  Strahlenbündel  S  und  Ä,  und  folglich  auch 
die  räumlichen  Systeme  noch  mindestens  einen  Strahl  und  eine 
p]bene  entsprechend  gemein.  Ebenso  wenn  eine  Ebene  o  von  1 
mit  der  entsprechenden  Ebene  a|  von  ij  zusammenfällt,  so  haben 
die  räumlichen  Systeme  mindestens  einen  Punkt  und  einen  Strahl 
der  Ebene  a  entsprechend  gemein  (Seite  126);  denn  in  a  liegen 
zwei  coUineare  ebene  Systeme,  die  in  den  räumlichen  Systemen 
einander  entsprechen. 

Zwei  coUineare  Grundgebilde  können  auch  involutorische  Lage 
haben,  so  dass  jedem  ihrer  Elemente  ein  anderes  doppelt  entspricht. 
Die  Gebüde  haben  alsdann  unendlich  viele  Elemente  entsprechend 
gemein,  namentlich  jeden  Strahl,  welcher  irgend  zwei  homologe 
Punkte  der  Gebilde  mit  einander  verbindet,  oder  in  welchem 
irgend  zwei  homologe  Ebenen  sich  schneiden.  Denn  wenn  (Fig.  16) 
einem  Punkte,  den  wir  mit  A  oder  i?|  bezeichnen  wollen,  je  nach- 
dem er  zu  dem  einen  oder  dem  anderen  der  collinearen  Gebilde 
gerechnet  wird,  zwei  zusammenfallende  Punkte  Ai  und  B  ent- 
sprechen, so  fällt  auch  die  Gerade  AB  des  ersten  Gebildes  mit 
ihrer  entsprechenden  AiBi  zusammen.  Liegen  zwei  coUineare 
ebene  Systeme  involutorisch,  so  haben  dieselben  sonach  unend- 
lich viele  Strahlen  entsprechend  gemein  und  folglich  perspec- 
tivische  Lage.  Je  zwei  homologe  Punkte  derselben  liegen  in  einer 
Geraden  mit  dem  CoUineationscentrum  /S,  welches  in  diesem  Falle 
das  ;,Involutionscentrum^  heissen  soll;  und  je  zwei  homologe 
Strahlen  schneiden  sich  auf  der  CoUineationsaxe  w,  welche  in 
diesem  Falle  auch  wohl  die  ^Involutionsaxe^  genannt  wird.  Jede 
durch  das  luvolutionscentrum  S  gehende  Gerade  ist  der  Träger 
einer  involutorischen  Punktreihe,  von  welcher  S  und  der  auf  « 
liegende  Punkt  die  Ordnungspunkte  sind;  und  ebenso  ist  jeder 
Punkt  der  CoUineationsaxe  u  der  Mittelpunkt  eines  involutorischen 
Strahlenbüschels,  von  welchem  «  und  der  durch  S  gehende  Strahl 
die  ürduungsstrahlen  sind.     Durch  das  CoUineationscentrum  und 
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die-  Collineationsaxe    sind    also   je   zwei   homologe   Punkte   oder 
Strahlen  der  Systeme  harmonisch  getrennt. 

Zwei  coUineare  Systeme  1  und  2j,  welche  in  derselben  Ebene 
liegen,  haben  involutorische  Lage,  sobald  irgend  zwei  Punkten 
ABl  und  CDi  (Fig.  16)  zwei  andere  Punkte  AiB  und  6\-D,  die 
mit  jenen  ein  Viereck  bilden,  in  doppelter  Weise  entsprechen. 
Nämlich  die  Gerade  A  B  entspricht  der  Geraden  Ai  J5j ,  d.  h.  sich 
selbst ;  und  da  in  ihr  die  Punkte  A  £,  und  Ai  B  einander  doppelt 
entsprechen,  so  sind  ihre  sämmtlichen  Punkte  involutorisch  ge- 
paart (I.  Abth.  Seite  118).  Das  Nämliche  gilt  von  der  Geraden 
Ci)  oder  CjDi.  Die  Geraden  AB  und  CD  schneiden  sich  in 
einem  Punkte  S,  welcher  sich  selbst  entspricht  und  in  jeder  der 
involu torischen  Punktreihen  AB  und  CD  ein  Ordnungspunkt  ist. 
Jede  beliebige  Gerade  der  Ebene,  die  nicht  durch  S  geht, 
schneidet  die  Geraden  AB  und  CD  in  zwei  Punkten;  ihr  ent- 
spricht folglich  diejenige  Gerade  doppelt,  welche  die  zugeordneten 
beiden  Punkte  von  AB  und  CD  mit  einander  verbindet.  Und  je 
zwei  Punkte  der  Systeme  müssen  einander  doppelt  entsprechen, 
weil  sie  als  Schnittpunkte  von  Geraden  angesehen  werden  können, 
die  einander  doppelt  entsprechen.  Der  Schnittpunkt  S  von  AB 
und  CD  ist  das  Involutionscentrum,  und  die  Gerade  m,  auf 
welcher  die  übrigen  Gegenseiten  des  vollständigen  Vierecks 
AB  CD  sich  paarweise  schneiden,  ist  die  Involutionsaxe  der 
Systeme. 

Betrachten  wir  die  involutorisch  liegenden  Systeme  als  ein  ein- 
ziges System,  dessen  Punkte  und  Strahlen  paarweise  einander  zuge- 
ordnet sind,  so  soll  dasselbe  ein  ^involutorisches  ebenes  System'^ 
genannt  werden.  Die  soeben  gewonnenen  Ergebnisse  lassen  sich 
dann  wie  folgt  zusammenstellen: 

^In  einem  involutorischen  ebenen  Systeme  liegen  je  zwei 
^einander  zugeordnete  Punkte  mit  dem  Involutionscentrum  in 
;,  einer  Geraden  und  sind  durch  dieses  und  die  Involutionsaxe 
^harmonisch  getrennt;  je  zwei  einander  zugeordnete  Strahlen 
„schneiden  sich  auf  der  Involutionsaxe,  und  sind  durch  diese 
^und  das  Involutionscentrum  harmonisch  getrennt.  Um  die 
;,  Elemente  eines  ebenen  Systems  involutorisch  zu  paaren,  kann 
„man  irgend  zwei  Punkten  P  und  Q  zwei  beliebige  andere 
„P,  und  Q|  zuordnen,  welche  mit  P und  Q  ein  Viereck  bilden; 
„eder  man  kann  das  Involutionscentrum  S  und  die  Involutions- 
„axe  u  willkürlich  in  der  Ebene  annehmen.^ 

Keye,  Oeometrio  der  Lage.    II.    2.  Anfl.  9 
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Jede  Curve  KAL^  welche  durch  zwei  Punkte  K  und  L  der 
Involutionsaxe  begrenzt  ist,  bildet  mit  der  ihr  zugeordneten  Cunre 
KAi  L  eine  „involutorische''  Curve.  Ebenso  erhalten  wir  eine 
involutorische  Curve,  wenn  wir  zu  einer  Curve  SAK  oder  auch 
P-4P|,  welche  entweder  vom  Involutionscentrum  ti  und  einem 
Punkte  K  der  Involutionsaxe,  oder  auch  von  zwei  einander  zuge- 
ordneten Punkten  P  und  Py  begrenzt  ist,  die  zugeordnete  Curve 
SAiK  oder  P^A^P  hinzufügen.  Ein  beliebiger  Kegelschnitt  z.  B. 
erscheint  als  involutorische  Curve,  wenn  ein  beliebiger  innerhalb 
oder  ausserhalb  desselben  gelegener  Punkt  S  als  Involutions- 
centrum und  dessen  Polare  u  als  Involutionsaxe  angenommen 
wird.  Der  unendlich  fernen  Geraden  ist,  beiläufig  bemerkt,  eine 
zu  u  parallele  Gerade  g  zugeordnet,  welche  den  Abstand  von  S  und 
u  halbirt.  Der  Kegelschnitt  ist  also  eine  Hyperbel,  Parabel  oder 
Ellipse,  je  nachdem  er  mit  der  Geraden  g  zwei  Punkte  M  und 
iV,  oder  einen  Punkt  P  oder  keinen  Punkt  gemein  hat;  und  im 
ersten  P^all  sind  die  Asymptoten  zu  SM  und  SN  parallel,  im 
zweiten  ist  SP  ein  Durchmesser  der  Parabel.  Hiedurch  ist  sehr 
einfach  die  Aufgabe  gelöst: 

^Zu  entscheiden,  ob  ein  Kegelschnitt,  von  welchem  nur  ein 

^^begrenztes  Stück  gegeben  ist,  eine  Hyperbel,  Parabel  oder 

„Ellipse  ist.*' 

Ein   involutorisches  ebenes  System  wird  aus  jedem  nicht  in 
ihm  gelegenen  Punkte  durch  einen  involutorischen  Strahlenbündel 
projicirt    Die  „Involutions-Ebene^  dieses  Bündels  geht  durch  die 
Involutionsaxe  u  des  ebenen  Systems,   und  die   „Involutionsaxe" 
des  Bündels  geht  durch  das  Involutionscentrum   S  des  Systems. 
Zwei  collineare  räumliche  Systeme  ^  und  I£|  haben  invo- 
lutorische Lage,  wenn  zwei  ebene  Systeme  a   und  ai   derselben, 
die  nicht  auf  einander  liegen,  einander  doppelt  entsprechen,  sodas^s 
jedem    Elemente    des    einen    ein    Element    des    anderen   doppelt 
entspricht.      Denn   jeder    beliebigen    Ebene,    welche    die   beiden 
ebenen  Systeme   a   und   a|   in  den  Geraden  g  und   l  schneidet, 
entspricht  alsdann  diejenige  Ebene  doppelt,  welche  die  zugeord- 
neten Geraden  ^|  und  2]  der  resp.  Ebenen  «j  und  a  mit  einander 
verbindet;  und  da  jeder  Punkt  oder  Strahl  des  Raumes  als  Schnitt 
von  drei  oder  zwei  solchen  Ebenen  betrachtet  werden  kann,  so 
entspricht   ihm  der  Schnittpunkt  oder  die  Schnittlinie  der  zuge- 
ordneten Ebenen  in  doppelter  Weise.    Weil  somit  jedem  Elemente 
ein  anderes  doppelt  entspricht,  so  können  wir  die  involutorisch 
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liegenden  räumlichen  Systeme  als  ein  einziges  ^involutorisches'^  System 
auffassen,  dessen  Elemente  paarweise  einander  zugeordnet  sind. 
Jeder  Strahl,  welcher  zwei  einander  zugeordnete  Punkte  des 
involutorischen  Systems  mit  einander  verbindet,  oder  in  welchem 
zwei  einander  zugeordnete  Ebenen  sich  schneiden,  fallt  mit  dem 
ihm  entsprechenden  Strahle  zusammen,  ist  also  sich  selbst  zuge- 
ordnet. Dieses  gilt  auch  von  der  Geraden  «,  in  welcher  die  ein- 
ander zugeordneten  Ebenen  a  und  aj  sich  schneiden.  Wir  erhalten 
nun  zwei  wesentlich  verschiedene  Arten  involutorischer  Systeme, 
je  nachdem  in  der  Geraden  s  jeder  Punkt  mit  seinem  zugeord- 
neten zusammenfällt  oder  nicht 

Im  ersteren  Falle  haben  die  ebenen  Systeme  a  und  ai  die 
Ptmktreihe  8  entsprechend  gemein;  sie  liegen  folglich  perspec- 
tivisch,  und  erzeugen  einen  Strahlenbündel  /S,  dessen  sämmtliche 
Strahlen  und  Ebenen  sich  selbst  zugeordnet  sind,  weil  sie  je 
zwei  einander  zugeordnete  Elemente  von  a  und  «i  mit  einander 
verbinden.  Die  collinearen  räumlichen  Systeme  i]  und  1\  haben 
den  Strahlenbündel  S  und  folglich  noch  ein  ebenes  Systems  T 
entsprechend  gemein,  liegen  also  perspectivisch ;  in  dem  von  ihnen 
gebildeten  involutorischen  System  ist  somit  ebenfalls  jedes  Element 
der>  Ebene  Y  sich  selbst  zugeordnet.  Ein  involutorischeö  System 
dieser  Art  wird  ein  ^perspectivisch -involutorisches"  genannt;  und 
der  Punkt  /S,  mit  welchem  je  zwei  zugeordnete  Punkte  des  Systems 
in  einer  Geraden  und  je  zwei  zugeordnete  Gerade  in  einer 
Ebene  liegen,  heisst  das  „Involutionscenti-um'',  die  Ebene  T  da- 
gegen, auf  welcher  je  zwei  einander  zugeordnete  Strahlen  oder 
{Ibenen  sich  schneiden,  heisst  die  ^  Involutionsebene"  des  Systems. 
Wir  können  die  Haupt-Eigenschaften  dieser  Art  von  involutorischen 
Systemen  wie  folgt  zusammenfassen: 

^Im  perspectivisch -involutorischen  Systeme  ist  jede  durah 
^das  Involutionscentrum  S  gehende  Gerade  oder  Ebene  und 
„jeder  in  der  Involutionsebene  T  liegende  Punkt  oder  Strahl 
.  „sich  selbst  zugeordnet.  Jede  durch  S  gehende  Ebene  ist  der 
„Träger  eines  involutorischen  ebenen  Systems,  dessen  Invo- 
„lutionscentrum  der  Punkt  S  ist,  und  welches  von  T  in  seiner 
„Involutionsaxe  geschnitten  wird;  ebenso  ist  jeder  auf  T  liegende 
„Punkt  der  Mittelpunkt  eines  involutorischen  Strahlenbündels, 
„dessen  Involutionsebene  Y  ist  und  dessen  Involutionsaxe  durch 
„S  geht  Hieraus  folgt,  dass  je  zwei  einander  zugeordnete 
„Punkte,   Strahlen  oder  Ebenen  duixh  das  Involutionscentrum 

9* 
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„S  und  die  Involutionsebene  T  harmonisch  getrennt  sind.  Um 
^die  Elemente  des  Raumes  involutorisch  zu  paaren,  kann  man 
„das  Involutionscentrum  S  und  die  Involutionsebene  T  will- 
„kürlich  annehmen,  oder  auch  S  und  zwei  einander  zugeordnete 
„Ebenen  a  und  «i,  oder  T  und  zwei  einander  zugeordnete 
„Punkte  A  und  Ai." 

Jede  gewundene  Curve,  welche  entweder  von  zwei  Punkten 
K  und  L  der  Involutionsebene,  oder  von  zwei  einander  zugeord- 
neten Punkten  A  und  -4|,  oder  endlich  vom  Involutionscentrum 
S  und  einem  Punkte  K  der  Involutionsebene  begrenzt  wird,  bildet 
mit  der  ihr  zugeordneten  Curve  eine  sogenannte  „involutorische 
Raumcurve''.  Jede  Hache,  welche  von  einer  involutorischen  oder 
auch  von  einer  sich  selbst  zugeordneten  Curve  begrenzt  wird, 
bildet  mit  der  ihr  zugeordneten  Fläche  eine  „involutorische** 
Fläche.  Z.  B.  eine  beliebige  Fläche  F^  II.  Ordnung  erscheint  als 
involutorische  Fläche,  wenn  irgend  eine  sie  nicht  berührende 
Ebene  T  als  Involutionsebene,  und  deren  Pol  S  als  Involutions- 
centrum  angenommen  wird.  Die  Fläche  F^  ist  ein  Hyperboloid 
oder  ein  Paraboloid  oder  endlich  ein  Ellipsoid,  je  nachdem  sie 
von  der  zu  T  parallelen  Ebene  7,  welche  den  Abstand  von  S  und 
T  halbirt,  in  einer  Curve  k^  geschnitten  oder  in  einem  Punkte  /' 
berührt  oder  gar  nicht  getroffen  wird;  denn  jedem  gemeinschaft- 
lichen Punkte  G  von  F^  und  7  ist  auf  dem  Strahle  SG  ein 
unendlich  ferner  Punkt  der  Fläche  F^  zugeordnet,  weil  7  und 
die  unendlich  ferne  Ebene  einander  entsprechen.  Im  Falle  des 
Hyperboloides  ist  also  die  Kegelfläche  Sk"^  dem  Asymptotenkegel 
parallel,  im  Falle  des  Paraboloides  ist  SP  ein  Durchmesser 
desselben. 

Wir  wollen  jetzt  die  zweite  Art  von  involutorischen  raum- 
lichen Systemen  untersuchen,  das  sogenannte  „geschaart- involu- 
torische*' System.  Je  zwei  einander  zugeordnete  ebene  Systeme 
a  und  oc]  desselben  haben  ihre  Schnittlinie  «,  nicht  aber  alle 
Punkte  derselben  entsprechend  gemein;  vielmehr  sind  die  Punkte 
von  8  paarweise  einander  zugeordnet,  also  involutorisch  gepaart 
Die  Verbindungslinien  homologer  Punkte  von  a  und  a^  sind  in 
dem  involutorischen  Systeme  sich  selbst  zugeordnet,  und  bilden 
(Seite  80)  ein  Strahlensystem  erster  Ordnung  und  erster  Classe. 
Da  durch  einen  beliebigen  Punkt  des  Raumes  allemal  ein  sich 
selbst  zugeordneter  Strahl  dieses  Strahlensystems  geht,  und  in 
jeder  Ebene  ein  solcher  Strahl  liegt,  so  ergiebt  sich: 
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^Ina  geschaart-involutorischen  System  sind  die  Verbindungs- 
^linien  zugeordneter  Punkte  und  die  Schnittlinien  zugeordneter 
^Ebenen  sich  selbst  zugeordnet  und  bilden  ein  Strahlensystem 
;,  erster  Ordnung  und  erster  Classe." 

Wir  wollen  diese  sich  selbst  zugeordneten  Geraden  die  ;,Leit- 
strahlen^  des  geschaart-involutorischen  Systems  nennen.  Jeder 
dieser  Leitstrahlen  ist  der  Träger  einer  involutorischen  Punkt- 
reihe und  eines  involutorischen  Ebenenbüschels,  deren  Elemente 
in  dem  involutorischen  Systeme  paarweise^  einander  zugeordnet 
sind.  Durch  die  Ordnungspunkte  der  involutorischen  Punktreihe 
gehen,  und  in  den  Ordnungsebenen  des  Ebenenbüschels  liegen  die 
beiden  zu  einander  windschiefen  Axen  «,  v  des  Leitstrahlen- 
Systems  (Seite  81).  Durch  diese  reellen  oder  imaginären  Axen 
M,  t?,  welche  die  ^Involutionsaxen^  des  geschaart-involutorischen 
Systems  genannt  werden,  sind  je  zwei  einander  zugeordnete  Punkte, 
Strahlen  oder  Ebenen  des  Systems  harmonisch  getrennt.  Auf  den 
beiden  Involutionsaxen  liegen  alle  sich  selbst  zugeordneten 
Punkte,  und  durch  sie  gehen  alle  sich  selbst  zugeordneten  Ebenen 
des  involutorischen  Systems ;  alle  Leitstrahlen  des  Systems  werden 
von  ihnen  geschnitten.  Wenn  zwei  Leitstrahlen  oder  zwei  ein- 
ander zugeordnete  Strahlen  a,  b  sich  schneiden,  so  liegt  ihr 
Schnittpunkt  ab  auf  einer  der  beiden  Involutionsaxen  und  ihre 
Ebene  ab  geht  durch  die  andere;  die  beiden  Axen  sind  in  diesem 
Falle  reell.  In  jeder  durch  eine  der  Axen  gehenden  reellen  Ebene 
ist  ein  involutorisches  System  enthalten,  dessen  Centrum  auf  der 
anderen  Axe  liegt  und  welches  dem  geschaart-involutorischen 
System  angehört;  ebenso  ist  jeder  auf  einer  der  Axen  liegende, 
reelle  Punkt  das  Gentrimi  eines  in  dem  System  enthaltenen  in- 
volutorischen Strahlenbündels,  dessen  Involutionsebene  durch  die 
andere  Axe  geht. 

Um  ein  geschaart-involutorisches  System  zu  bestimmen,  kann 
man  die  beiden  zu  einander  windschiefen  Involutionsaxen  u,  v 
willkürlich  annehmen.  Eine  Fläche  zweiter  Ordnung  i^,  in  Be- 
zug auf  welche  u  die  Polare  von  v  ist,  erscheint  als  involutorische 
Fläche  dieses  Systems,  indem  je  zwei  Punkte  derselben,  deren 
Verbindungslinie  die  Axen  u  und  v  schneidet,  durch  u  und  v 
harmonisch  getrennt  sind.  Ist  die  Fläche  F^  geradlinig,  so  sind 
auch  ihre  Geraden  in  dem  involutorischen  Systeme  paarweise 
einander  zugeordnet  und  durch  die  Axen  u^  v  harmonisch  getrennt; 
die  Strahlen  ihrer   beiden  Regeischaaren   sind  involutorisch   ge- 
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paart,  und  werden  von  einer  beliebig  durch  u  (oder  o)  gelegten 
Ebene  in  den  Punktenpaaren  einer  involutorischen  Gurve  IL  Ord- 
nung geschnitten,  deren  Involutionsäxe  jene  Axe  u  (resp.  v)  ist 
und  deren  Involutionscentrum  auf  der  anderen  Axe  i?  (resp.  u) 
liegt. 

Durch  ein  Strahlensystem  erster  Ordnung  und  erster  Glasse, 
dessen  Axen  entweder  imaginär  sind  oder  reell  und  von  einander 
verschieden,  ist  ein  geschaart-involutorisches  System  bestimmt 
(Seite  83),  dessen  Leitstrahlen  das  Strahlensystem  bilden.  Je 
zwei  einander  zugeordnete  Punkte  oder  Ebenen  dieses  involu- 
torischen Systems  sind  conjugirt  in  Bezug  auf  alle  in  dem 
Strahlensystem  enthaltenen  Regelflächen  zweiter  Ordnung.  Jede 
dieser  Regelfiächen  ist  in  dem  involutorischen  Systeme  sich  selbst 
zugeordnet;  und  zwar  besteht  die  eine  ihrer  ßegelschaaren  aus 
Leitstrahlen  des  Systems,  die  andere  dagegen  ist  eine  in  dem 
System  enthaltene  involutorische  Regelschaar. 

^  Durch  eine  involutorische  Regelschaar  aa^  .  bb^  .  cc^  ., . 

„ist  ein  geschaart-involutorisches  System  bestimmt,  in  welchem 

„die  involutorische  Regelschaar  enthalten  und  jeder  Leitstralil 

„derselben  sich  selbst  zugeordnet  ist^ 
Sind  nämlich  p,  9,  r  drei  beliebige  Leitstrahlen  der  Regelschaar. 
so  kann  man  zwei  räumliche  Systeme  coUinear  so  auf  einander 
beziehen,  dass  den  Geraden  a,  &,  aj,  p^  q,  r  des  einen  die  resp. 
Geraden  a|,  &],  a,  p,  9,  r  des  anderen  entsprechen  (Seite  26); 
diese  beiden  collinearen  Systeme  liegen  involutorisch,  weil  ihre 
Punkte,  und  Ebenen  paarweise,  wie  ap  imd  ajp,  einander  doppelt 
entsprechen,  und  sie  bilden  nicht  ein  perspectivisch-,  sondern  ein 
geschaart-involutorisches  System,  weil  die  einander  zugeordneten 
Strahlen  a,  a|  sich  nicht  schneiden.  Dem  Schnittpunkte  ^*  der 
Ebenen  ap,  bq,  er,  welcher  als  ein  beliebiger  Punkt  des  Raumes 
angesehen  werden  kann,  ist  der  Schnittpunkt  S|  der  Ebenen  n^p. 
6|  9,  C|  r  zugeordnet,  und  S  aS|  ist  der  durch  S  gehende  Leitstrahl 
des  involutorischen  Systems.  Die  reellen  oder  imaginären  Ord- 
nungsstrahlen der  involutorischen  Regelschaar  bilden  die  Axen 
dieses  Systems. 

Zwei  involutorische  Regeischaaren  a  a|  .  &  &|  .  c  C|  . . .  und 
/^Pi  .  79j  .  rr,  .  . .,  von  welchen  jede  die  Leitschaar  der  anderen 
ist,  bestimmen  ebenfalls  ein  geschaart-involutorisches  System,  in 
welchem  sie  enthalten  sind.  Man  erhält  dasselbe^  indem  man 
zwei  Räume  collinear  so  auf  einander  bezieht,  dass  den  Geraden 
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a,  aj,  bj  Pt  Pij  q  des  einen  die  resp.  Geraden  a|,  a,  &|,  pi,  p,  qi 
des  anderen  entsprechen.  Die  Punkte  oder  Ebenen  ap  und  a|pi 
nämlich  entsprechen  einander  in  doppelter  Weise;  dem  Schnitt- 
punkte der  Ebenen  ap,  bq,  er  ist  derjenige  der  Ebenen  a|Pj, 
6i^i,  C|i*,  zugeordnet,  u.  s.  w.  Hat  die  eine  der  beiden  Regel- 
schaaren  imaginäre,  die  andere  zwei  reeUe  Ordnungsstrahlen  m, 
n,  so  sind  die  Axen  des  involutorischen  Systems  imaginär;  denn 
kein  reeller  Punkt  und  keine  reelle  Ebene  der  Leitstrahlen  wi,  n 
ist  in  diesem  Falle  sich  selbst  zugeordnet 
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Strahleocomplexe,   welche  von  eollinearen  räumliehen  Systemen 

erzeugt  werden. 


Wenn  zwei  coUineare  räumliche  Systeme  2  und  2|  weder 
perspectivisch  liegen  noch  die  Strahlen  eines  Strahlensystems 
erster  Ordnung  und  erster  Classe  entsprechend  gemein  haben,  so 
erzeugen  sie  einen  ^Strahlencomplex*',  zu  welchem  wir  jede  Schnitt- 
linie von  zwei  homologen  Ebenen  a,  «j  der  Räume  rechnen.  Jeder 
Strahl  8  dieses  Complexes  liegt,  weim  wir  ihn  als  Element  von  2 
und  a  auffassen,  mit  dem  ihm  entsprechenden  Strahle  «|  von  2L| 
in  einer  Ebene  a|  und  unterscheidet  sich  dadurch  von  einem  be- 
liebigen Strahle  des  Raumes.  Rechnen  wir  den  Schnittpunkt  ssi 
der  beiden  homologen  Strahlen  zu  ü| ,  so  liegt  der  ihm  entsprechende 
Punkt  von  D  auf  dem  Strahle  «,  sodass  dieser  Gomplexstrahl 
auch  als  Verbindungslinie  homologer  Punkte  von  2  und  2|  sich 
darstellt.    Also : 

^Der  von  den  beiden  coUinearen  Räumen  2  und  2|  er- 
„  zeugte  Strahlencomplex  besteht  sowohl  aus  den  Schnittlinien 
„homologer  Ebenen,  als  auch  aus  den  Verbindungslinien  homo- 
^loger  Punkte  der  Räume,  ist  demnach  sich  selbst  reciprok; 
^er  besteht  ausserdem  aus  allen  Geraden,  welche  die  ihnen 
„entsprechenden  Geraden  schneiden.*' 
Zwei  homologe  Strahlenbündel  von  2  und  2|  erzeugen  mit 
einander    das   Sehnensystem    einer  Raumcurve    dritter   Ordnung, 
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paart,  und  werden  von  einer  beliebig  durch  u  (oder  o)  gelegten 
Ebene  in  den  Punktenpaaren  einer  involutorischen  Curve  IL  Ord- 
nung geschnitten,  deren  Involutionsaxe  jene  Axe  u  (resp.  c)  ist 
und  deren  Involutionscentrum  auf  der  anderen  Axe  v  (resp.  u) 
liegt. 

Durch  ein  Strahlensystem  erster  Ordnung  und  erster  Classe, 
dessen  Axen  entweder  imaginär  sind  oder  reell  und  von  einander 
verschieden,  ist  ein  geschaart-involutorisches  System  bestimmt 
(Seite  83),  dessen  Leitstrahlen  das  Strahlensystem  bilden.  Je 
zwei  einander  zugeordnete  Punkte  oder  Ebenen  dieses  involu- 
torischen Systems  sind  conjugirt  in  Bezug  auf  alle  in  dem 
Strahlensystem  enthaltenen  Regelflächen  zweiter  Ordnung.  Jede 
dieser  Regelfiächen  ist  in  dem  involutorischen  Systeme  sich  selbst 
zugeordnet;  und  zwar  besteht  die  eine  ihrer  Regeischaaren  aas 
Leitstrahlen  des  Systems,  die  andere  dagegen  ist  eine  in  dem 
System  enthaltene  iuvolutorische  Regelschaar. 

^Durch  eine  involutorische  Regelschaar  aai  ,  bbi  .  cci  . . . 

„ist  ein  geschaart-involutorisches  System  bestimmt,  in  welchem 

„die  involutorische  Regelschaar  enthalten  und  jeder  Leitstrahl 

„derselben  sich  selbst  zugeordnet  isf 
Sind  nämlich  p,  9,  r  drei  beliebige  Leitstrahlen  der  Regelschaar, 
so  kann  man  zwei  räumliche  Systeme  collinear  so  auf  einander 
beziehen,  dass  den  Geraden  a,  b,  a|,  p,  q,  r  des  einen  die  resp. 
Geraden  a|,  &|,  a,  p^  9,  r  des  anderen  entsprechen  (Seite  26); 
diese  beiden  collinearen  Systeme  liegen  involutorisch,  weil  ihre 
Punkte,  und  Ebenen  paarweise,  wie  ap  und  a|p,  einander  doppelt 
entsprechen,  und  sie  bilden  nicht  ein  perspectivisch-,  sondern  ein 
geschaart-involutorisches  System,  weil  die  einander  zugeordneten 
Strahlen  a,  a|  sich  nicht  schneiden.  Dem  Schnittpunkte  /S  der 
Ebenen  ap,  bq,  er,  welcher  als  ein  beliebiger  Punkt  des  Raumes 
angesehen  werden  kann,  ist  der  Schnittpunkt  /S|  der  Ebenen  n^p, 
6]  g,  C|  r  zugeordnet,  und  S  S^  ist  der  durch  S  gehende  Leitstrahl 
des  involutorischen  Systems.  Die  reellen  oder  imaginären  Ord- 
nungsstrahlen der  involutorischen  Regelschaar  bilden  die  Axen 
dieses  Systems. 

Zwei  involutorische  Regeischaaren  a  a|  .  &  &|  .  c  C|  . . .  und 
PPi  '  qqi  '  rvi  .  .  .,  von  welchen  jede  die  Leitschaar  der  anderen 
ist,  bestimmen  ebenfalls  ein  geschaart-involutorisches  System,  in 
welchem  sie  cuthalten  sind.  Man  erhält  dasselbe,  indem  man 
zwei  Räume  collinear  so  auf  einander  bezieht,  dass  den  Geraden 
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a,  «j,  6,  p,  Pi,  g  des  einen  die  resp.  Geraden  a|,  a,  6j,  p|,  p,  q^ 
des  anderen  entsprechen.  Die  Punkte  oder  Ebenen  ap  und  a^pi 
nämlich  entsprechen  einander  in  doppelter  Weise;  dem  Schnitt- 
punkte der  Ebenen  ap,  bq,  er  ist  derjenige  der  Ebenen  a|pj, 
*i?ii  ^i''i  zugeordnet,  u.  s.  w.  Hat  die  eine  der  beiden  Regel- 
schaaren  imaginäre,  die  andere  zwei  reelle  Ordnungsstrahlen  m, 
li,  so  sind  die  Axqu  des  involutorischen  Systems  imaginär;  denn 
kein  reeller  Punkt  und  keine  reelle  Ebene  der  Leitstrahlen  m,  n 
ist  in  diesem  Falle  sich  selbst  zugeordnet. 


Achtzehnter  Vortrag. 

Strahleoeoinplexe,   welche  vou  eoUiuearen  räiuilidien  Systemen 

erzengt  werden. 


Wenn  zwei  coUineare  räumliche  Systeme  2  und  2|  weder 
perspectivisch  liegen  noch  die  Strahlen  eines  Strahlensystems 
erster  Ordnung  und  erster  Classe  entsprechend  gemein  haben,  so 
erzeugen  sie  einen  ^Strahlencomplex",  zu  welchem  wir  jede  Schnitt- 
linie von  zwei  homologen  Ebenen  a,  oi  der  Räume  rechnen.  Jeder 
Strahl  8  dieses  Complexes  liegt,  wenn  wir  ihn  als  Element  von  2 
und  a  auffassen,  mit  dem  ihm  entsprechenden  Strahle  «|  von  1^ 
in  einer  Ebene  ai  und  unterscheidet  sich  dadurch  von  einem  be- 
liebigen  Strahle  des  Raumes.  Rechnen  wir  den  Schnittpunkt  ssi 
der  beiden  homologen  Strahlen  zu  2| ,  so  liegt  der  ihm  entsprechende 
Punkt  von  2  auf  dem  Strahle  s,  sodass  dieser  Complexstrahl 
auch  als  Verbindungslinie  homologer  Punkte  von  2  und  2|  sich 
darstellt.    Also : 

^Der  von  den  beiden  collinearen  Räumen  2  und  2|  er- 
;, zeugte  Strahlencomplex  besteht  sowohl  aus  den  Schnittlinien 
„homologer  Ebenen,  als  auch  aus  den  Verbindungslinien  homo- 
„  loger  Punkte  der  Räume,  ist  demnach  sich  selbst  reciprok; 
^er  besteht  ausserdem  aus  allen  Geraden,  welche  die  ihnen 
„entsprechenden  Geraden  schneiden.*' 
Zwei  homologe  Strahlenbündel  von  2  und  2|  erzeugen  mit 
einander    das   Sehnensystem    einer   Raumcurve    dritter   Ordnung, 
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welche  eine  „Ordnungscunre^  des  Strahlencomplexes  heissen  soll, 
weil  alle  ihre  Sehnen  dem  Complex  angehören.  Diese  Car?e  kann 
in  eine  Gerade  und  einen  Kegelschnitt  oder  in  drei  Gerade  zer- 
fallen, und  muss  zerfallen,  wenn  die  Räume  1  und  ^|  einen 
Ebenenbüschel  entsprechend  gemein  haben.  Alle  durch  die  Mittel- 
punkte aS,  Si  der  Bändel  gehenden  Sehnen  der  Raumcunre  liegen 
auf  zwei  Kegelflächen  zweiter  Ordnung.  —  Zwei  homologe  ebene 
Systeme  von  ^  und  Z|  erzeugen  ferner  das  zu  dem  Strahlen- 
complex  gehörige  Axensystem  eines  Ebenenbüschels  dritter  Ord- 
nung, welchen  wir  einen  ^Ordnungs-Ebenenbüschel*'  des  Complexes 
nennen  wollen;  und  alle  in  den  beiden  ebenen  Systemen  li^enden 
Axen  dieses  Ebenenbüschels  bilden  einen  Strahlenbüscbel  zweiter 
Ordnung.    Also : 


Alle  durch  einen  beliebigen 
Punkt  S  gehenden  Strahlen  des 
Complexes  bilden  eine  Kegel- 
fläche zweiter  Ordnung,  welche 


Alle  in  einer  beliebigen  Ebene 
liegenden  Strahlen  des  Com- 
plexes bilden  einen  Strahlen- 
büsühel  zweiter  Ordnung,  welcher 


jedoch  in  zwei  Büschel  erster  Ordnung  zerfallen  kann.  Wegen 
dieser  Haupteigenschaft  nennen  wir  den  Strahlencomplex  ^vom 
zweiten  Grade^,  oder  „quadratisch^;  die  in  ihm  enthaltenen  Kegel- 
flächen und  Strahlenbüschel  heissen  „Complexkegel^  imd  „Complex- 
strahlenbüschel''. 

Die  collinearen  Räume  1  und  2i  können  einzelne  oder  auch 
unendlich  viele  Punkte  und  Ebenen  entsprechend  gemein  haben: 
dieselben  sollen  „Hauptpunkte''  und  „Hauptebenen''  des  von  ^ 
und  S|  erzeugten  Strahlencomplexes  heissen.  f*ür  sie  erleiden 
die  eben  aufgestellten  Sätze  eine  Ausnahme;  denn  weil  jeder 
Strahl  eines  Hauptpunktes  oder  einer  Hauptebene,  von  dem  ihm 
entsprechenden  Strahle  geschnitten  wird,  so  ergiebt  sich: 

„Jeder  durch  einen  Hauptpunkt  gehende  oder  in  einer 
„Hauptebene  liegende  Strahl  gehört  zu  dem  Strahlencomplexe: 
„jeder  Complexkegel  imd  jede  Ordnungsciure  des  Complexes 
„geht  deshalb  durch  alle  Hauptpunkte,  jeder  Ordnungs-Ebenen- 
„büschel  geht  durch  alle  Hauptebenen  des  Complexes.*' 

Weil  die  collinearen  ebenen  Systeme  von  ]£  und  ^|,  welche 
in  einer  Hauptebene  aufeinander  liegen,  mindestens  einen  Punkt 
entsprechend  gemein  haben  (Seite  126),  so  muss  in  jeder  Haupt- 
ebene  mindestens  ein  Hauptpunkt  liegen  und  ebenso  durch  jeden 
Hauptpunkt  mindestens  eine  Hauptebene  gehen. 
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^Wenn  ein  Strahlenbüsehel  S  erster  Ordnung  mehr  als  zwei 
^Strahlen  des  Complexes  enthält,  so  besteht  er  aus  lauter 
^Complezstrahlen  und  sein  Mittelpunkt  liegt  in  einer  Haupt- 
^  ebene,  seine  Ebene  aber  geht  durch  einen  Hauptpunkt  des 
^Complexes.*' 
Wenn  nämlich  dem  Strahlenbüschel  S  von  1  der  Büschel  S^  von  S| 
entspricht,  so  müssen  in  dem  genannten  Falle  diese  beiden  Büschel 
entweder  concentrisch  oder  in  einer  Ebene  oder  perspectivisch 
liegen,  sodass  wirklich  jeder  Strahl  von  S  den*  entsprechenden 
Strahl  von  aS|  schneidet.  In  dem  ersten  Falle  ist  der  Mittelpunkt 
des  Büschels  ein  Hauptpunkt,  in  dem  zweiten  ist  seine  Ebene  eine 
Hauptebene;  der  letzte  Theil  des  Satzes  ist  also  nur  noch  für  den 
dritten  Fall  zu  beweisen,  in  welchem  die  Büschel  S  und  /S|  weder 
concentrisch  noch  in  einer  Ebene,  wohl  aber  perspectivisch  liegen. 
Nun  entspricht  aber  dem  Strahle  S  Si  von  ^  ein  durch  /S|  gehender 
Strahl  von  2|,  welcher  mit  SSi  in  einer  Hauptebene  liegt; 
denn  die  Verbindungs- Ebene  dieser  beiden  homologen  Strahlen 
enthält  noch  zwei  andere,  den  beiden  Büscheln  angehörige  homologe 
Strahlen,  sodass  in  ihr  zwei  Strahlen  von  2  und  zugleich  die 
entsprechenden  beiden  Strahlen  von  2!|  liegen.  Auf  ähnliche  Weise 
ergiebt  sich,  dass  die  Gerade  von  2!,  in  welcher  die  Ebenen  der 
beiden  perspectivischen  Büschel  sich  schneiden,  mit  der  ihr  ent- 
sprechenden Geraden  einen  Hauptpunkt  gemein  hat. 

Wir  nennen  jeden  Punkt,  dessen  Complexkegel  in  zwei  gewöhn- 
liche Strahlenbüschel  zerfällt,  einen  ^singulären^  Punkt,  und  jede 
Ebene,  deren  Complexstrahlenbüschel  aus  zwei  Strahlenbüscheln 
erster  Ordnung  besteht,  eine  ;,singuläre^  Ebene  des  Complexes; 
dann  folgt  aus  dem  Vorhergehenden  der  Satz: 

^Der  Ort  aller  singulären  Punkte  des  Complexes  wird  von 
^den  Hauptebenen,  und  der  Ort  aller  singulären  Ebenen  wird 
;,von  den  Hauptpunkten  gebildet^ 
Damit  nicht  alle  Complexkegel  und  alle  Complexstrahlenbüschel 
in  je  zwei  Strahlenbüschel  erster  Ordnung  zerfallen,  wollen  wir 
von  jetzt  an  voraussetzen,  dass  die  collinearen  Räume  I  und  1!| 
weder  einen  Ebenenbüschel  noch   eine  Punktreihe  entsprechend 
gemein  haben.    Alsdann  giebt  es  nur  einzelne,  und  zwar  höchstens 
vier  Hauptpunkte  und  Hauptebenen  des  Strahlencomplexes.    Wenn 
vier  reelle  Hauptpunkte  existiren,  so  bilden  dieselben  ein  Tetraeder, 
dessen  Flächen  die  vier  Hauptebenen  des  Complexes   sind.     Be- 
zieht man  zwei  Räume  coUinear  auf  einander,  sodass  sie  die  Eck- 
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punkte  A,  ß,  C,  D  eines  Tetreaders  entsprechend  gemein  haben 
und  dass  zwei  beliebige  Punkte  £,  Ey ,  die  ausserhalb  der  Tetraeder- 
flachen  und  mit  keiner  Tetraederkante  in  einer  Ebene  liegen,  ein- 
ander entsprechen,  so  erzeugen  die  beiden  Räume  einen  j^tetrae- 
dralen^  Strahlencomplex,  von  welchem  AB  CD  das  ^jHaupt- 
tetraeder"  und  SjBi  ein  beliebiger  Strahl  ist 

Sind  a,  a|  und  ß,  ß|  zwei  beliebige  Paare  homologer  Ebenen 
von  2Ü  und  ^] ,  deren  Schnittlinien  also  irgend  zwei  Complexstrahlen 
a  und  b  sind,  so  sind  a  ß  und  ai  ß|  die  Axen  von  zwei  homologen 
Ebenenbüscheln  der  coUinearen  Räume;  diese  Ebenenbiischel  aber 
erzeugen  eine  ;,in  dem  Strahlencomplex  enthaltene^  Regel-  oder 
Kegelfläche  zweiter  Ordnung,  welche  durch  a,  b  und  alle  Haupt- 
punkte geht.     Also: 

„Zwei  beliebige  CoiQplexstrahlen  a,  b  können  allemal  durch 
„eine  Fläche  zweiter  Ordnung  verbunden  werden,  welche  eine 
„Schaar  von  Complexstrahlen  sowie  alle  Hauptpunkte  enthält" 
Ebenso  geht  durch  a  und  b  eine  in  dem  Gomplexe  enthaltene 
Fläche  zweiter  Glasse,  welche  alle  Hauptebenen  berührt.  —  Jene 
durch  a,  b  und  alle  Hauptpunkte  gehende  Fläche  zweiter  Ord- 
nung kann  durch  zwei  projectivische  Ebenenbüschel  a,  b  erzeugt 
werden,  von  welchen  in  jedem  Hauptpunkte  zwei  homologe  Ebenen 
sich  schneiden.  Für  den  Fall  eines  reellen  Haupttetraeders  er- 
geben sich  somit  die  folgenden  Fundamental -Eigenschaften*)  des 
tetraedalen  Complexes:  « 


Die  Flächen  des  Hmtpäetrae- 
der»  wei'den  von  je  zwei  Strahlen 
des  Complexes  in  prajectiviscken 
Punktreihen  geschnitten. 


Die  Eckpunkte  des  Hauptte- 
traeders werden  aus  je  zwei 
Strahlen  des  Complexes  durch 
projectivische  Ebenenbüschel  pro- 
jicirt. 

Durch  diese  Sätze  erhält  die  Aufgabe  15  im  Anhange  der  »Sybte- 
mat  Entwickelung  . .  .^  eine  andere  Auflösung,  als  Jacob  Steiner 
erwartete. 

„Ein  tetraedraler  Complex  ist  völlig  bestimmt,  sobald  von 

„demselben  das  Haupttetraeder  AB  CD  und  ein  Strahl  »  ge- 

„geben  ist,  welcher  keine  Kante  des  Tetraeders  schneidet" 

Zunächst  nämlich  ist  der  Complexkegel  eines  jeden  auf  s  gelegenen 

Punktes  Ä  durch  seine  fünf  Strahlen  s,  8A,  Sßy  SC  und  6D 


*)  Dieselben   werden  zuerst   von  Herrn  H.  Müller  aus^et^pruchen  in  J*« 
Mathcmat.  Annalen",  Bd.  1. 
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bestimmt;  derselbe  zerfällt,  wenn  S  in  einer  Ilauptebene,  etwa  in 
BCD  liegt,  in  zwei  Strablenbüschel,  von  welcben  der  eine  in  BCD 
und  der  andere  in  der  Ebene  As  liegt  In  der  Tbat  enthält  der 
letztere  Büschel  drei  Strahlen  des  Complexes,  nämlich  SA^  a  und 
den  in  der  Hauptebene  B  CD  liegenden  Strahl,  und  besteht  folglich 
aus  lauter  Complexstrahlen.    Also: 

^AUe    Complexstrahlen,    welche    eine    Fläche    des   Haupt- 

^tetraeders  in  einem  beliebigen  Punkte  schneiden,  bilden  einen 

^Strablenbüschel,  dessen  Ebene  durch  den  gegenüberliegenden 

'  ^Hauptpunkt  geht     Zu  jeder  Geraden  a,  welche  durch  einen 

^Hauptpunkt  A  geht  und  in  einer  Hauptebene  AGD  liegt, 

^kann  folglich  eine  Gerade  b  construirt  werden,  welche  in  der 

„Hauptebene  BCD  liegt  und  durch  den  Hauptpunkt  B  geht, 

„sodass  jeder  die  Geraden  a  und  h  schneidende  Strahl  dem 

„Complex  angehört." 

Auf  Grund  dieser  Sätze,  wonach  in  dem  tetraedtalen  Gomplexe 

unendlich  viele  Strahlensysteme  erster  Ordnung  und  erster  Classe 

enthalten  sind,  kann  man  von  s  ausgehend  alle  übrigen  Sti-ahlen 

des  Complexes  linear  construiren;  und  da  schon  früher  (Seite  138) 

geä:eigt  worden  ist,   dass   ein  Complex   mit  dem  Haupttetraeder 

ABCD  und  dem  Strahle  s  existirt,   so   ergiebt  sich  nunmehr, 

dass  derselbe  völlig  bestimmt  ist.  —  Beiläufig  ergiebt  sich  noch: 


Alle  Complexkegel,  deren 
Mittelpunkte  mit  einem  Haupt- 
punkte A  in  einer  Geraden  liegen, 
haben  mit  der  gegenüberliegen- 
den Hauptebene  B  CD  einen  und 
denselben  Kegelschnitt  gemein. 


Alle  Complexstrahlenbüschel, 
deren  Ebenen  sich  auf  einer 
Hauptebene  schneiden,  werden 
aus  dem  gegenüberliegenden 
Hauptpunkte '  durch  einen  und 
denselben  Ebenenbüschel  IL  Ord- 
nung projicirt 

Für  jeden  durch  zwei  coUineare  Räume  £  und  2]  erzeugten 
Strahlencomplex  gilt  der  Satz: 

„Drei  beliebige  Complexstrahlen  a,  6,  c,  die  nicht  auf  einer 
„in  dem  Complexe  enthaltenen  Regel-  oder  Kegelfläche  liegen, 
„bestimmen  eine  Ordnungscurve  des  Complexes,  von  welcher 
„sie  Sehnen,  und  einen  Ordnungs-Ebenenbüschel,  von  welchem 
„sie  Axen  sind." 
Nämlich  die  drei  Paare  homologer  Ebenen  von  2  und  2i,  welche 
in  a,  h  und  c  sich  schneiden,  gehören  zu  zwei  bestimmten  homo- 
logen   Strahlenbündeln  von   Y.   und   2i,   und   diese   erzeugen   die 
durch  «,  6,  c  bestimmte  Ordnungscurve  und  deren  Sehnensystem. 
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Wenn  zwei  von  den  Strahlen  a,  6,  c  sich  schneiden,  so  geht  die 
Ordnungscurve  durch  den  Schnittpunkt  P;  und  da  alle  durch  P 
gehenden  Complexstrahlen  durch  zwei  homologe  Ebenenbüschel 
von  2  und  2i  erzeugt  werden,  so  ergiebt  sich: 

^  Durch    einen   Gomplexstrahl    a  und  einen   ausserhalb  a 
fliegenden   Punkt   P  ist  eine   Ordnungscurve  des  Complexes 
^bestimmt,  welche  durch  P  geht  und  a  zur  Sehne  hat    Durch 
„]e  zwei  Punkte  P,  P|  eines  Complexstrahles  a  geht  allemal 
;,eine  bestimmte  Ordnungscurve.* 
Freilich  dürfen  die  Punkte  P,  P|  keine  Hauptpunkte  sein.  —  Die 
unendlich  vielen  Ordnungscurven,  welche  dem  letzten  Satze  zufolge 
auf  einem  beliebigen  Complexkegel  P  liegen,  können  paarweise 
ausser  dem  Mittelpunkte  des  Kegels  nicht  mehr  als  vier  Punkte 
gemein  haben,  weil  sie  sonst  zusammenfallen  würden  (Seite  93); 
daraus  folgt  wiederum,  dass  der  Complex  höchstens  vier  Haupt- 
punkte hat.     Zugleich  aber  ergeben  sich  verschiedene  Arten  von 
Complexen,  jenachdem  die  vier  Punkte  reell  oder  paarweise  imagi- 
när sind,  oder  zu  zweien  oder  dreien  oder  endlich  alle  vier  zu- 
sammenfallen. 

;,Wenn   zwei  Complexkegel   oder  überhaupt  zwei  in   dem 
;,  Complex  entiialtene  Flächen  zweiter  Ordnung  sich  in  einem 
;,Complexstrahle    a    und    einer   Raumcurve    dritter    Ordnung 
„schneiden,  so  ist  letztere  eine  Ordnungscurve  des  Complexes.' 
Denn  diese  Raumcurve  fällt  zusammen  mit  derjenigen  Ordnungs- 
curve, welche  durch  a  und  zwei  andere  auf  den  beiden  Flächen 
liegenden  Complexstrahlen  6,  c  bestimmt  ist. 

Zwei  beliebige  Ordnungscurven  k^  und  l^  werden  durch  zwei 
Paar  homologe  Strahlenbündel  K,  K^  und  £,  £,  von  1  und  l'| 
erzeugt;  sie  haben  deshalb  jede  Sehne  mit  einander  gemein,  in 
welcher  zwei  einander  entsprechende  Ebenen  der  Büschel  KL  und 
ÄTi  Li  sich  schneiden.  Da  diese  beiden  homologen  Büschel  von 
ü  und  li  projectivisch  sind,  so  liegen  die  beiden  Ordnungscurven 
auf  einer  in  dem  Complexe  enthaltenen  Hache  zweiter  Ordnung« 
und: 


Die  gemeinschaftlichen  Sehnen 
von  zwei   beliebigen   Ordnungs- 


Die  gemeinschaftlichen  Axen 
von  zwei  beliebigen   Ordnung»* 


curven    des    Complexes    bilden  ,  Ebenenbüscheln  des   Complexe> 

eine     Regelschaar     oder     eine  |  bilden    eine    Regelschaar    oder 

Kegelflächc  zweiter  Ordnung.       j  einen    Strahlenbüschel    zweiter 

,  Ordnung. 


tf 
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Der  Strahlencomplex  ist  völlig  bestimmt,  wenn  von  ihm  irgend 
zwei  Ordnungscurven  k^  und  V^  gegeben  sind.  Verbindet  man 
nämlich  k^  und  l^  mit  irgend  einer  ihrer  gemeinschaftlichen 
Sehnen  s  durch  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung,  was  auf  unendlich 
viele  Arten  möglich  ist,  so  schneiden  sich  diese,  weil  sie  in  dem 
Complexe  enthalten  sind,  im  Allgemeinen  in  a  und  einer  von  /c^ 
und  P  verschiedenen  Ordnungscurve.  Alle  so  bestimmten  Ord- 
nungscurven nun  haben  mit  einer  beliebigen  Ebene  mindestens  je 
eine  Sehne  gemein,  welche  zu  dem  Complexstrahlenbüschel  der 
Ebene  gehört;  und  da  dieser  ein  Strahlenbüschel  zweiter  Ordnung 
ist,  80  wird  er  durch  fünf  seiner  Strahlen  bestimmt.  Durch  k^ 
und  P  sind  also  alle  in  einer  beliebigen  Ebene  liegenden  und 
folglich  überhaupt  alle  Gomplexstrahlen  bestimmt. 

Wir  können  nunmehr  den  folgenden  Satz  aufstellen,  dessen 
Beweis  für  den  Fall  eines  reellen  Haupttetraeders  schon  vorhin 
(Seite  138)  geführt  worden  ist: 

Sollen  zwei  räumliche  Systeme  coUinear  auf  einander  bezogen 
werden^  so  dass  sie  einen  gegebenen  Strahlencomplex  erzeugen^  so 
kann  man  irgend  zwei  Punkte  P  und  P],  die  auf  einem  beliebigen 
Complexstrahle  liegen,  oder  irgend  zwei  Ebenen,  die  sich  in  einem 
Complexstrahle  schneiden^  oder  endlich  irgend  zwei  in  einer  Ebene 
liegende    Gomplexstrahlen   als  entsprechende   einander   zuweisen. 
Dadurch  ist  aber  zu  jedem  Elemente  des  einen  räumlichen  Systems 
das  entsprechende  Element  des  anderen  völlig  bestimmt. 
Die  Punkte  P  und  P|,  die  in  den  räumlichen  Systemen  1  und  2!| 
einander    entsprechen    sollen,    sind    die    Mittelpunkte    von    zwei 
Strahlenbündeln,  deren  collineare  Verwandtschaft  durch  den  ge- 
gebenen Strahlencomplex  festgestellt  wird.    Nämlich  jeder  Complex- 
strahl  von   P  liegt  mit  dem   entsprechenden  des  Bündels  P|   in 
einer  Ebene ;  und  die  Gomplexkegel  P  und  P| ,  welche  den  Strahl 
PPi  und  also  noch  eine  durch  P  und  Pj  gehende  Raumcurve  k^ 
dritter  Ordnung  mit  einander  gemein  haben,  sind  also  in  der  Weise 
projectivisch   auf  einander  zu  beziehen,    dass  je  zwei   homologe 
Strahlen    derselben    sich    auf   der   Ordnungscurve   k^    schneiden. 
Dadurch  sind  zugleich  die  Strahlenbündel  P  und  P,  collinear  auf 
einander  bezogen,  so  dass  je  zwei  homologe  Ebenen  derselben  eine 
Sehne  von  k^  mit  einander  gemein  haben. 

Sei  nun  l^  irgend  eine  von  k^  verschiedene  Ordnungscurve 
des  Strahlencomplexes,  und  seien  Q  und  Q|  die  noch  unbekannten 
Mittelpunkte  der  collinearen  Strahlenbündel  von  2  und  ili,  durch 
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welche  die  sämmtlicheii  Sehnen  der  Raumcurve  P  dritter  Ord- 
nung erzeugt  werden.  Die  gemeinschaftliehen  Sehnen  von  k^ 
und  Z^  bilden  entweder  eine  Regelschaar  oder  eine  Kegelfläcbe 
II.  Ordnung,  und  werden  folglich  aus  P  und  P|  durch  zwei  Ebenen- 
büschel projicirt.  Die  Axen  dieser  Ebenenbüschel  sind  entweder 
Leitstrahlen  der  Regelschaar  oder  Strahlen  der  Kegelfläche,  und 
haben  nur  je  einen  (von  der  Spitze  der  Kegelfläche  verschiedenen) 
Punkt  mit  der  Curve  l^  gemein  (Seite  90).  Wir  müssen  diese 
Punkte  als  Mittelpunkte  der  gesuchten  Strahlenbündel  Q  und  Q| 
annehmen,  so  dass  PQ  und  PiQi  die  Axen  jener  Ebenenbüschel 
sind.  Beziehen  wir  nämlich  die  beiden  Strahlenbündel,  welche 
diese  beiden  Punkte  Q  und  Q|  zu  Mittelpunkten  haben,  collinear 
so  auf  einander,  dass  je  zwei  homologe  Ebenen  derselben  sich  in 
einer  Sehne  der  Ordnungscurre  l^  schneiden,  so  entspricht  dem 
gemeinschaftlichen  Ebenenbüschel  PQ  der  Bündel  P  und  Q  der 
gemeinschaftliche  Ebenenbüschel  P}  Q|  der  Bündel  P|  und  Q| : 
und  dieses  ist  nothwendig  und  hinreichend,  damit  durch  die  Bündel 
P  und  Q  von  1  und  die  ihnen  coUinearen  Bündel  P|  und  Q^ 
von  S|  auch  die  räumlichen  Systeme  2!  und  Z|  collinear  auf  ein- 
ander bezogen  werden  (vergl.  Seite  21).  Der  von  2  und  2|  er- 
zeugte Strahlencomplex  ist,  wie  verlangt  wird,  identisch  mit  dem 
gegebenen,  weil  es  mit  letzterem  alle  Sehnen  der  Ordnongs- 
curven  k^  und  P  gemein  hat. 

Beiläufig  ergiebt  sich  aus  diesem  Beweise: 

^Zwei  beliebige  Raumcurven  dritter  Ordnung  k^  und  P,  deren 
^gemeinschaftliche  Sehnen  eine  Regelschaar  oder  eine  Krei- 
sfläche II.  Ordnung  bilden,  können  stets  als  Ordnungscanren 
^  eines  durch  sie  bestimmten  Strahlencomplexes  betrachtet 
^werden." 

Werden  nicht  zwei  Punkte  P  und  P|  eines  Complexstraldes. 
sondern  irgend  zwei  sich  schneidende  Complexstrahlen  s  und  «|. 
oder  auch  irgend  zwei  Ebenen  ir  und  ir|  eines  Gomplexstrahles 
als  homologe  Elemente  der  coUinearen  Systeme  1  und  1^  an- 
genommen, so  können  wir  diese  Fälle  sofort  auf  den  zuerst  be- 
trachteten zurückführen.  Nämlich  jedem  Punkte  P  von  «  ent- 
spricht derjenige  Punkt  Pj  von  »|,  welcher  mit  P  durch  einen 
dritten  Complexstrahl  der  Ebene  «S|  verbunden  wird;  und  weil 
der  in  j?«|  liegende  Complexstrahlenbüschel  als  Theil  des  Com- 
plexcs  gegeben  ist,  so  kann  zu  P  der  entsprechende  Punkt  l\ 
sofort  gefunden  werden.    Ebenso  kann  zu  jedem  Complexstrahle  » 
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der  Ebene  ir  der  entsprechende  8|  von  ni  leicht  gefunden  werden, 
da  beide  sich  auf  der  Geraden  ir  tti  schneiden  müssen ;  dem  Schnitt- 
punkte P  von  zwei  Complexstrahlen  der  Ebene  tt  entspricht  aber 
der  Schnittpunkt  P|  der  homologen  Complexstrahlen  von  itj.  Da 
je  zwei  die  Ebenen  tu  und  ir|  enthaltende  Bündel  der  coUinearen 
Räume  eine  durch  ihre  Mittelpunkte  P,  Px  gehende  Ordnungs- 
curve  erzeugen,  von  welcher  iriU]  eine  Sehne  ist,  so  ergiebt  sich 
beiläufig : 

^Zwei  durch  einen  Complexstrahl  a  gehende  Ebenen  werden 

^von  denjenigen  Ordnungscurven,  welche  a  zur  Sehne  haben, 

„in  coUinearen  Punktsystemen  geschnitten.^ 
Gonstruiren  wir  zu  einem  räumlichen  Systeme  2!  alle  mög- 
lichen coUinearen  Systeme,  welche  mit  S  einen  gegebenen  Strahlen- 
complex  erzeugen,  so  liegen  die  sämmtlichen  Punkte,  welche  einem 
gegebenen  Punkte  P  von  2  entsprechen,  auf  dem  Complexkegel 
von  P,  weil  jeder  derselben  mit  P  durch  einen  Complexstrahl  ver- 
bunden vrird;  die  sämmtlichen  Ebenen,  welche  einer  gegebenen  77 
von  2  entsprechen,  gehen  durch  die  Complexstrahlen  d^  Ebene  77; 
von  den  Complexstrahlen,  welche  einem  gegebenen  Complexstrahle  s 
von  2!  entsprechen  und  also  denselben  schneiden,  bilden  alle  die- 
jenigen, welche  durch  einen  beliebigen  Punkt  von  s  gehen,  eine 
Kegelfläche  IL  Ordnung,  und  diejenigen,  welche  in  einer  beliebigen 
Ebene  von  s  liegen,  einen  Strahlenbüschel  II.  Ordnung. 

Je  zwei  dieser  zu  2  coUinearen  räumlichen  Systeme  sind  auch 
zu  einander  colUnear;  sie  erzeugen  jedoch  nur  in  besonderen 
Fällen  denselben  Strahlencomplex  mit  einander,  welchen  jedes  von 
ihnen  mit  2  erzeugt.  Sollen  nämlich  je  zwei  der  coUinearen 
Systeme  ]S,  2]|  und  1^2  ^^^  gegebenen  Strahlencomplex  erzeugen, 
und  sind  P,  Pj,  P2  drei  homologe  Punkte,  71,  ttj,  -k^,  ^^^^  homo- 
loge Ebenen,  und  «,  8|,  ^2  ^^i  homologe  Complexstrahlen  von 
resp.  2,  S|  und  2I2,  so  muss  Folgendes  eintreten:  Die  homologen 
Punkte  P,  P|,  P2  liegen  entweder  auf  einem  und  demselben 
Complexstrahle  oder  auf  einer  und  derselben  Ordnungscurve,  weil 
die  Complexkegel  P  und  Pj  die  resp.  Complexstrahlen  PP^  und 
P|  P2  enthalten,  also  beide  durch  P2  gehen,  und  ausserdem  den 
Strahl  PPi  mit  einander  gemein  haben;  ebenso  liegen  die  homo- 
logen Ebenen  ir,  77|,  iz^  entweder  in  einem  und  demselben  Ord- 
nungs-Ebenenbüschel,  weil  jede  ihrer  drei  Schnittlinien  ein  Com- 
plexstrahl ist,  oder  sie  schneiden  sich  in  einem  und  demselben  Com- 
plexstrahle; endlich  müssen  die  homologen  Complexstrahlen  »,  ^i,  «29 


^v 
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weil  jeder  von  ihnen  die  beiden  anderen  schneidet,  entweder  in 
einer  und  derselben  Ebene  liegen  und  zwar  in  dem  Complex- 
strahlenbüschel  dieser  Ebene,  oder  sie  müssen  durch  einen  und 
denselben  Punkt  gehen  .und  folglich  einem  Complezkegel  an- 
gehören. Wenn  die  homologen  Ebenen  ir,  7i|,  ir2  durch  einen 
Complexstrahl  a  gehen,  so  liegen  je  drei  homologe  Punkte  P,  P|,  1\ 
derselben  auf  einer  Ordnungscurve  ä:^,  welche  a  zur  Sehne  hat 
und  je  drei  durch  resp.  P,  P],  P2  gehende  homologe  Ebenen  Yon 
2),  ^1  und  2)2  schneiden  sich  in  einer  Sehne  von  k^\  je  drei  ein- 
ander entsprechende  Complexstrahlen  dieser  Ebenen  aber  gehen, 
weil  sie  sich  schneiden  müssen,  durch  einen  und  denselben  Punkt 
der  Sehne.     Also: 

Werden  zu  einem  räumlichen  Systeme  Z  alle  diefenigen  eoUi- 
nearen  Systeme  construirt^  welche  nicht  blos  mit  ^,  sondern 
auch  jKiarweise  mit  einander  einen  gegebenen  Strahlencomplex 
erzeugen,  so  findet  einer  der  folgenden  beiden  Fälle  Statt: 

1)  Entweder  bildet  jede  Ebene  von  X  mit  allen  ihr  entsprechen- 
den  Ebenen  einen  Büschel  /.  Ordnung,  dessen  Axe  ein  Com- 
plexstrahl ist,  und  jeder  Pmüct  von  S  bildet  mit  seinen 
homologen  Punkten  eine  Ordnungscwve,.  sowie  jeder  Complex- 
strahl mit  seinen  homologen  einen  Complexkegd; 

2)  Oder  jede  Ebene  von  ^  bildet  mit  den  ihr  entsprechenden 
Ebenen  eiiven  Ordnungs-  Ebenenbüschel^  jeder  Punkt  von  1 
liegt. mit  allen  seinen  homologen  Punkten  auf  einetn  Complex- 
strahle,  und^  jeder  Complexstrahl  von  2  bildet  mit  seinen 
homologen  Strahlen  einen  ComplexstrahlenbüsclteL 


Neunzehnter  Vortrag. 

BOsehel  von  Flächen  zweiter  Ordnimg.    Raineinrei  wU  Bcwi- 

bflsehel  vierter  Ordning. 

Werden  zwei  coUineare  räumliche  Systeme  2  und  2|  reciprok 
auf  ein  drittes  2'  bezogen,  so  ist  dadurch  der  von  ^  and  ^|  er- 
zeugte Strahlencomplex  projectivisch  auf  ^'  bezogen^  und  iwar 
auf  zweifache  Art     Nämlich  jedem  Punkte  von  ^'  entspredien 
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zwei  homologe  Ebenen  von  1  und  2!|  und  damit  zugleich  der 
Complexstrahl,  in  welchem  sie  sich  schneiden;  und  wenn  ein 
Punkt  irgend  eine  Gerade  g'  oder  Ebene  a'  in  2'  durchläuft,  so 
beschreibt  der  ihm  entsprechende  Complexstrahl  eine  zu  g'  pro- 
jectivische  Regelschaar  oder  Kegelfläche  resp.  das  zu  a'  projec- 
tivische  Sehnensystem  einer  Ordnungscurve  des  Complexes.  Ander- 
seits entsprechen  jeder  Ebene  von  2'  zwei  homologe  Punkte  von 
2  und  2i  imd  der  sie  verbindende  Complexstrahl;  und  wenn  die 
Ebene  sich  um  einen  auf  ihr  liegenden  Punkt  A'  dreht,  so  be- 
schreibt dieser  Strahl  das  zum  Bündel  A'  projectivische  Axen- 
aystem  eines  Ordnungs- Ebenenbüschels  des  Complexes.  Jedem 
Complexstrahle  von  2  und  2i  entsprechen  in  2'  zwei  sich  schnei- 
dende Stralilen  sowie  deren  Schnittpunkt  und  deren  Verbindungs- 
Ebene.  Der  von  2  und  2i  erzeugte  Strahlencomplex  ist,  wie  man 
zu  sagen  pflegt,  sowohl  auf  das  Punktsystem  2'  als  auch  auf  das 
räumliche  Ebenensystem  2'  projectivisch  ^abgebildet''. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  die  zu  2'  reciproken  räumlichen 
Systeme  2  und  2|  liegen  involutorisch  zu  2'  und  bilden  mit  2' 
zwei  gewöhnliche  räumliche  Polarsysteme.  Als  Ordnungsflächen 
der  letzteren  können  wir  zwei  beliebige  Flächen  zweiter  Ordnung, 
die  weder  Kegelflächen  sind,  noch  in  Ebenen  zerfallen,  willkürlich 
annehmen.  Die  Sätze  des  letzten  Vortrages  werden  dadurch  an- 
wendbar auf  die  Flächen  zweiter  Ordnung  und  gewinnen  an  An- 
schaulichkeit und  Bedeutsamkeit.     Zunächst  ergiebt  sich: 

^Zwei  räumliche  Polarsysteme  bestimmen  im  Allgemeinen 

^ einen  Strahlencomplex  zweiten  Grades;  derselbe  enthält  jede 

^Gerade,  deren  zwei  Polaren  sich  schneiden.     Jedem  Punkte 

^ist  ein  ihm  zweifach   conjugirter  Complexstrahl  zugeordnet, 

^nämlich  die  Schnittlinie  seiner  beiden  Polar-Ebenen;  ebenso 

;,entspricht  jeder  Ebene  ein  ihr  zweifach  conjugirter  Complex- 

^strahl,  nämlich  die  Verbindungslinie  ihrer  beiden  Pole.'' 

Einem  Complexstrahle  g'  ist  hiernach  in  beiden  Polarsystemen 

sowohl  eine  Ebene  y  als  auch  ein  Punkt  G  conjugirt;  durch  G 

gehen  und  in  y  liegen  die  beiden  Polaren  g  und  gi  von  g\    Suchen 

wir  von  g  die  beiden  Polaren,  so  fällt  die  eine  mit  g'  zusammen, 

die  andere  liegt  mit  g'  in   der  "einen  Polar- Ebene   von   G  und 

schneidet  g*  in  dem  einen  Pole  von  y.     Also: 

„Der  Strahlencomplex  ist  in  jedem  der  beiden  Polarsysteme 
„sich  selbst  zugeordnet,  indem  die  Polaren  jedes  Complex- 
^strahles  wiederum  Complexstrahlen  sind.*' 

Reye,  Geometrie  der  LAge.    H.    2.  Anfl.  \Q 
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In  jedem  Hauptpunkte  des  Strahlencomplexes  yereinigen  sich 
die  beiden  Pole  einer  Ebene,  und  letztere  ist  eine  Hauptebene 
des  Complexes,  weil  in  ihr  die  beiden  Polar- Ebenen  des  Haupt- 
punktes zusammenfallen.     Also: 

^  Jedem  Hauptpunkte  des  Complexes  ist  in  beiden  Polar- 
^ Systemen  eine  bestimmte  Hauptebene  als  Polare  zugeordnet'* 
Wir  schliessen  nun  wie  im  letzten  Vortrage  den  speciellen  Fall 
aus,  in  welchem  der  Strahl encomplex  unendlich  viele  Hauptpunkte» 
und  Hauptebenen  hat.  Der  Complex  hat  dann  höchstens  rier 
reelle  Hauptpunkte  und  vier  Hauptebenen,  und  das  von  denselben 
gebildete  Haupttetraeder  ist  ein  gemeinschaftliches  Poltetraeder 
der  beiden  Polarsysteme,  indem  jeder  Eckpunkt  von  der  ihm 
gegenüberliegenden  Fläche  der  Pol  ist.  Die  soeben  gemachte 
Annahme,  dass  nur  einzelne  Hauptpunkte  und  Hauptebenen  vor- 
handen sein  sollen,  lässt  sich  deshalb  auch  so  ausdrücken: 

;,Die  beiden  Polarsysteme  sollen  höchstens  ein  gemein- 
;,schaftliches  Poltetraeder  ABCD  haben,  sodass  von  keinem 
;, fünften  Punkte  die  Polar-Ebenen  zusammenfallen.^ 
Ist  dieses  Haupttetraeder  reell,  so  werden  seine  Eckpunkte  aus 
je  zwei  Complexstrahlen  durch  projectivische  Ebenenbüschel  pn>- 
jicirt,  und  seine  Flächen  werden  von  je  zwei  Complexstrahlen  in 
projectivischen  Punktreihen  geschnitten  (Seite  138). 

Den  Ebenen  eines  beliebigen 
Punktes  sind  in  den  beiden 
Polarsvstemen  die  Axen  eines 
Ordnungs  -  Ebenenbüschels  des 
Complexes  conjugirt  Umgekehrt 
sind  den  Axen  und  Ebenen  eines 
beliebigen  Ordnungs  -  Ebenen- 
büschels die  Ebenen  und  Com- 
plexstrahlen eines  Punktes  zwei- 
fach conjugirt. 


Den  Punkten  einer  beliebigen 
Ebene  x  sind  in  den  beiden 
Polarsystemen  die  Sehnen  einer 
Ordnungscurve  k^  des  Complexes 
conjugirt,  welche  durch  alle 
Hauptpunkte  geht.  Umgekehrt 
sind  den  Sehnen  und  Punkten 
einer  beliebigen  Ordnungscurve 
die  Punkte  und  Complexstrahlen 
einer  Ebene  zweifach  conjugirt. 

Wenn  nämlich  ein  Punkt  die  Ebene  x  durchläuft,  so  beschreiben 
seine  beiden  Polar- Ebenen  zwei  collineare  StrahlenbündeK  und 
diese  erzeugen  die  Ordnungscurve  k^  und  ihr  Sehnensystem.  Ist 
umgekelirt  k^  gegeben,  so  bestimme  man  zu  drei  beliebigen  Sehnen 
a,  6,  c  von  k^  die  ihnen  zweifach  conjugirten  Punkte  und  ver- 
binde letztere  durch  eine  Ebene;  den  Punkten  dieser  Ebene  sind 
dann  die  Sehnen  einer  Ordnungscurve  conjugirt,  welche  mit  *'  die 
SelnuMi  a,  6,  r  gemein  hat  und  folglich  mit  k^  identisch  ist  (Seite  131^ 
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Der  Strahlencomplex  wird  erzeugt  durch  zwei  coUineare  räum- 
liche Systeme  2  und  2i,  welche  zu  einem  dritten  2'  reciprok  sind 
und  involutorisch  liegen,  sodass  sie  mit  2'  die  beiden  Polarsysterae 
bilden.  Construiren  wir  jetzt  ein  viertes  räumliches  System  22, 
welches  zu  2  und  2i  coUinear  ist  und  mit  jedem  dieser  Systeme 
den  gegebenen  Complex  erzeugt,  so  müssen  (Seite  144)  entweder  je 
drei  homologe  Ebenen  von  2,  Sj  und  ^2  i^  einem  und  demselben 
Complexstrahle  sich  schneiden,  oder  je  drei  homologe  Punkte  der- 
selben auf  einem  und  demselben  Complexstrahle  liegen.  In  beiden 
Fällen  lässt  sich  beweisen,  dass  auch  ^2  zu  dem  ihm  reciproken 
Systeme  2'  involutorische  Lage  hat  und  mit  letzterem  ein  Polar- 
system bildet;  und  zwar  leuchtet  dieses  von  selbst  ein,  wenn  der 
Complex  ein  reelles  Haupttetraeder  besitzt,  indem  dieses  auch  von 
dem  letzteren  Polarsystem  ein  Poltetraeder  bildet. 

Im  ersteren  der  genannten  Fälle  entsprechen  jedem  Punkte  P  von 
S'  drei  Ebenen  tt,  tci  und  tz2  in  resp.  2,  2i  und  22,  welche  sich  in 
einem  und  demselben  Complexstrahle  schneiden ;  und  jedem  Punkte 
R  des  letzteren  entsprechen  drei  Ebenen  p,  p|  und  p2,  welche  sich 
in  einem  durch  P  gehenden  Complexstrahle  schneiden  müssen,  weil 
P  und  R  in  den  gegebenen  beiden  Polarsystemen  conjugirt  sind. 
Da  also  auch  in  22  jedem  der  Punkte  P  und  R  von  2'  eine  durch 
den  anderen  gehende  Ebene  entspricht,  so  liegt  die  Punktreihe 
PR  von  2'  involutorisch  zu  dem  ihr  entsprechenden  Ebenen- 
büschel ir2P2  von  22-  Ist.  in  2'  ein  ebenes  System  e  gegeben, 
und  entspricht  demselben  in  22  ein  Strahlenbündel  £5,  dessen 
Mittelpunkt  nicht  in  e  liegt,  so  können  auf  diese  Weise  in  e  un- 
endlich viele  Punktreihen  angegeben  werden,  welche  zu  den  ent- 
sprechenden Ebenenbüscheln  von  £2  involutorische  Lage  haben; 
woraus  folgt  (Seite  61),  dass  s  und  Eo  involutorisch  liegen.  Und 
weil  dieses  für  jedes  solche  ebene  System  von  2'  und  den  ent- 
sprechenden Strahlenbündel  von  22  gilt,  so  haben  auch  2'  und 
22  involutorische  Lage,  wie  behauptet  wurde.  —  Für  den  zweiten 
der  beiden  genannten  Fälle,  welcher  aus  dem  ersteren  auch 
mittelst  des  Gesetzes  der  Reciprocität  sich  ergiebt,  kann  der 
directe  Beweis  auf  analoge  Weise  geführt  werden. 

Mit  Berücksichtigung  der  letzten  Sätze  des  achtzehnten  Vor- 
trages (Seite  144)  ergiebt  sich  hieraus  Folgendes: 

Werden  zu  zwei  gegebenen  räumlichen  Polarsystemen  alle 
diejenigen  Polarsystems  construirt^  von  denen  »jedes  mit  einem 
der  übrigen  oder  der  gegebenen  denselben  Strahlencomplex ^  toie 

10* 
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die  beideri  gegebenen  bestimmt,  so  tritt  einer  der  folgenden  beiden 
Fälle  ein: 

1)  Entweder  schneiden  sich  die  Polar -Ebenen  jedes  beliehigei^ 
Punktes  in  einem  und  demselben  Complexstrahle  ^   die  PoU 

jeder  beliebigen  Ebene  liegen  im  Allgemeinen  auf  einer 
Raumcurve  dritter  Ordnung^  deren  Sehnensystem  dem  Com- 
plexe  angehört^  und  die  Polaren  jedes  Complexstrahles  bilden 
einen  Complexkegel  IL  Ordnung; 

2)  Oder  die  Polar- Ebenen  jedes  Punktes  bilden  im  Allgemeinen 
eitlen  Ebenenbüschel  dritter  Ordnung^  dessen  Axensystem  dein 
Complexe  angehört,  die  Pole  jeder  Ebene  liegen  auf  einem 
und  demselben  Complexstrahle ,  und  die  Polaren  jed^ 
Complexstrahles  bilden  einen  Strahlenbiischel  IL  Ordnung 
des  Complexes. 

Die  Gesammtheit  aller  Ordnungsflächen  der  Polarsystemc 
nennen  wir  im  ersteren  Falle  einen  Büschel  von  Flächen  zweiter 
Ordnung  F^  oder  kürzer  einen  ,ii'^2. Büschel",  und  im  letzteren 
Falle  eine  Schaar  von  Flächen  zweiter  Classe  <I)2  oder  eine 
^<I)2-Schaar^.  Weil  in  beiden  Fällen  durch  zwei  Polarsystenie 
alle  übrigen  bestimmt  sind,  so  ergiebt  sich: 

„Durch  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung   und  Classe  ist  ein 

„sie    enthaltender  F^-^mGliQl    und    zugleich    eine   durch   sie 

„gehende  O^- Schaar  bestimmt.*' 

Da  im  ersteren  Falle  die  PoUir- Ebenen  eines  beliebigen 
Punktes  P  einen  Ebenenbüschel  I.  Ordnung  bilden,  von  welchem 
im  Allgemeinen  eine  einzige  Ebene  ir  durch  P  geht,  so  liegt  P 
auf  der  Ordnungsfläche  desjenigen  Polarsystems,  in  welchem  P 
der  Pol  von  tt  ist;  wenn  jedoch  P  auf  der  Axe  jenes  Ebenen- 
büschels und  folglich  auch  auf  jeder  seiner  Polar- Ebenen  li^ 
so  geht  die  Ordnungsfläche  eines  jeden  der  Polarsysteme  durch  P 
hindurch.  Die  Pole  einer  Ebene  e  liegen  im  Allgemeinen  auf 
einer  Raumcurve  dritter  Ordnung;  und  weil  diese  höchstens  drei 
Punkte  und  mindestens  einen  Punkt  mit  e  gemein  hat,  so  giebt 
es  unter  den  Polarsystemen  mindestens  eines  und  höchstens  drei, 
deren  Ordnungsflächen  die  Ebene  e,  und  zwar  in  jenen  Punkten, 
berühren.     Also  : 


Von  einem  i^- Büschel  geht 
durch  einen  beliebigen  Punkt  P 
nur  eine  Fläche,   falls  nicht  P 


Von  einer  O 2 -Schaar  wird 
nur  eine  einzige  Fläche  von  einer 
beliebigen     Ebene     ir     berührt. 


auf  jeder  Fläche   des   Büschels  I  falls  nicht  jede  Fläche  der  Schaar 


^ 
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liegt  Eine  beliebige  Ebene  e 
wird  von  höchstens  drei  flächen 
des  Büschels  und  von  mihdestens 
einer  derselben  berührt. 


von  71  berührt  wird.  Durch 
einen  beliebigen  Punkt  gehen 
höchstens  drei  Flächen  der 
Schaar,  und  mindestens  eine. 


Wenn  zwei  Flächen  II.  Ordnung  sich  schneiden,  so  geht  hier- 
nach jede  Fläche  des  durch  sie  bestimmten  i^'^- Büschels  durch 
die  Schnittcurve  hindurch.  Diese  Schnittcurve  heisst  die  ;,Grund- 
curve,  Knotenlinie  oder  Basis''  des  i^-Büschels;  sie  ist  im  All- 
gemeinen eine  Raumcurve  vierter  Ordnung,  welche  mit  keiner 
Ebene  mehr  als  vier,  und  mit*  keiner  Geraden  mehr  als  zwei 
Punkte  gemein  hat.  Nämlich  die  beiden  Flächen  II.  Ordnung 
werden  von  einer  Ebene  in  zwei  Curven  II.  Ordnung  geschnitten, 
welche  mit  einander  höchstens  vier  Punkte  gemein  haben,  wenn 
sie  nicht  völlig  zusammenfallen.  Die  Curve  vierter  Ordnung  kann, 
wie  wir  gesehen  haben  (Seite  32  und  110),  auch  in  zwei  Kegel- 
schnitte, oder  in  eine  Gerade  und  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung, 
oder  in  lauter  Gerade  zerfallen;  wir  wollen  hier  auf  diese  spe- 
ciellen  Fälle  nicht  näher  eingehen.  —  Die  gemeinschaftlichen  Be- 
rührungs- Ebenen  von  zwei  Flächen  II.  Ordnung  bilden  im  All- 
gemeinen einen  Ebenenbüschel  vierter  Ordnung,  von  welchem 
durch  keinen  Punkt  P  mehr  als  vier  Ebenen  hindurchgehen. 
Nämlich  die  beiden  Kegelflächen  II.  Ordnung,  welche  aus  dem 
Punkte  P  den  gegebenen  Flächen  II.  Ordnung  umschrieben  werden 
können,  haben  höchstens  vier  gemeinschaftliche  Berührungs  Ebenen, 
wenn  sie  nicht  völlig  zusammenfallen.  —  Ueber  diese  Raumcurven 
und  Ebenenbüschel  vierter  Ordnung  giebt  uns  der  vorige  Doppel- 
satz folgende  Aufschlüsse: 


Durch  eine  Raumcurve  k^ 
vierter  Ordnimg,  in  welcher  zwei 
Flächen  II.  Ordnung  F'^  und  F\ 
sich  schneiden,  und  durch  einen 
beliebigen  ausserhalb  k^  gelege- 
nen Punkt  P  kann  eine  Hache 
IL  Ordnung  Fl  gelegt  werden. 
Dieselbe  gehört  zu  dem  durch 
F^VLnAF\  bestimmtenF2.Büschel. 


Einem  Ebenenbüschel  vierter 
Ordnung,  welcher  zwei  Flächen 
IL  Classe  <1>2  und  OJ  umschrieben 
ist,  kann  eine  dritte  Fläche 
IL  Classe  <i>\  eingeschrieben 
werden,  welche  eine  beliebig 
gegebene  Ebene  berührt.  Die 
Fläche  cl)j  gehört  zu  der  durch 
<t2und4)J  bestimmten  <I)2-Schaar. 


Wählen  wir  links  den  Punkt  P  so,  dass  er  mit  zwei  Punkten 
der  CuiTC  A*  in  einer  Geraden  g  liegt,  so  wird  die  Fläche  F\  eine 
geradlinige,  weil  sie  drei  und  folglich  alle  Punkte  von  g  enthält. 
Jede  durch  g  gelegte  Ebene,  welche  von  A*  in  zwei  neuen  Punkten 
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Q  und  R  geschnitten  wird,  hat  mit  1*^  ausser  g  die  Gerade  QR 

gemein ;  denn  diese  Gerade  hat  mit  F]  die  Punkte  Q  und  R  und 

noch  einen  Punkt  von  g  gemein  und  liegt  deshalb  ganz  auf  i'^.   Also: 

^Alle  Sehnen  QR  der  Raumcurve  vierter  Ordnung,  welche  von 

„einer  gegebenen   Sehne  g  ausserhalb  der  Curve  geschnitten 

^werden,     bilden    eine    Regelschaar    oder    eine    Kegelfläche 

„IL  Ordnung." 

Liegen  jene  Sehnen  auf  einer  Kegelfläche  IL  Ordnung,  so 
ist  der  Mittelpunkt  A  derselben  ein  Hauptpunkt  des  Strahlen- 
complexes;  denn  auf  jeder  Sehne  giebt  es  einen  Punkt,  welcher 
von  A  durch  zwei  Punkte  der  Raumcurve  vierter  Ordnung,  und 
folglich  durch  jede  der  Flächen  F^  und  F\  harmonisch  getrennt 
ist,  und  alle  diese  vierten  harmonischen  Punkte  liegen  in  der 
Polar-Ebene  des  Punktes  A  bezüglich  der  beiden  Flächen  F^  und  Fl. 
Umgekehrt : 

Wenn  zwei  Flächen  IL  Ordnung,  die  ein  gemeinschaftliches 
Pol -Tetraeder  AB  CD  besitzen, 


sich  in  einer  Raumcurve  k^  vier- 
ter Ordnung  schneiden,  so  wird 
diese  aus  jedem  Eckpunkte  des 
Pol -Tetraeders  durch  eine  Kegel- 


einem  Ebenenbüschel  vierter 
Ordnung  eingeschrieben  sind, 
so  wird  dieser  von  jeder  Fläche 
des    Pol-Tetraeders    iu    einem 


fläche  IL  Ordnung  projicirt.  i  Strahlenbüschel  IL  Ordnung  ge- 

>  schnitten. 
Nämlich  jede  Gerade,  welche  den  Eckpunkt  A  mit  irgend  einein 
Punkte  Q  der  Curve  k^  verbindet,  enthält  noch  einen  zweiten 
Punkt  R  der  Cui-ve;  und  zwar  sind  Q  und  R  hannonisch  ge- 
trennt durch  den. Punkt  A  und  seine  Polar-Ebene  ifCD.  Eine 
durch  A  gehende  Sehne  g  wird  also  von  jeder  anderen  Sehne, 
welche  mit  g  in  einer  Ebene  liegt,  aber  keinen  Punkt  der  Curve 
&*  mit  g  gemein  hat,  im  Punkte  A  geschnitten. 

Zwei  Raumcurven  vierter  Ord-  Zwei  Ebenenbüscbel  vierter 
nung,  k^  und  Z*,  haben  höchstens  Ordnung  haben  höchstens  acht 
acht  Punkte  mit  einander  gemein.  ,  Ebenen  mit  einander  gemein. 

Seien  P,  Q  und  R  irgend  drei  gemeinschaftliche  Punkte  der 
Raumcurven  fc«  und  /*,  dann  kann  die  gemeinschaftliche  Sehne 
PQ  mit  den  beiden  Cunen  durch  zwei  geradlinige  Flächen 
IL  Ordnung  verbunden  werden,  welche  ausser  der  Sehne  PQ 
nur  noch  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  gemein  haben  können. 
Diese  Raumcurve  dritter  Ordnung,  von  welcher  PQ  eine  Sehne  i>t 
(Seite  U2),  nmss  durch  R  und  jeden  anderen,  von  P  und  Q  ver- 
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schiedenen,  gemeinschaftlichen  Punkt  von  k^  und  i^  gehen.  Nun 
liefert  uns  aber  die  Sehne  Pfi  auf  ganz  dieselbe  Weise  eine 
zweite  Raumcurve  dritter  Ordnung,  welche  ebenfalls  durch  alle, 
von  P,  Q  und  K  verschiedenen  Schnittpunkte  der  Curven  A:^ 
und  /*  geht.  Zwei  ßaumcurven  dritter  Ordnung,  die  nicht  identisch 
sind,  haben  aber  höchstens  fünf  Punkte  mit  einander  gemein; 
also  giebt  es  ausser  /*,  Q  und  R  noch  höchstens  fünf  Punkte, 
welche  auf  beiden  Raumcurven  vierter  Ordnung  liegen.  Zugleich 
folgt  aus  dem  Beweise: 

^Wenn  zwei  Raumcurven  viei-ter  Ordnung  acht  gemeinschaft- 

^ liehe  Punkte  besitzen,  und  man  verbindet  sechs  derselben  durch 

^eine  Raumcurve  dritter  Ordnung,  und  die  beiden  letzten  durch 

^eine  Gerade,  so  ist  diese  Gerade  eine  Sehne  der  Raumcurve 

;, dritter  Ordnung.^*) 

Wenn  in  dem  Beweise  des  vorhergehenden  Satzes  statt  der 

Raumcurve  vierter  Ordnung  l^   eine  Raumcurve  dritter  Ordnung 

nebst  einer  ihrer  Sehnen  angenommen  wird,   so  ergiebt  sich  auf 

demselben  Wege: 

^Eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  hat  mit  einer  Raumcurve 
^jVierter  Ordnung  höchstens  sechs  Punkte  gemein**, 
wovon  übrigens  einer  ein  Doppelpunkt  der  Raumcurve  vierter  Ord- 
nung sein  kann. 

Eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  wird  daher  von  einer  nicht 
durch  sie  hindurchgehenden  Fläche  IL  Ordnung  in  höchstens  sechs 
Punkten  geschnitten. 


Drei  Flächen  IL  Ordnung^ 
welche  weder  eine  Gerade,  noch 
eine  Curve  II, y  IIL  oder  IV,  Ord- 
nung mit  einander  gemein  haben, 
besitzen  höchstens  acht  gemein- 
schaftliche Punkte. 


Drei  Flächen  IL  Classe,  deren 
gern  e  inschaftlich  e  Be  i*ühnmgs- 
ebenen  weder  einen  Büschel  L, 
11.^  III.  noch  I V.  Ordnung  bilden^ 
besitzen  höchstens  acht  gemein- 
schaftliche Berilhinings  -  Fbenen. 


Denn  wenn  eine  der  drei  Flächen  II.  Ordnung  von  den  beiden 
übrigen  in  Raumcurven  vierter  Ordnung  geschnitten  wird,  so  ist  der 
Satz  links  eine  unmittelbare  Folge  der  vorhergehenden.  Zerfällt  aber 
eine  oder  jede  der  beiden  Schnittcurven  in  Gerade  oder  Kegel- 
schnitte, oder  in  eine  Gerade  und  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung, 
so  ergiebt  sich  der  sehr  leichte  Beweis  des  Satzes  theils  aus  dem 

*)  Diese  wichtige  Eigenschaft  der  acht  Schnittpunkte  von  drei  Flächen 
II.  Ordnung  wurde  wohl  zuerst  von  Hesse  (in  Crelle's  Journal  f.  Math.,  Bd.  2f)) 
veröffentlicht. 
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Vorhergehenden,   theils  aus  den  bekanntesten  Eigenschaften  der 
Curven  zweiter,  dritter  und  vierter  Ordnung. 

„Durch  sieben  beliebige  Punkte  ist  im  Allgemeinen  ein  achter 

^Punkt  bestimmt,  welcher  auf  allen  durch  die  sieben  Punkte 

^gehenden  Flächen  zweiter  Ordnung  liegt"*) 
Wenn  von  den  sieben  Punkten  drei  in  einer  Geraden  oder  fünf 
auf  einem  Kegelschnitte  oder  alle  sieben  auf  einer  Raumcune 
dritter  Ordnung  liegen,  so  kann  jeder  Punkt  dieser  Linie  erster, 
zweiter  oder  dritter  Ordnung  als  der  durch  sie  (unvollständig) 
bestimmte  achte  Punkt  aufgefasst  werden.  Wenn  keiner  dieser 
besonderen  Fälle  eintritt,  so  wird  der  achte  Punkt  durch  folgende 
lineare  Constructionen  gefunden.  Man  lege  durch  sechs  von  den 
sieben  Punkten  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung'  und  ziehe  an 
diese  aus  dem  siebenten  Punkte  eine  Sehne  s  (vergl.  Seite  ^9), 
wiederhole  sodann  diese  Construction  imter  Vertauschung  des 
siebenten  Punktes  mit  einem  der  sechs  übrigen ;  die  so  erhaltenen 
Sehnen  8  schneiden  sich  in  dem  gesuchten  achten  Punkt  Das» 
die  zuerst  construirte  Sehne  mit  einer  beliebig  durch  die  sieben 
Punkte  gelegten  Fläche  zweiter  Ordnung  diesen  so  construirtcn 
Punkt  gemein  hat,  ergiebt  sich  sofort  aus  einem  der  obigen  Sätze 
und  daraus,  dass  die  Sehne  mit  der  zugehörigen  Raumcurve  dritter 
Ordnung  durch  einen  Büschel  von  Flächen  zweiter  Ordnung  ver- 
bunden werden  kann. 

Durch  acht  beliebige  Punkte  des  Raumes,  von  denen  keine 
fünf  in  einer  Ebene  und  keine  drei  in  einer  Geraden  liegen, 
kann  im  Allgemeinen  eine  einzige  Raumcurve  vierter  Ordnung  gelegt 
werden;  denn  wenn  zwei  solche  Curven  in  jenen  acht  Punkten 
sich  schneiden,  so  haben  die  Punkte  eine  besondere  Lage,  indem 
jede  Raumcurve  dritter  Ordnung,  welche  durch  sechs  derselben 
geht,  die  Verbindungslinie  der  beiden  letzten  Punkte  zur  Sehne 
hat  Wir  können  die  Raumcurve  vierter  Ordnung  als  constrairt 
ansehen,  sobald  irgend  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  gegeben 
sind,  welche  sich  in  derselben  schneiden;  und  solche  Flächen  er- 
halten wir  durch  Lösung  der  folgenden  Aufgabe: 

;,Durch   acht  beliebig  gegebene   Punkte,   von   denen  keine 

^sechs  in  einer  Ebene  und  keine  vier  in  einer  Geraden  liegen, 

^Regelflächen  zweiter  Ordnung  zu  legen. *^ 

•)  Hie  Eckpunkte  yon  zwei  -beliebigen  Poltetraodern  eines  raainlich<»n 
Polarsystenis  bilden  (Seite  ßO)  eine  Gruppe  von  aeht  Punkten,  durch  welchf 
düp|)elt  unendlich  viele  Flächen  zweiter  Ordnung  Kriegt  werden  können. 
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Liegen  irgend  drei  der  gegebenen  Punkte  in  einer  Geraden  g^  so 
gehört  dieselbe  jeder  der  verlangten  Regelflächen  an.  Wenn 
zugleich  die  übrigen  fünf  in  einer  Ebene  e  liegen,  also  auf  einem 
Kegelschnitt  x,  der  auch  aus  zwei  Geraden  bestehen  kann,  und 
wenn  der  Schnittpunkt  von  g  und  e  dem  Kegelschnitt  x  nicht 
angehört,  so  zerfällt  jede  durch  die  acht  Punkte  gelegte  Fläche 
IL  Ordnung  in  zwei  Ebenen,  von  denen  e  die  eine  ist;  denn  e 
hat  mit  der  Fläche  IL  Ordnung  sechs  Punkte  gemein,  die  nicht 
auf  einem  Kegelschnitt  liegen.  Sind  die  acht  Punkte  auf  vier, 
durch  einen  und  denselben  Punkt  gehenden  Geraden  gelegen, 
von  denen  die  eine  drei  jener  Punkte  enthält,  so  liegen  diese 
Geraden  auf  allen  durch  die  acht  Punkte  gehenden  Flächen 
IL  Ordnung,  und  letztere  sind  Kegelflächen.  In  jedem  anderen 
Falle  lässt  sich  die  Aufgabe  wie  folgt  lösen: 

Im  Allgemeinen  können  unter  den  acht  Punkten  sechs  auf 
verschiedene  Art  so  gewäldt  werden,  dass  von  denselben  keine 
vier  in  einer  Ebene  liegen.  Wir  verbinden  diese  sechs  Punkte 
durch  eine  Rauracurve  dritter  Ordnung,  ziehen  an  dieselbe  aus  dem 
siebenten  und  achten  Punkte  Sehnen  und  legen  alsdann  durch 
letztere  und  die  Raumcurve  dritter  Ordnung  eine  Ilegelfläche.  Durch 
eine  andere  Gruppirung  der  gegebenen  acht  Punkte  gelangen  wir  zu 
einer  zweiten  Regelfläche.  Die  verlangte  Gruppirung  ist  nur  dann 
zuweilen  unausführbar,  wenn  die  acht  Punkte  auf  den  vier  Kan- 
ten a,  6,  c,  d  eines  windschiefen  Vierecks  liegen.  In  diesem  Falle 
schneiden  wir  zwei  Gegenkanten  a  und  c  des  Vierecks  durch  irgend 
eine  Gerade  /,  welche  durch  keinen  der  vier  Eckpunkte  geht; 
die  Regelschaar,  welcher  die  drei  Strahlen  6,  d,  /  angehören,  liegt 
alsdann  auf  einer  durch  alle  acht  Punkte  gehenden  Regelfläche. 

Durch  neun  beliebig  gegebene  '  An  neun  beliebig  gegebene 
Punkte  eine  Fläche  IL  Ordnung  Berührungs- Ebenen  eine  Fläche 
zu  legen.  IL  Classe  zu  legen. 

Durch  acht  der  gegebenen  Punkte  legen  wir  zwei  Regelflächen 
F^  und  FJ,  und  suchen  sodann  diejenige  Fläche  F\  des  durch  F^ 
und  F]  bestimmten  Flächenbüschels,  welche  durch  den  neunten 
Punkt  geht.  Wie  diese  Fläche  F\  am  leichtesten  construirt 
werden  kann,  werden  wir  unten  (Seite  160)  sehen. 

Durch  neun  beliebig  gegebene  ;  Durch  neun  beliebig  gegebene 
Punkte    kann  eine  und  im  All-      Ebenen   kann   ein   wid   im   All- 


gemeinen  nur  eine- Fläche  zweiter 
Ordnung  gelegt  werden. 


gemeinen   nur   ein   Ebenenbündel 
zweiter    Ordnung   gelegt   werden. 
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Gellen  nämlich  mehrere  Flächen  zweiter  Ordnung  durch  die  neun 
Punkte,  so  liegen  die  letzteren  auf  einer  Raumeurve  vierter  Ord- 
nung, in  welcher  irgend  zwei  jener  Flächen  sich  schneiden  und 
welche  auch  in  Linien  niedrigerer  Ordnung  zerfallen  kann. 
Uebrigens  ist  zu  bemerken,  dass  bei  besonderer  Lage  der  neun 
Punkte,  z.  B.  wenn  sechs  von  ihnen  in  einer  Ebene  liegen,  die 
Fläche  zweiter  Ordnung  in  zwei  Ebenen  zerfallen  kann. 


Zwanzigster  Vortrag. 


Projeelivisehe  Beziehangeu  der  F'^-BüHchel  und  der  Kegel 

sehniltbüschel. 


Im  letzten  Vortrage  und  am  Ende  des  vierzehnten  sind  wir 
zu  Büscheln  von  Flächen  IL  Ordnung  gelangt,  welche  u.  A.  folgende 
Eigenschaften  besitzen : 

„Die  Polar-Ebenen   eines  beliebigen   Punktes  P  in  Bezog 
„auf  alle   Flächen    des   Büschels   bilden  einen  Ebeuenbüschel 
„L  Ordnung.    Nur  wenn  P  ein  Hauptpunkt  des  Flächenbüs<.-hels 
„ist,  fallen  alle  seine  Polar -Ebenen  zusammen.^ 
Wir  wählen  diesen  Satz  zum  Ausgangspunkte   einer  Tlieorie  der 
/^--Büschel.      Durch    das   Ileciprocitäts- Gesetz    lassen    sich    alle 
gefundenen    Sätze    unmittelbar    auf   die    Schaaren    von    Fläclicn 
II.  Classe    übertragen,    von    welchen    wir    übrigens    im    23.  Vor- 
trage noch  einen  besonderen  Fall  untersuchen  werden.    Bereit*»  im 
letzten  Vortrage   haben  wir  aus  obigem  Satze  die  Folgerung  ge- 
zogen,  dass  durch  jeden  Punkt  des  Raumes,   welcher  nicht  allen 
Flächen  des  Büschels  angehört,  eine  einzige  dieser  Flächen  geht. 
Wir  wollen  von  zwei  Punkten  sagen,  sie  seien  „conjugirl  hin- 
sichtlich des  /'--Büschels**,  wenn  jeder  derselben  auf  sämnitlicheu 
Polar- Ebenen  des  anderen  liegt.    Der  obige  Satz  kann  dann  auch 
folgendermassen  ausgesprochen  werden : 

^Zwei  Punkte  sind  hinsichtlich  des  /^-Büschels  conjugirt, 
«sc^bald  sie  in  Bezug  auf  irgend  zwei  Flächen  desselben  con- 
jugirt sind." 
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Einem  Punkte  P  des  Raumes  sind  daher  alle  Punkte  einer 
Geraden  p  conjugirt,  welche  mit  Hülfe  von  zwei  beliebigen 
Flächen  F^  und  F\  des  Büschels  construirt  werden  kann ;  nämlich 
in  p  schneiden  sich  die  Polar-Ebenen  des  Punktes  P  hinsichtlich 
der  beiden  Flächen  F^  und  F\.  Beschreibt  nun  P  eine  Grerade 
^,  so  beschreiben  seine  beiden  Polar-Ebenen  in  Bezug  auf  F^ 
und  F\  zwei  zu  g  projectivische  Ebenenbüschel,  und  die  zu  P 
conjugirte  Gerade  p  beschreibt  eine  Kegelfläche  II.  Ordnung  oder 
eine  Regelschaar,  je  nachdem  die  Axen  der  beiden  Ebenenbüschel 
sich  schneiden  oder  nicht.     Daraus  folgt: 

;,  Diejenigen  Geraden,  welche  den  Punkten  einer  beliebigen 
^Geraden  g  conjugirt  sind  hinsichtlich  des  i^-Büschels,  bilden 
;,eine  zi^  g  projectivische  Kegelfläche  IL  Ordnung  oder  Regel- 
^schaar.  Im  ersteren  Falle  liegen  auf  der  Kegelfläche  IL  Ord- 
„nung  auch  die  Polaren  von  g  hinsichtlich  der  Flächen  des 
„Büschels;  im  letzteren  Falle  sind  die  Polaren  von  g  Leit- 
„strahlen  der  Regelschaar.  Statt  der  Kegelfläche  IL  Ordnung 
„erhalten  wir  nur  dami  zwei  Ebenen,  wenn  g  einen  Hauptpunkt 
„des  Flächenbüschels  enthält.^ 

Die  Gerade  g  kann  als  Verbindungslinie  von  zwei  beliebigen 
Punkten  P  und  Q  des  Raumes  betrachtet  werden,  denen  zwei 
Gerade  p  und  q  conjugirt  sind.  Die  Polare  von  g  in  Bezug  auf 
eine  beliebige  Fläche  F'^  des  Büschels  liegt  dann  zufolge  des 
letzten  Satzes  entweder  auf  einer  durch  p  und  q  gehenden  Kegel- 
fläche IL  Ordnung  oder  in  einer  Regelschaar,  von  welcher  p  und 
q  zwei  Leitstrahlen  sind;  ausserdem  wird  die  Polare  von  g  aus 
p  und  q  durch  zwei  Ebenen  projicirt,  welche  von  P  und  Q  die 
Polar- p]benen  sind  hinsichtlich  der  Fläclie  F^,  Da  nun  eine  Kegel- 
fläche IL  Ordnung  aus  je  zwei  ihrer  Strahlen,  und  eine  Regel- 
schaar aus  je  zwei  ihrer  Leitstrahlen  durch  projectivische  Ebenen- 
büschel projicirt  wird,  so  ergiebt  sich: 

„Die  beiden  Ebenenbüschel  p  und  ^,  welche  von  den  Polar- 
„Ebenen  von  zwei  beliebigen  Punkten  P^  Q  gebildet  werden,  sind 
„projectivisch,  wenn  je  zwei  Ebenen  einander  entsprechen, 
„welche  von  P  und  Q  die  Polar- Ebenen  sind  in  Bezug  auf 
„eine  und  dieselbe  Fläche  des  F^- Büschels.*^ 

Die  Polar -Ebenen  von  vier  beliebigen  Punkten  bilden  vier 
projectivische  Ebenenbüschel,  und  es  giebt  (Seite  93)  im  All- 
gemeinen  höchstens   vier  Punkte,   in   welchem  je  vier  homologe 
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Ebenen    dieser  Büschel    sich    schneiden.      Daraus   schliessen  wir 
(vgl.  Seite  150): 

„Der   i'^^. Büschel   enthält    im   Aligemeinen   höchstens  rier 
^Kegeiflächen  zweiter  Ordnung." 
Nämlich  die  Polar-Ebenen  der  vier  Punkte  bezüglich  einer  Kegel- 
fläche schneiden  sich  im  Mittelpunkte  derselben. 

Auf  den  vorletzten  Satz  stützt  sich  die  folgende  Definition: 

^Vier  Flächen  des  i^2. Büschels  sollen  vier  harmonische 
„Flächen  genannt  werden,  wenn  die  vier  Polar-Ebenen  eines 
„und  folglich  jedes  beliebigen  Punktes  in  Bezug  auf  diese 
„Flächen  einen  harmonischen  Ebenenbüschel  bilden.*^ 
Natürlich  sind  auch  hier  die  Hauptpunkte  des  Flächenbüschels 
ausgenommen,  weil  deren  Polar-Ebenen  zusammenfallen.  Wir 
können  nunmehr  auf  die  /''^.Büschel  die  allgemeine  Definition 
der  projectivischen  Verwandtschaft  anwenden  (I.  Abth.  Seite  43 
und  104),  können  sie  also  auf  beliebige  Elementargebilde  projec- 
tivisch  beziehen.  Weisen  wir  z.  B.  jeder  Fläche  F^  des  Flächen- 
büschels diejenige  Ebene  zu,  welche  von  einem  beliebigen  Punkte  P 
die  Polar -Ebene  ist  in  Bezug  auf  -F-,  so  ist  der  Flächenbüschel 
projectivisch  auf  den  Büschel  dieser  Polar- Ebenen  bezogen;  und 
mit  Hülfe  dieses  Ebeneubüschels  kann  der  Flächenbüschel  auch 
auf  jedes  andere  Elementargebilde  projectivisch  bezogen  werden. 
Ohne  Weiteres  ergiebt  sich  u.  A. : 

„Die  Polaren  einer  Geraden  g  hinsichtlich  des  Flächen- 
„büschels  bilden  eine  zu  letzterem  projectivische  Kegeltläche 
„n.  Ordnung  oder  Regelschaar." 
Die  geradlinige  Fläche  zweiter  Ordnung,  auf  welcher  diese  Polaren 
liegen,  hat  mit  der  Schnittcurve  k^  von  irgend  zwei  Flächen  des 
Büschels  höchstens  acht  Punkte  gemein  (Seite  151).  Jeder  dieser 
Punkte  ist  der  Berührungspunkt  einer  Tangentialebene,  welche 
durch  (j  an  k^  gelegt  werden  kann.  Eine  beliebige  Gerade  wird 
demnach  von  höchstens  acht  Taugenten  der  Ilaumcurve  k^  vierter 
Ordnung  geschnitten. 

Die  Pole  einer  beliebigen  Ebene  hinsichtlich  des  Flächen- 
büschels construiren  wir,  indem  wir  in  der  Ebene  die  Eckpunktt* 
I\  Q,  R  eines  Dreiecks  annehmen  und  deren  Polar-Ebenen  bezüg- 
lich jeder  Fläche  des  Büschels  zum  Durchschnitt  bringen.  Die 
drei  Ebenenbüschel,  welche  von  diesen  Polar-Ebenen  gebildet 
werden,  sind  zu  dem  Flächenbüschel  und  zu  einander  projectivisch; 
also: 
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„Die  Pole  einer  beliebigen  Ebene  hinsijDhtlich  der  Flächen 
„eines  i'^-Büschels  bilden  im  Allgemeinen  eine  zu  dem  letzteren 
„projectivische  Raumcurve  dritter  Ordnung.     Den  Punkten  der 
„Ebene  sind  die  Sehnea  der  Raumcurve  conjugirt  (Seite  92). 
„Die  Ebene    wird  von  höchstens  drei   Flächen  des  Büschels 
^berührt;  die  Berührungspunkte  liegen  auf  jener  Raumcurve.^ 
Zu   demselben  Resultat  gelangen  wir   auch,   wenn   wir  zu  jedem 
Punkte   der  Ebene   die  Polar- Ebenen   bestimmen  in  Bezug   auf 
irgend  zwei  Flächen  des  Büschels.    Wir  erhalten  dann  zwei  coUi- 
neare  Strahlenbündel,  welche  die  Raumcurve  dritter  Ordnung  und 
deren    Sehnensystem    erzeugen.      Geht    die   Ebene    durch    einen 
Hauptpunkt  des  Büschels,  so  tritt  eine  Ausnahme  von  dem  Satze 
ein.    Sei  R  dieser  Hauptpunkt  und  p  seine  Polar -P^bene  hinsichtr 
lieh  aller  Flächen  des  Büschels.    Dann  erzeugen  die  beiden  Büschel 
der  Polar-Ebenen  von  P  und  Q  eine  zum  Flächenbüschel  projec- 
tivische Kegelfläche  IL  Ordnung  oder  Regelschaar,   welche  mit  p 
die  sämmtUchen  Pole  der  gegebenen  Ebene  gemein  hat;  also: 

„Die  Pole  einer  Ebene,  welche  durch  einen  Hauptpunkt  des 

„Flächenbüschels  geht,  bilden  einen  zum  Büschel  projectivischen 

^Kegelschnitt    * 

Auch  hier  tritt  wieder  eine  leicht  zu  erkennende  Ausnahme  ein, 

wenn  die  Ebene  zwei   Hauptpunkte  enthält,  oder  wenn   sie  eine 

Haupt -Ebene  des  Büschels  ist. 

Aus  dem  vorhergehenden  Satze  haben  wir  bereits  im  letzten 
Vortrage  den  Schluss  gezogen,  dass  jede  Ebene  von  mindestens 
einer  Fläche  und  von  höchstens  drei  Flächen  des  Büschels  berührt 
wird.  —  Liegt  die  gegebene  Ebene  im  Unendlichen,  so  fallen  ihre 
Pole  mit  den  Mittelpunkten  der  Flächen  IL  Ordnung  zusammen: 
oder : 

„Die  Mittelpunkte  aller  Flächen  des  F^-Büschels  liegen  auf 

„einer  Raumcurve  dritter  Ordnung  oder  auf  einem  Kegelschnitt, 

„je  nachdem  der  Büschel  keinen  oder  einen  unendlich  fernen 

„Hauptpunkt    besitzt.      Im   Allgemeinen    enthält  deshalb   der 

„F^-Büschel  höchstens  drei  Paraboloide  und  mindestens  ein 

„solches.^ 

Der  Schnitt  eines  i^-Büschels   mit  einer   beliebigen  Ebene 

wird  ein  „Kegelschnittbüschel''  genannt.     Durch  jeden  Punkt  der 

Ebene,    welcher   nicht   auf  allen  Kegelschnitten   dieses  Büschels 

liegt,  geht  ein  einziger  derselben;   und   zwei  Punkte,   welche  in 

Bezug  auf  irgend  zwei  Kegelschnitte  des  Büschels  conjugirt  sind, 
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sind   bezüglich   aller    seiner  Kegelschnitt«   conjugirt  (Seite  154). 
Zugleich  gelten  die  Sätze  (Seite  155): 

„Diejenigen   Punkte,    welche    in   Bezug    auf  einen   Kegel- 
„ Schnittbüschel  den  Punkten  einer  Geraden  g  der  Ebene  con- 
„girt    sind,    bilden    im  Allgemeinen    eine   zu  g  projectirisehe 
„Curve  zweiter  Ordnung,   dieselbe  geht  auch  durch  die  Pole 
„von  g  bezüglich  der  Kegelschnitte  des  Büschels.    Die  Polaren 
„von  zwei  beliebigen  Punkten  P,  Q  der  Ebene  in  Bezug  auf 
„diese  Kegelschnitte  bilden  zwei  projectivische  Sti^ahlenbiLschel 
„erster  Ordnung;    und   zwar   entsprechen   in  den   letzteren  je 
„zwei  Strahlen   einander,  die  von  P  und  Q  die  Polaren  sind 
„in  Bezug  auf  irgend  einen  der  Kegelschnitte.*' 
Sind  also  irgend  drei  Kegelschnitte  des  Büschels  gegeben,  so 
ist  die  projectivische  Beziehung  der  Strahlenbüschel,  die  von  den 
Polaren  beliebiger  Punkte  der  Ebene  gebildet  werden,  völlig  be- 
stimmt,  und  man  kann  in  Bezug   auf  irgend  einen  Regeischnitt 
des  Büschels  die  Polare   eines  jeden  Punktes  der  Ebene  linear 
construiren,   sobald  die  Polare  eines  beliebigen  Punktes  gegeben 
ist.    Daraus  folgt,  dass  der  Büschel  durch  drei  seiner  Kegelschnitte 
völlig  bestimmt  ist. 

Wir  können  nun  aber  zeigen,  dass  der  Kegelschnittbüschel 
sogar  schon  durch  zwei  seiner  Kegelschnitte  bestimmt  ist  Durch 
einen  passend  gewählten  Punkt  P  der  Ebene  kann  man  unendlich 
viele  Gerade  legen,  welche  entweder  keinen  oder  einen  oder  jeden 
der  beiden  Kegelschnitte  in  reellen  Punkten  schneiden,  und  zwar 
im  letzten  Falle  so^  dass  das  eine  Paar  von  Schnittpunkten  durch 
das  andere  nicht  getrennt  ist  Auf  jeder  so  durch  P  gelegten 
Geraden  «  der  Ebene  giebt  es  (I.  Abth.  Seite  146)  zwei  reellf 
Punkte  3/,  A^,  welche  hinsichtlich  der  beiden  Kegelschnitte  und 
somit  in  Bezug  auf  den  Kegelschnittbüschel  conjugirt  sind;  der 
Punkt,  in  welchem  «  von  dem  durch  P  gehenden  Kegelschnitte 
des  Büschels  zum  zweiten  Male  geschnitten  wird,  ist  demnach  völlig 
bestimmt,  weil  er  von  P  durch  die  beiden  conjugirten  Punkte  M 
und  N  harmonisch  getrennt  ist  Daraus  folgt,  dass  durch  <üe 
beiden  Kegelschnitte  des  Büschels  der  durch  P  gehende  Kegel- 
schnitt desselben  und  damit  der  ganze  Kegelschnittbüschol  be- 
stimmt ist     Oder: 

„Zwei  Kegelschnittbüschel  sind  identisch,  wenn  sie  irgend 
^zwei  Kegelschnitte  mit  einander  gemein  haben.  Wenn  von 
«einem   F-- Büschel    irgend   zwei   Flächen   durch    zwei   Kegel- 
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^schnitte  eines  Kegelschnittbüschels  gehen,  so  ist  letzterer  ein 
„Schnitt  des  i^-Büschels.^ 
Zwei  beliebig  in  der  Ebene  angenommene  Kegelschnitte  bestimmen 
einen  durch  sie  gehenden  Kegelschnittbüschel;  derselbe  ist  ein 
Schnitt  jedes  jP2- Büschels,  von  welchem  zwei  Flächen  durch  die 
beiden  Kegelschnitte  gehen. 

Ein  Kegelschnittbüschel,  dessen  Curven  einen  reellen  Punkt 
U  mit  einander  gemein  haben,  kann  u.  A.  aufgefasst  werden  als 
Schnitt  eines  /'^-Büschels,  dessen  Flächen  sich  in  einer  Geraden 
und  einer  Raumcurve  dritter  Ordnung  schneiden.  Legt  man  nämlich 
durch  U  eine  Gerade  a,  die  nicht  in  der  Ebene  des  Büschels  lio^t, 
und  verbindet  dieselbe  mit  irgend  zwei  Kegelschnitten  des  Büschels 
durch  Flächen  zweiter  Ordnung,  die  sich  in  a  schneiden,  so  haben 
letztere  noch  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  k^  mit  einander  ge- 
mein, von  welcher  a  eine  Sehne  ist;  der  Kegelschnittbüschel  aber 
ist  von  dem  durch  a  und  k^  gehenden  i^-Büschel  ein  Schnitt.  Von 
dem  Schnitte  eines  solchen  /^-Büschels  aber  haben  wir  schon 
früher  (Seite  121)  den  Satz  bewiesen: 

„Ein  Kegelschnittbüschel  wird  von  jeder  Geraden,  die  durch 
^keinen  gemeinschaftlichen  Punkt  seiner  Kegelschnitte  geht,  in 
„einer  involutorischen  Punktreihe  geschnitten,  sodass  je  zwei 
„einander  zugeordnete  Punkte  derselben  auf  einem  und  dem- 
„  selben  Kegelschnitte  des  Büschels  liegen. '^ 
Nach  dem  Vorhergehenden  gilt  dieser  Satz  für  jeden  Kegcl- 
schnittbüschel,  dessen   Curven   einen   reellen  Punkt  mit  einanjJer 
gemein  haben;  er  gilt  aber  auch  für  jeden  anderen  Kegelschnitt- 
büschel.    Wenn  nämlich   zwei  Kegelschnitte  eines  Büschels  sich 
in  keinem  reellen  Punkte  schneiden  oder  berühren,  so  werden  sie 
von   keiner  Geraden    der    Ebene    in   Punktenpaaren    geschnitten, 
die  sich  gegenseitig  trennen,  und  es  giebt  folglich  in  jeder  Geraden 
der  Ebene  zwei  Punkte  M^  N^  die  in  Bezug  auf  jene  beiden  und 
folglich  bezüglich  aller  Kegelschnitte  des  Büschels  conjugirt  sind; 
diese  beiden  Punkte  M^  N  sind   die  Ordnungspunkte   der  involu- 
torischen Punktreihe,  in  welcher  der  Kegelschnittbüschel  von  der 
Geraden  geschnitten  wird. 

Da  ein  F^-Büschel    mit    einer  Ebene  allemal  einen  Kegel- 
schnittbüschel gemein  hat,  so  ergiebt  sich  aus  dem  obigen  Satze : 
„Ein  i^-Büschel  wird  von  jeder  Geraden,  die  durch  keinen 
„gemeinschaftlichen  Punkt  seiner  Flächen   geht,   in   einer   in- 
„volutorischen   Punktreihe   geschnitten;   die   Gerade  wird   von 
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^yhöchstens   zwei  Flächen   des  Büschels  berührt,   und  zwar  in 

,,den  Ordnungspunkten  dieser  Punktreihe. ^ 
Aus  dieser  Eigenschaft  der  f'^-Büschel  lässt  sich  eine  sehr  ein- 
fache Lösung    der   schon   früher  (Seite  153)   gestellten   Aufgabe 
ableiten : 

^Die    Fläche    II.  Ordnung    zu    construiren,    welche    einem 

^durch  zwei  seiner  Flächen  F^  und  F]  bestimmten  i^-Büschel 

„angehört  und  durch  einen  beliebig  angenommen  Punkt  P  geht." 
Man  lege  durch  P  Gerade,  welche  die  Flächen  F^  und  i^  in  je 
zwei  reellen  Punkten  schneiden.  Jede  dieser  Geraden  wird  von 
dem  i'^-Büschel  in  einer  involutorischen  Punktreihe  geschnitten, 
welche  durch  jene  zwei  Paar  Schnittpunkte  völlig  bestimmt  ist; 
die  gesuchte  Fläche  aber  geht  durch  den  Punkt,  welcher  in  der 
Punktreihe  dem  Punkte  P  zugeordnet  ist.  —  Die  Construction  ist 
nur  dann  nicht  immer  direct  anwendbar,  wenn  die  Flächen  F^ 
und  F\  sich  gegenseitig  ausschliessen.  In  diesem  Falle  construiren 
wir  zunächst  auf  die  angegebene  Weise  innerhalb  F^  irgend  eine 
dritte  Fläche  F]  des  Büschels ;  alsdann  können  durch  P  unendlich 
viele  Secanten  an  F^  und  Fl  gezogen  werden,  und  die  Construction 
führt  zum  Ziele.  Man  kann  von  ihr  bei  der  Aufgabe  Gebrauch 
machen:  ;, Durch  neun  Punkte  eine  Hache  IL  Ordnung  zu  legen'', 
deren  Lösung  am  Ende  des  letzten  Vortrages  angegeben  wurde. 
Vier  Kegelschnitte  eines  Kegelschnittbüschels  sollen  vier 
harmonische  Kegelschnitte  genannt  werden,  wenn  sie  auf  vier 
harmonischen  Flächen  eines  i^-Büschels  liegen.  Die  Polaren 
eines  beliebigen  Punktes  der  Ebene  hinsichtlich  der  vier  har- 
monischen Kegelschnitte  bilden  einen  harmonischen  Strahlen- 
büschel, wenn  sie  nicht  ausnahmsweise  zusammenfallen.  Im  All- 
gemeinen besitzt  die  Ebene  eines  Kegelschnittbüschels  mindestens 
einen  Punkt  und  höchstens  drei  Punkte,  für  welche  die  sämmt- 
lichen  Polaren  sich  vereinigen;  nämlich  da  die  Geraden,  welche 
hinsichtlich  des  F2- Büschels  den  Punkten  der  Ebene  conjugirt 
sind,  im  Allgemeinen  aus  den  Sehnen  einer  Eaumcurve  dritter 
Ordnung  bestehen,  so  liegen  in  der  Ebene  höchstens  drei  der- 
selben und  mindestens  eine. 

Den  Kegelschnittbüschel  können  wir  auf  ein  beliebiges  Ele- 
mentargebilde projectivisch  beziehen,  so  dass  je  vier  harmonischen 
Kegelschnitten  des  ersteren  allemal  vier  harmonische  Elemente 
des  letzteren  entsprechen.  Weisen  wir  z.  B.  jedem  Kegelschnitte  i- 
des  Büschels  die  Gerade  zu,  welclie  von  einem  beliebigen  Punkte 


Projectivische  Beziehungen  der  F*- Büschel.  161 

der  Ebene  die  Polare  ist  in  Bezug  auf  k^^  so  ist  der  von  den 
Polaren  gebildete  Strahlenbüschel  projectivisch  auf  den  Kegel- 
schnittbüschel bezogen ;  und  mittelst  eines  solchen  Strahlenbüschels 
kann  dann  auch  jedes  andere  Elementargebilde  projectivisch  auf 
den  Kegelschnittbü«chel  bezogen  werden.  Der  letztere  ist  auch 
zu  jedem  i^-Büschel  projectivisch,  von  welchem  er  ein  Schnitt 
ist;  denn  je  vier  harmonischen  Kegelschnitten  des  Curvenbüschels 
entsprechen  die  vier  durch  sie  hindurchgehenden  harmonischen 
Flächen  des  Flächenbüschels,  rfier  kann  jedoch  der  beachtens- 
werthe  Fall  eintreten,  dass  nicht  jede  der  Flächen  IL  Ordnung 
von  der  Ebene  des  Curvenbüschels  geschnitten  wird;  so  dass 
freilich  jedem  Kegelschnitt  dieses  Büschels  eine  der  Flächen 
IL  Ordnung  entspricht,  nicht  aber  jeder  dieser  Flächen  einer  von 
den  Kegelschnitten.  Alsdann  sind  die  Strahlenbüschel,  welche  von 
den  Polaren  beliebiger  Punkte  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte 
gebildet  werden,  unvollständig  und  bestehen  nur  aus  Winkeln; 
für  diese  Winkel  gelten  jedoch  die  vorhin  angegebenen  projec- 
tivischen  Beziehungen.  Und  diejenigen  Flächen  IL  Ordnung, 
welche  von  der  Ebene  des  Kegelschnittbüschels  nicht  getroffen 
werden,  bestimmen  gleichwohl  in  dieser  Ebene  je  ein  Polarsystem, 
welches  zwar  keine  Ordnungscurve  besitzt,  aber  in  vieler  Hinsicht 
eine  Curve  IL  Ordnung  vollständig  vertritt.  Uebrigens  kann  der 
genannte  Fall  nur  dann  eintreten,  wenn  die  Kegelschnitte  keine 
reellen  Punkte  mit  einander  gemein  haben. 

Haben  die  Flächen  eines  i^'^. Büschels  einen  reellen  Punkt  U 
mit  einander  gemein,  so  wird  eine  beliebig  durch  U  gelegte 
Gerade  j,  die  auf  keiner  der  Flächen  enthalten  ist,  von  denselben 
in  je  einem  yon  U  verschiedenen  Punkte  geschnitten,  und  um- 
gekehrt muss  durch  jeden  solchen  Punkt  von  g  eine  einzige  Fläche 
des  Büschels  hindurchgehen.     Ich  behaupte  nun: 

„Wenn  an  jeder  Fläche  des  -P2-Bü8chels  in  ihrem  von  f/ver- 

^^schiedenen  Schnittpunkte  mit  der^Geraden  g  eine  Berührungs- 

„Ebene    construirt    wird,    so    bilden    alle    diese    Berührungs- 

„Ebenen  einen  Ebenenbüschel  I.  oder  IL  Ordnung,  welcher  zu 

^der  Pimktreihe  g  perspectivisch  isf 

Jede  dieser  Berührungs-Ebenen  verbindet  einen  Punkt  von  g  mit 

der  ihm  conjugirten  Geraden.    Ferner  bilden  alle  Geraden,  welche 

den  Punkten  von  g  conjugirt  sind,  eine  zu  g  projectivische  Kegel- 

ftäche  IL  Ordnung  oder  Regelschaar  (Seite  155),   und  der  Punkt 

U  liegt  auf  dem  ihm  conjugirten  Strahle  dieses  Gebildes.     Im 

Reye,  Geometrie  der  Lage.    H.    2.  Aufl.  \\ 
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Falle  der  Kegelfläche  II.  Ordnung  folgt  daher  der  Satz  aus  einem 
früher  bewiesenen  (I.  Abth.  Seite  111).  Im  Falle  der  R^elschaar 
verbinden  wir  drei  beliebige  Punkte  A^  B^  C  der  Punktreihe  g 
mit  den  ihnen  conjugirten  Geraden  durch  Ebenen,  die  sich  in  einem 
Punkte  S  schneiden.  Die  Regelschaar  wird  aus  S  durch  einen 
Ebenenbüschel  I.  oder  IL  Ordnung  projicirt,  welcher  auch  zu  der 
Punktreihe  g  projectivisch  sein  muss  und  zu  derselben  perspec- 
tivische  Lage  hat,  weil  vier  Ebenen  des  Büschels  durch  die  ihnen 
entsprechenden  Punkte  t/,  A^  B,  C  von  g  hindurchgehen  (I.  Abth. 
Seite  109). 

Jede  Ebene  des  Büschels  I.  oder  IL  Ordnung  enthält  auch 
die  Polare  von  g  in  Bezug  auf  diejenige  Fläche  II.  Ordnung, 
welche  von  der  Ebene  berührt  wird.  Der  Ebenenbüschel  ist  folg- 
lich auch  zu  der  Kegelfläche  II.  Ordnung  oder  der  Regelschaar 
perspectivisch,  welche  von  den  Polaren  der  Geraden  g  gebildet 
wird,  und  somit  projectivisch  zu  dem  jF^-Büschel.  Daraus  folgt 
aber,  dass  auch  die  Punktreihe  g  projectivisch  auf  den  F^-Büschel 
bezogen  ist,  wenn  jedem  von  U  verschiedenen  Punkte  von  g  die 
durch  ihn  gehende  Fläche  des  Büschels  zugewiesen  ist.  Nach  der 
Analogie  mit  früheren  Sätzen  wollen  wir  in  diesem  Falle  sagen, 
die  Punktreihe  g  liege  perspectivisch  zu  dem  Flächenbüschel  oder 
sei  ein  Schnitt  desselben;  wir  erhalten  dann  den  Satz: 

„Alle  Gerolden,   welche  je  einen  gemeinschaftlichen  Punkt 
,der  Flächen   IL  Ordnung   enthalten  und  keiner  der  Flächen 
„angehören,  werden  von  dem  Flächenbüschel  in  projectivischen 
„Punktreihen  geschnitten;  letztere  sind  auch  zu  dem  Flächen- 
„büschel  projectivisch  und  liegen  zu  ihm  perspectivisch.*' 
Für   Kegelschiüttbüschel    haben   wir    denselben«  Satz   der  Haupt- 
sache nach  bereits  früher  (Seite  121)  ausgesprochen,  wenn  auch 
in  anderer  Form.  ,Der  Beweis  vereinfacht  sich  in  dem  speciellen 
Falle,    wenn    die   Gerade   g    in    einer   Ilauptebene    des   Flächen- 
büschels liegt 

Die  projectivische  Verwandtschaft,  welche  sich  zwischen 
I*1ächenbüscheln  IL  Ordnung  und  beliebigen  Elementargebilden 
aufstellen  lässt,  führt  uns  zu  einer  Fülle  von  neuen  interessanten 
Aufgaben.    Wir  wollen  von  denselben  nur  die  folgende  besprechen: 

^Von  welcher  Onlnung  ist  die  Fläche,  welche  ein  F^. Büschel 
„mit  einem  zu  ihm  projectivischen  Ebenenbüschel  I.  Ordnung 
„erzeugt?^ 
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Der  so  erzeugten  Fläche  gehört  jeder  Kegelschnitt  an,  den  irgend 
eine  Fläche  des  i^-Büschels  mit  der  ihr  entsprechenden  Ebene 
gemein  hat;  sie  enthält  deshalb  die  Axe  des  Ebenenbüschels  und 
jeden  gemeinschaftlichen  Punkt  der  Flächen  IL  Ordnung.  Eine 
Gerade,  welche  die  Axe  des  Ebenenbüschels  schneidet,  hat  ausser 
dem  Schnittpunkt  noch  höchstens  zwei  Punkte  mit  der  Fläche 
gemein,  wenn  sie  nicht  ganz  in  dieselbe  hineinfällt.  Wir  werden 
zeigen,  dass  die  Fläche  mit  einer  beliebigen  Geraden  jr,  die  nicht 
ganz  in  sie  hineinfällt,  höchstens  drei  Punkte  und  mindestens 
einen  Punkt  gemein  hat,  also  von  der  dritten  Ordnung  ist. 

Die  Gerade  g  wird  von  dem  Ebenenbüschel  in  einer  zu  ihm 
und  zum  Flächenbüschel  projectivischen  Punktreihe  geschnitten. 
Wir  wollen  nun  zunächst  beweisen: 

^Wenn  ein  gerades  Gebilde  g  auf  einen  i^2-Büschel  projec- 
^tivisch  bezogen  ist,  und  man  construirt  zu  jedem  Punkte  P 
„von  g  die  Polar -Ebene  in  Bezug  auf  die  ihm  entsprechende 
„Fläche  it^   des  Büschels,   so  bilden  alle  diese  Polar-Ebenen 
„einen  zu  g  projectivischen  ElJenenbüschel  II.  Ordnung,    und 
„nur  in  ganz  speciellen  Fällen  schneiden  sie  sich  in  einer  und 
„derselben  Geraden.*' 
Zu  dem  Punkte  P  von  g  construiren  wir  die  Polar -Ebene  hin- 
sichtlich der  ihm  entsprechenden  Fläche  tc^,  indem  wir  die  Polare 
von  g  in  Bezug  auf  ti^  mit  derjenigen  Geraden  verbinden,  welche 
dem  Punkte  P  hinsichtlich  des  Flächenbüschels  conjugirt  ist.    Den 
Punkten  von  g  sind  aber  die  Strahlen  einer  zu  g  projectivischen 
Regelschaar  oder  Kegelfläche  IL  Ordnung  conjugirt;  und  die  Po- 
laren von  g  bilden   eine  zweite,   zu  dem  Flächenbüschel  projec- 
tivische  Regelschaar  resp.  Kegelfläche   IL  Ordnung.     Die   beiden 
Strahlengebilde,   welche  wir  so  erhalten,   sind  aber  projectivisch, 
weil  das  gerade  Gebilde  und  der  Flächenbüschel  projectivisch  sind ; 
und  sie  erzeugen  (I.  Abth.  Seite  112)  im  Allgemeinen  einen  zu  g 
projectivischen  Ebenenbüschel   IL  Ordnung,    weil  im  ersten  Fall 
jede  der  Regeischaaren  die  Leitschaar  der  anderen  ist   und  weil 
im  zweiten  Falle  die  beiden  Kegelflächen  IL  Ordnung  in  einander 
liegen  (Seite  155).    Nur  dann  gehen  die  Verbindungs- Ebenen  von 
je  zwei  einander  entsprechenden  Strahlen  durch  eine  und  dieselbe 
Gerade,  wenn  im  letzteren  Falle  die  Kegelflächen  IL  Ordnung  in- 
volutorisch  liegen.     Wir  wollen  hierauf  nicht  näher  eingehen,  da 
der  zweite  Fall  ohnehin  nur  bei  besonderer  Lage  der  Geraden  g 
eintritt. 

11* 
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Die  Punktreihe  g  liegt  nun  entweder  perspectiyisch  zu  jenem 
Ebenenbüschel  IL  Ordnung,  oder  mindestens  ein  Punkt  und  höchstens 
drei  Punkte  von  g  liegen  in  den  ihnen  entsprechenden  Ebenen  des 
Büschels  (I.  Abth.  Seite  108)*).  Jeder  solche  Punkt  ist  aber  sich 
selbst  conjugirt  hinsichtlich  der  ihm  entsprechenden  Mäche  des 
i''^ -Büschels;  oder: 

„Wenn  ein  gerades  Gebilde  g  auf  einen  F^.ßügchel  projec- 
^tiyisch  bezogen  ist,  so  liegen  höchstens  drei  Punkte  von  g 
i^auf  den  ihnen  entsprechenden  Flächen  II.  Ordnung  und 
„mindestens  ein  Punkt,  es  sei  denn,  dass  das  gerade  Gebilde 
„zu  dem  Flächenbüschel  perspectivische  Lage  hat^' 
Daraus  ergiebt  sich  nunmehr  als  Lösung  der  vorhin  gestellten 
Aufgabe  der  Satz: 

Ein  Büschel  von  Flächen  II.  Ordnung  erzeugt  mit  einem  zu 
ihm  projectivischen  Ebenenbüschel  I.  Ordnung  eine  Fläche  dritter 
Ordnung,  welche  mit  jeder  nicht  auf  ihr  gelegenen  Geraden 
höchstens  drei  Punkte  und  mindestens  einen  Punkt  gemein  hat. 
Diese  Fläche  dritter  Ordnurtg  geht  durch  alle  gemeinschaftlichen 
Punkte  der  Flächen  IL  Ordnung  und  durch  die  Axe  a  de* 
Ebenenbüschels,  Von  den  Ebenen  des  letzteren  wird  sie  ausser- 
dem in  Curven  IL  Ordnung  geschnitten^  und  diese  wiederum 
schneiden  die  Axe  a  t7i  einer  involtUorischeti  Punktreihe. 
Besteht  der  Ebenenbüschel  aus  den  Polar -Ebenen  eines  beliebigen 
Punktes  in  Bezug  auf  die  Flächen  II.  Ordnung,  so  folgt: 

^Die  Berührungspunkte  aller  Tangenten,  welche  aus  einem 
„beliebigen  Punkte  an  die  Flächen  eines  /'^-Büschels  gezogen 
„werden  können,  liegen  auf  einer  Fläche  dritter  Ordnung.  Die- 
„selbe  geht  durch  jenen  Punkt  und  durch  die  ihm  conjugirte 
„Gerade  a  und  hat  mit  einer  durch  a  gelegten  Ebene  entweder 
„nur  diese  Gerade  a  oder  noch  einen  K^elschnitt  gemein;  sie 
„geht  ausserdem  durch  jeden  gemeinschaftlichen  Punkt  der 
„Flächen  II.  Ordnung.*' 


*)  Entsprechen  der  Geraden  g  zwei  involntorLich  liegende  KegelfliclieB 
II.  Ordnung,  so  gelangen  wir  xn  demselben  Ergebniss  wie  folgt  Wir  pivji- 
ciren  ans  der  InTolntionsaxe  der  Kegelflächen  die  Ponktreihe  g  dnrrh  einen 
Ebenenbüschel.  Dieser  ist  auch  xu  den  Kegelflächen  projectiTisch  und  folgiirb 
gehen  höchstens  drei  seiner  Ebenen  durch  die  entsprechenden  Strahlen  d<f 
letzteren  und  mindestens  eine. 
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Axeo  der  tegelsehnitte,  die  aaf  einer  Fläche  IL  Ordnung  liegen. 

Normalen  der  Fläehe  IL  Ordnung. 


Wir  wollen  von  den  Sätzen  des  achtzehnten  Vortriiges  über 
die  tetraedralen  Strahlencomplexe  eine  weitere  Anwendung  machen, 
indem  wir  zeigen,  dass  die  Normalen  einer  Fläche  IL  Ordnung 
und  die  Axen  aller  auf  der  Fläche  enthaltenen  Kegelschnitte  einen 
solchen  Strahlencomplex  bilden.  Wir  werden  dabei  die  bis  jetzt 
bekannten  wichtigeren  Sätze  über  diese  Normalen  und  Axeu  in 
einem  sehr  einfachen  Zusammenhange  kennen  lernen.  Von  der 
folgenden  Untersuchung  schliesse  ich  zunächst  nur  den  Fall  aus, 
in  welchem  die  gegebene  Hache  IL  Ordnung  eine  Cylinderfläche  ist. 

Die  Polare  einer  Normalen  der  Fläche  IL  Ordnung,  d.  h. 
einer  Geraden,  welche  in  einem  Punkte  der  Fläche  auf  der  .Be- 
rührungsebene dieses  Punktes  senkrecht  steht,  liegt  in  dieser  Be- 
rührungsebene, ist  also  zu  der  Normalen  rechtwinklig.  Suchen 
wir  demnach  sämmtliche  Gerade  des  Raumes,  welche  zu  ihren 
Polaren  rechtwinklig  sind,  so  sind  unter  ihnen  auch  die  Normalen 
der  Fläche  IL  Ordnung  enthalten.  Zu  diesen  Geraden  gehören 
die  Axen  eines  jeden  auf  der  Fläche  gelegenen  Kegelschnittes; 
denn  eine  solche  Axe  ist  zu  allen  Geraden  conjugirt,  welche  in 
der  Ebene  des  Kegelschnittes  zu  ihr  normal  gezogen  werden 
können;  und  weil  der  unendlich  ferne  Punkt,  durch  welchen  diese 
Geraden  gehen,  auch  auf  der  Polare  der  Axe  liegen  muss  (Seite  39), 
so  ist  auch  diese  Polare  zu  der  Axe  rechtwinklig,  ohne  jedoch 
sie  zu  schneiden.  Umgekehii;  ist  jede  Gerade  des  Raumes,  welche 
zu  ihrer  Polare  normal  ist,  die  Axe  eines  Kegelschnittes  der 
Fläche  IL  Ordnung  oder  doch  eines  ebenen  Polarsystems,  welches 
dem  von  der  Fläche  bestimmten  räumlichen  Polarsysteme  ange- 
hört; und  zwar  geht  die  Ebene  dieses  Polarsystems  durch  die 
Gerade  und  ist  parallel  zu  deren  Polare.  Wird  die  Gerade  von 
ihrer  Polare  geschnitten,  so  liegen  beide  in  einer  Berührungs- 
ebene der  Fläche  IL  Ordnung,  und  ihr  Schnittpunkt  fällt  mit  dem 
Berührungspunkte  zusammen;  der  Kegelschnitt  aber,  als  dessen 
Axen  sie  betrachtet  werden  können,   reducirt  sich   auf  den  Be- 
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rührungspunkt  oder  auch  auf  eine  oder  zwei  Gerade  der  Fläche 
IL  Ordnung. 

Die  drei  Hauptaxen  jeder  Kegelfläche  IL  Ordnung,  welche 
der  gegebenen  Fläche  IL  Ordnung  unischrieben  ist,  gehören  gleich- 
falls zu  den  hier  betrachteten  Geraden.  Denn  weil  diese  drei 
Hauptaxen  sich  rechtwinklig  schneiden  und  paarweise  conjugirt 
sind,  soliegt  die  Polare  einer  jeden  von  ihnen  in  der  Ebene  der 
beiden  andern  und  ist  zu  der  ihr  zugeordneten  Hauptaxe  recht- 
winklig. Jede  Gerade,  welche  zu  ihrer  Polare  normal  ist,  kann 
als  Hauptaxe  einer  solchen  umschriebenen  Kegelfläche  oder  doch 
eines  polaren  Strahlenbündels  betrachtet  werden,  welcher  dem  von 
der  Fläche  IL  Ordnung  bestimmten  räumlichen  Polarsysteme  an- 
gehört; upd  zwar  wird  die  Gerade  im  Mittelpunkte  der  K<^el- 
fläche  oder  des  Bündels  von  einer  zu  ihr  senkrechten  und  durch 
die  Polare  gehenden  Ebene  geschnitten. 

Wir  wollen  hiernach  jede  Gerade  des  Raumes,  welche  zu 
ihrer  Polare  normal  ist,  eine  ^Axe*'  der  Fläche  IL  Ordnung 
nennen;  das  Vorhergehende  können  wir  dann  wie  folgt  zusammen- 
fassen : 

Die  Axen  jedes  auf  der  Fläche  IL  Ordnuiig  gelegenen  Kegd^ 
Schnittes   und   die   Hauptaxen  jeder   der   Fläche   umschriAeneH 
Kegelfläche,  so  wie  alle  Normalen  der  Fläche  IL  Ordnumj  sind 
Axen   dieser  Fläche,   d,  h,   zu  ihren  resp.  Polaren  rechtwinklig» 
Umgekehrt  ist  jede  Axe   der  Fläclie   zugleich  Axe  einen   ebenen 
Polarsystems   und    eines  polaren   Strahlenbündels ,    welche   beide 
dem  von  der  Fläche  IL  Ordnung  bestimmten  räumlichen  Pular- 
Systeme  angehören.    Die  Axen  der  Fläche  sind  in  diesem  I\Aar' 
Systeme  paai^weise'  einaiuler  zugeordnet. 
Eine   Fläche   IL  Ordnung,  die  keine  Rotationsfläche  ist,   hat 
(nach  Seite  43  und  45)  entweder  drei  Symmetrie -Ebenen,  die  sich  in 
den   drei   Hauptaxen   rechtwinklig   schneiden,    und    einen   Mittel- 
punkt; oder  sie  hat  nur  zwei  Symmetiie- Ebenen,  die  sich  in  einer 
Hauptaxe  rechtwinklig  schneiden,  und  ist  ein  Paraboloid,  welche^ 
keinen  Mittelpunkt  besitzt.     Weil  die  Geraden,  welche  auf  einer 
Symmetrie -Ebene  senkrecht   stehen,   zugleich   auf  ihren   Polaren 
senkrecht    sind,    indem    diese    in    der    Symipetrie- Ebene    hegen, 
so  folgt: 

Jede  Gerade,  welche  in  einer  Symmetrie- Ebene  liegt,  ittler 
eine  solche  rechtwinklig  schneidet,  ist  eine  Axe  der  Flächt 
IL  Ordnung. 
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Ein  beliebiger  Durchmesser  der  Fläche  II.  Ordnung  steht  im 
Allgemeinen  nicht  senkrecht  zu  den  ihm  conjugirten  Ebenen; 
doch  giebt  es  in  jeder  solchen  Ebene  Strahlen,  welche  zu  dem 
Durchmesser  senkrecht  stehen.  Und  weil  diese  Strahlen  zugleich 
dem  Durchmesser  conjugirt  sind,  so  schneidet  diejenige  durch 
letzteren  gelegte  Ebene,  welche  jenen  Strahlen  parallel  läuft,  die 
Fläche  IL  Ordnung  in  einem  Kegelschnitt,  von  welchem  der 
Durchmesser  eine  Axe  ist;  oder  auch  sie  ist  der  Träger  eines 
ebenen  Polarsystems,  zu  dessen  Axen  der  Durchmesser  gehört. 
Also : 

J^der  Durchmesser  der  Fläche  IL  Ordnung  ist  zugleich  eine 

Axe  derselben. 
Wenn  die  Fläche  11'.  Ordnung  einen  Mittelpunkt  hat,  so  steht 
jede  Hauptaxe  derselben  auf  einer  Symmetrie -Ebene  senkrecht; 
ist  aber  die  Fläche  ein  elliptisches  oder  hyperbolisches  Paraboloid, 
so  laufen  mit  ihrer  Hauptaxe  alle  t)urchmesser  parallel.  Aus  den 
letzten  beiden  Sätzen  folgt  somit: 

Jede  Gerade^  welche  zu  einer  Bauptaxe  parcMel  läuft,  ist  eine 

Axe  der  Fläche  II,  Ordnung, 

Durch  jeden  Punkt  P  des  Raumes  gehen  unendlich  viele 
Axen  der  Fläche  II.  Ordnung,  und  eine  derselben  ist  die  Gerade 
«,  welche  durch  den  Punkt  P  senkrecht  zu  seiner  Polar -Ebene  7t 
gelegt  werden  kann.  Sei  n|  die  in  tt  liegende  Polare  von  n,  und 
suchen  wir  zunächt  alle  übrigen  in  tt  gelegenen  Axen.  Jede  der- 
selben steht  auf  der  Polar-Ebene  desjenigen  Punktes  senkrecht, 
in  welchem  sie  von  n|  geschnitten  wird;  denn  diese  Polar-Ebene 
enthält  ausser  n  noch  die  Polare  der  Axe,  also  zwei  zu  dieser 
Axe  senkrechte  Gerade.  Wir  finden  also  die  sämmtlichen  in  tt 
gelegenen  Axen,  indem  wir  aus  jedem  Punkte  der  Geraden  n|  auf 
dessen  Polar- Ebene  eine  Senkrechte  fällen.  Diese  Polar-Ebenen 
bilden  aber  einen  Büschel  /i,  welcher  zu  der  Punktreihe  n|  projec- 
tivisch  ist;  und  daraus  folgt,  dass  jene  Senkrechten  entweder 
alle  durch  einen  Pimkt  gehen,  oder  eine  P.arabel  umhüllen.  Wir 
können  nämlich  die  unendlich  ferne  Punktreihe  der  Ebene  tc  projec- 
tivisch  so  auf  den  Ebenenbüschel  n  beziehen,  dass  jede  Ebene 
des  Büschels  senkrecht  steht  zu  der  Richtung,  in  welcher  der 
entsprechende  unendlich  ferne  Punkt  liegt.  Damit  ist  aber  die 
unendlich  ferne  Punktreihe  auch  auf  die  Punktreihe  n|  projec- 
tivisch  bezogen,  und  erzeugt  mit  derselben  jene  Scliaar  von  Senk- 
rechten ;  und  diese  berühren  im  Allgemeinen  eine  Curve  II.  Ordnung, 
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zu  deren  Tangenten  auch  n|  und  die  unendlich  ferne  Gerade  ge- 
hören und  welche  daher  eine  Parabel  ist  Diejenigen  Axen, 
welche  durch  den  Punkt  P  gehen,  sind  die  Polaren  von  den  in  n 
gelegenen  Axen;  und  wenn  letztere  eine  Parabel  umhüllen,  so 
müssen  die  ersteren  auf  einer  Kegelfläche  IL  Ordnung  liegen. 
Mit  Berücksichtigung  des  Vorhergehenden  können  wir  daher  die 
Sätze  aufstellen: 

^Die  Axen,  welche  in  einer  gegebenen  Ebene  n  liq^en,  um- 
;,hüllen  eine  Parabel;  dieselbe  wird  auch  von  den  Geraden 
„berührt,  in  welchen  tc  die  Symmetrie-Ebenen  der  Fläche  IL  Ord- 
;,nung  schneidet^ 

;,Die  Axen,  welche  durch  einen  gegebenen  Punkt  P  gehen^ 
^bilden  eine  Kegelfläche  IL  Ordnung;  dieselbe  geht  durch  die 
^Normalen,    welche    aus   P  auf   die   Symmetrie -Ebenen    der 
^Fläche  IL  Ordnung'  gefällt  werden  können,  sowie  durch  einen 
;, Durchmesser  dieser  Fläche.^ 
Die  Parabel  kann  jedoch,  wie  schon  bei  dem  Beweise  dieser 
Sätze  hervorgehoben  wurde,   sich  auf  Punkte  reduciren,   so  dass 
wir  statt  ihrer  Tangenten  Strahlenbüschel  L  Ordnung  erhalten; 
und  ebenso  kann  die  Kegelfläche  P  in  Strahlenbüschel  I.  Ordnung 
zerfallen.      Dieses   muss   für  jeden   Punkt  P  und  jede   Ebene   r 
z.  B.  dann  eintreten,  wenn  die  Fläche  IL  Ordnung  eine  Rotations- 
fläche ist,  weil  alsdann  unendlich  viele  Syrameti'ie-Ebenen  vorhanden 
sind,  die  sich  in  einer  Hauptaxe  h  schneiden.     Den  bisherigen 
Sätzen  zufolge  ist  in  diesem  Falle  jede  Gerade,  welche  entweder 
mit  der  Rotationsaxe  h  in  einer  Ebene  liegt  oder  dieselbe  recht- 
winklig kreuzt,  eine  Axe.    Wir  wollen  hinfort  die  Rotationsflächen 
IL  Ordnung  von  unserer  Untersuchung  ausschliessen. 

Werden  auf  einer  beliebigen  Axe,  die  weder  ein  Durchmesser 
der  Fläche  IL  Ordnung,  noch  zu  einer  Symmetrie -Ebene  recht- 
winklig ist,  zwei  eigentliche,  in  keiner  Symmetrie -Ebene  liegende 
Punkte  M  und  N  angenommen,  so  schneiden  sich  die  Axenkegel. 
deren  Mittelpunkte  M  und  N  sind,  in  der  Geraden  MN  und  einer 
Raumcui've  k^  dritter  Ordnung.  Diese  Curve  k^  enthält  di-ei  unend- 
lich ferne  Punkte,  nämlich  die  Pole  der  Symmetrie -Ebenen  und 
unendlich  fernen  Punkte  der  Hauptaxen;  denn  die  Geraden,  welche 
aus  M  und  N  normal  zu  den  Symmetrie-Ebenen  oder  auch  parallel 
zu  den  Hauptaxen  gezogen  werden  können,  sind  ebenfalls  Axen 
und  schneiden  sich  paarweise  in  jenen  drei  unendlich  fernen 
Punkten.    Wenn  die  Fläche  IL  Ordnung  einen  Mittelpunkt  besitzt. 
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SO  ist  auch  dieser  auf  der  Raumcurve  dritter  Ordnung  enthalten. 
Jeder  dritte  Axenkegel,  dessen  Mittelpunkt  O  auf  der  Curve  k^ 
liegt,  muss  durch  dieselbe  gehen,  weil  er  die  fünf  Axen  enthält, 
durch  welche  0  mit  -Af,  N  und  jenen  drei  unendlich  fernen  Curven- 
punkten  verbunden  wird.     Also: 

^Es  giebt  unendlich  viele  Raumcurven  dritter  Ordnung,  deren 
;,Tangenten  und  Sehnen  aus  lauter  Axen  der  Fläche  IL  Ord- 
„nung  bestehen.  Alle  diese  Curven  haben  drei  unendlich  ferne 
„Punkte,  nämlich  die  Pole  der  Symmetrie-Ebenen  und  unend- 
„lich  fernen  Punkte  der  Hauptaxen,  mit  einander  gemein,  so- 
„wie  den  Mittelpunkt  der  Fläche  II.  Ordnung,  falls  ein  solcher 
„vorhanden  isf 

Sind  irgend  zwei  dieser  Raumcurven  dritter  Ordnung  gegeben, 
also  auch  unendlich  viele  Axenkegel,  die  nicht  alle  durch  eine 
und  dieselbe  Raumcurve  hindurchgehen,  so  erzeugen  diese  Axen- 
kegel unendlich  viele  andere  solche  Raumcurven.  Durch  dieselben 
sind  in  jeder  beliebig  gegebenen  Ebene  unzählige  Axen  bestimmt, 
also  auch  der  Büschel  IL  Ordnung,  welchen  alle  in  der  Ebene 
gelegenen  Axen  bilden;  die  sämmtlichen  Axen  der  Fläche  IL  Ord- 
nung sind  folglich  durch  jene  zwei  Raumcurven  dritter  Ordnung 
völlig  bestimmt.  Liegen  die  beiden  Curven  auf  einem  und  demselben 
Axenkegel,  so  können  sie  als  Ordnungscurven  eines  durch  coUineare 
räumliche  Systeme  erzeugten  Strahlencomplexes  betrachtet  werden; 
dieser  Complex  aber  muss  nach  dem  Vorhergehenden  alle  Axen 
der  Fläche  IL  Ordnung  enthalten  und  besteht  aus  diesen  Axen. 
Also: 

Die  Axen  einer  Fläche  IL  Ordnung  bilden  einen  Strahlen- 
complex,  welcher  auch  durch   coUineare  räumliche  Systeme  er- 
zeugt werden  kann.     Hai  die  Fläche  IL  Ordnung  eiiien  Mittel- 
pufikt^   80   bildet  dieser  mit  den  unendlich  fernen  Punkten  der 
drei  Hauptaxen  das  Haupttetraeder  des   Strahlencomplexes;  ist 
dagegen  die  Fläche  IL  Ordnung  ein  Pardboloid,  so  besitzt  der 
Strahlencomplex  nur  drei  Hauptpunkte,  nämlich  die  unendlich 
fernen  Pole  beiden'  Symmetrie-Ebenen   und  den  unendlich  feimen 
Punkt  der   Hauptaxe,   sowie   drei  Haupt- Ebenen,    nämlich  die 
Symmetrie- Ebenen  und  die  unendlich  ferne  Ebene. 
Die  Sätze  des  achtzehnten  Vortrages  über  Strahlencomplexe 
zweiten  Grades  gelten  also  auch  für  den  Axencomplex  einer  Fläche 
IL  Ordnung;  so  z.B.  der  Satz,  dass  die  Complexstrahlen,  welche 
durch  einen  Punkt  P  gehen  oder  in  einer  Ebene  ti  liegen,  nur 
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dann  zwei  Strahlenbüschel  I.  Ordnung  bilden,  wenn  P  in  einer 
Ilauptebene  liegt,  oder  ir  durch  einen  Hauptpunkt  geht  Wir 
wollen  jedoch  für  den  Axencomplex  einer  Fläche  zweiter  Ordnung 
die  einzelnen  Fälle  dieses  Satzes  ihrer  Wichtigkeit  wegen  noch 
einmal  direkt  beweisen. 

„Die  Axen,  welche  auf  einer  Durchmesser-Ebene  der  Fläche 
„II.  Ordnung    liegen,    bilden    einen   Durchmesserbüschel    und 
^ einen  Büschel  paralleler  Strahlen;  und  umgekehrt:  Alle  Axen, 
^welche  eine  gegebene  Richtung  haben,  liegen  in  einer  Durch- 
^messer-Ebene  der  Fläche  IL  Ordnung.^ 
Ist  nämlich  7t  eine  Durchmesser-Ebene,  so  liegt  ihr  Pol  P  unend- 
lich fem  in   der  Richtung   der   zu  tz   conjugirten   Sehnen.     Die 
Parallelen,  welche  normal  zu  dieser  Richtung  in  it  gezogen  werden 
können,  sind  Axen  der  Fläche  IL  Ordnung,  und   ebenso  deren 
Polaren,  welche  durch  P  gehen  und  in  einer  zweiten  Durchmesser- 
Ebene  liegen.    Beiläufig  folgt: 

„Die  Axen,  welche  durch  irgend  zwei  auf  einem  Durch- 
„messer  gelegene  Punkte  gehen,  sind  paarweise  parallel;  die 
„beiden  Kegelflächen,  auf  welchen  sie  liegen,  berühren  sich  in 
Jenem  Durchmesser  und  gehen  durch  denselben  unendlich 
„fernen  Kegelschnitt." 

,.Die  Parabeln,  welche  von  allen  in  parallelen  Ebenen  ge- 

„legenen  Axen  eingehüllt  werden,   sind  Schnitte  einer  Kegel- 

^oder  Cy linderfläche,   deren   Strahlen  aus  Durchmessern  der 

„gegebenen  Fläche  IL  Ordnung  bestehen.^ 

Wenn  ein  Paukt  P  in   einer  Symmetrie -Ebene  7   der  Fläche 

IL  Ordnung  liegt,  so  ist  jeder  durch  P  in  -y  gezogene  Strahl  eine 

Axe  der  Fläche;  die  Kegelfläche,  auf  welcher  alle  durch  P gehenden 

Axen  liegen,  zerfällt  demnach  in  zwei  Strahlenbüschel.     Der  eine 

dieser  Büschel   liegt  in  7,   der  andere  geht  durch  diejenige  Axe, 

welche  im  Punkte  P  zu  der  Symmetrie-Ebene  7  normal  ist.     Also: 

„Die  Axen,  welche  durch  irgend  einen  Punkt  einer  Sym- 

„metrie-Ebene  7  gehen,  bilden  zwei  Strahlenbüschel,  von  denen 

„der  eine  in  7  liegt,  der  andere  in  einer  zu  7  normalen  Ebene." 

Aus  diesem  Satze  folgt: 

„Ist  die  Gerade  n  senkrecht  zu  der  Symmetrie-Ebene  7,  so 
„bilden  diejenigen  Axen,  welche  von  n  geschnitten  werden, 
„Kegelflächen  IL  Ordnung,  deren  Mittelpunkte  in  n  liegen  und 
„welche  mit  7  eine  und  dieselbe  gleichseitige  Hyperbel  gemein 
„haben.'' 
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Nämlich  eine  beliebige  dieser  Kegelflächen  hat  mit  y  eine  Hyperbel 
gemein,  welche  durch  den  Schnittpunkt  von  n  und  7  und  durch 
den  Mittelpunkt  der  Mäche  II.  Ordnung  hindurchgeht,  wenn  ein 
solcher  vorhanden  ist,  und  von  deren  Asymptoten  die  eine  senk- 
recht, die  andere  parallel  zu  einer  von  7  verschiedenen  Symmetrie- 
Ebene  ist.  Nach  dem  vorhergehenden  Satze  aber  ist  jede  Gerade, 
welche  einen  Punkt  der  Hyperbel  mit  einem  Punkte  der  Geraden  n 
verbindet,  ebenfalls  eine  Axe  der  Fläche  IL  Ordnung.  Ebenso 
folgt  der  Satz: 

^Diejenigen  Axen,  welche  eine  Symmetrie-Ebene  y  in  einer 
„auf  derselben  gelegenen  Geraden  g  schneiden,  berühren  ent- 
„ weder  einen  parabolischen  Cylinder,  welcher  zu  -y  senkrecht 
„ist;  oder  sie  schneiden,  wenn  g  zu  einer  zweiten  Symmetrie- 
„Ebene  yi  normal  ist,  eine  in  yi  gelegene  und  zu  y  senkrechte 
„Gerade  j|.^ 

Im  letzteren  Falle  gehören  alle  Geraden,  welche  g  und  gi  schneiden, 
zu  dem  Axencomplex.  Fällt  man  von  den  Punkten,  in  welchen 
irgend  eine  Axe  a  der  Fläche  zweiter  Ordnung  die  beiden  Sym- 
metrie-Ebenen 7  und  Yi  schneidet,  Perpendikel  auf  die  Hauptaxe 
YYi,  so  erhält  man  zwei  zusammengehörige  Gerade  g  und  ^|. 
Dieselben  beschreiben  zwei  projectivische  Parallelstrahlenbüschel 
in  Y  und  yi?  wenn  die  Axe  a  in  einer  Durchmesser- Ebene  einen 
Büschel  paralleler  Axen  besclireibt;  und  zwar  stehen  die  Abstände 
der  Geraden  g^  gi  vom  Mittelpunkte  der  Fläche  zweiter  Ordnung 
in  constantem  Verhältniss  zu  einander,  und  wenn  kein  Mittelpunkt 
existirt,  so  haben  g  und  gi  von  einander  einen  unveränderlichen 
Abstand.     Also : 

„Fällt  man  von  den  Punkten,  in  welchen  die  einzelnen 
„Axen  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  von  zwei  Symmetrie- 
„Ebenen  Yj  Ti  geschnitten  werden,  Perpendikel  auf  die  Haupt- 
„axe  YTi5  durch  welche  y  und  yi  gehen,  so  ist  im  Falle  eines 
„Ellipsoides  oder  Hyperboloides  das  Verhältniss  der  Abstände 
„dieser  beiden  Perpendikel  vom  Mittelpunkte  der  Fläche  ein 
„constantes,  im  Falle  eines  Paraboloides  aber  begrenzen  die 
„beiden  Perpendikel  auf  der  Hauptaxe  yTi  eine  Strecke  von 
„constanter  Länge.  ^ 

Aus  diesem  Satze  und  ebenso  aus  dem  früher  bewiesenen, 
dass  die  Strahlen  eines  tetraedralen  Complexes  von  den  Ebenen 
des  Haupttetraeders  (welches  im  vorliegenden  Falle  von  den  Sym- 
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metrie-Ebenen  und  der  unendlich  fernen  Ebene  gebildet  wird)  in 
projectivischen  Punktreihen  geschnitten  werden,  ergiebt  sich: 

„Die  Abschnitte,  welche  auf  den  Axen  eines  Ellipsoides, 
„eines  Hyperboloides  oder  einer  Kegelfläche  IL  Ordnung  von 
„den   drei   Symmetrie -Ebenen    der   Fläche    begrenzt   werden, 
„stehen  in  constantem  Verhältniss  zu  einander.*' 
Sind  von  einer  Fläche  II.  Ordnung  gegeben  die  Symmetrie- 
Ebenen  und  eine  beliebige  Axe  a,  so  kann  man  alle  übrigen  Axen 
leicht  construiren.     Man  bringe  die  Axe  a  zum  Durchschnitt  mit 
zwei  Symmetrie-Ebenen  y?  Ti  ^°^  ^^^1®  ^^^  ^^^  Schnittpunkten 
zwei  Perpendikel  j,  jj  auf  die  Hauptaxe  yyi;  dann  gehören  alle 
Geraden,  welche  g  und  gi  schneiden,  zu  den  Axen  der  Fläche. 
Eine  beliebige  Durchmesser- Ebene  8  enthält  allemal  eine  dieser, 
die  Linien  g  und  g^  schneidenden  Axen;  die  übrigen  in  8  liegenden 
Axen  sind  theils  zu  dieser  einen  Axe  parallel,  theils  bilden  sie 
einen    Durchmesserbüschel,    können    also    sämmtlich    construirt 
werden.    Da  nun  jede  Axe  der  Fläche  auf  irgend  einer  Durchmesser- 
Ebene  liegt,   so  kann  man  zu  ihr  auf  diese  Art  gelangen.     Also: 
„Der  Axencomplex  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  ist  völlig 
„bestimmt,  wenn  die  Symmetrie -Ebenen  der  Flächen  gegeben 
„sind  und  irgend  eine  Axe  a,    die  mit  keiner  Hauptaxe  in 
„einer  Ebene  liegt ^ 

Wir  können  nunmehr  den  folgenden  wichtigen  Satz  beweisen: 
Zu  einem  gegebenen  Axencomplexe  lassen  sich  unendlich  viele 
Flächen  IL  Ordnung  construiren;  oder  es  giebt  unendlich  viele 
Flächen  IL  Ordnung,  welche   dieselben  Axen  besitzen  wie  eine 
gegebene. 
Der  Axencomplex  sei  gegeben  durch  die  Symmetrie -Ebenen  und 
eine  beliebig  angenommene  Axe  a,  wie  im  vorigen  Satze.    Wir  er- 
richten  in   irgend   einem  Punkte  S  von  a  eine  zu  a  senkrechte 
Ebene   o,   und   construiren    eine  Fläche  IL  Ordnung,   welche  die 
gegebenen  Symmetrie -Ebenen  besitzt,   und  von  der  Ebene  o   im 
Punkte  S  berührt  wird.     Da  die  Gerade  a  eine  Normale  dieser 
Fläche  ist,   so  gehört  sie  nebst  jedem   anderen  Strahle  des  ge- 
gebenen Axencomplexes  zu  den  Axen  der  Fläche.     Und  weil  der 
Punkt   S  ganz   beliebig   auf  a  gewählt  ist,   und   wir   ausserdem 
statt    a    irgend    eine    andere    Axe    des    Complexes    bei    dieser 
Construction  benutzen  können,   so   ist  der  Satz  bewiesen,   sobald 
wir  gezeigt  haben,  dass  die  Construction  jener  Fläche  IL  Ordnung 
möglich  ist. 
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Sind  drei  Symmetrie -Ebenen  vorhanden,  so  bilden  dieselben 
mit  der  unendlich  fernen  Ebene  ein  Pol -Tetraeder  der  gesuchten 
Fläche;  und  letztere  ist  völlig,  bestimmt  als  Ordnungsfläche  des 
räumlichen  Polarsystems,  in  welchem  ausser  jenem  Pol -Tetraeder 
noch  der  Pol  S  der  Ebene  o  gegeben  ist  (vergl.  Seite  68).  Die 
Fläche  IL  Ordnung  geht  durch  die  acht  Eckpunkte  des  recht- 
winkligen Parallelepipedon,  dessen  Seitenflächen  zu  den  Symmetrie- 
Ebenen  parallel  laufen,  dessen  Diagonalen  im  Mittelpunkte  M  der 
Fläche  sich  halbiren  und  von  welchem  der  Punkt  S  ein  Eckpunkt 
ist  Die  drei  durch  S  gehenden  Seitenflächen  des  Parallelepipedon 
schneiden  die  Fläche  in  Curven  IL  Ordnung,  von  welchen  wir  ausser  S 
noch  je  drei  Punlfte  und  die  in  o  liegende  Tangente  von  S  kennen. 
Diese  Curven  sind  also  völlig  bestimmt,  und  mit  ihrer  Hülfe  kann 
jeder  Kegelschnitt  construirt  werden,  welchen  irgend  eine  Ebene 
mit  der  Fläche  IL  Ordnimg  gemein  hat. 

Sind  dagegen  nur  zwei  Symmetrie- Ebenen  und  eine  Haupt- 
axe  vorhanden,  so  ist  die  gesuchte  Fläche  ein  elliptisches  oder 
hyperbolisches  Paraboloid.  Alsdann  schneidet  jede  der  beiden 
Ebenen,  welche  durch  S  parallel  zu  einer  der  Symmetrie -Ebenen 
gelegt  werden  können,  die  Fläche  in  einer  Parabel,  deren  Axe 
in  der  zweiten  Symmetrie -Ebene  liegt,  und  von  welcher  ausser- 
dem der  Punkt  S  und  dessen  in  a  liegende  Tangente  bekannt  sind. 
Jede  dieser  beiden  Parabeln  kann  also  construirt  werden.  Wir  be- 
stimmen femer  einen  Punkt  Si  so,  dass  die  Gerade  SS|  auf  der 
Hauptaxe  senkrecht  steht  und  von  dieser  halbirt  wird ;  dann  liegt 
auch  S|  auf  der  gesuchten  Fläche.  Durch  S|  und  die  beiden  Parabeln, 
welche  in  S  und  in  dem  unendlich  fernen  Punkte  der  Hauptaxe 
sich  schneiden,  kann  aber  (Seite  32)  eine  einzige  Fläche  IL  Ord- 
nung gelegt  werden.  Dieselbe  genügt  allen  Bedingungen  und  ist 
ein  Paraboloid,  weil  sie  von  der  unendlich  fernen  Ebene  in  dem 
genannten  Punkte  der  Hauptaxe  berührt  wird. 

Von  den  Flächen  II.  Ordnung,  welche  einen  gegebenen  Axen- 
complex mit  einander  gemein  haben,  gehen  durch  jeden  Punkt  S 
des  Raumes  unendlich  viele;  denn  jede  von  den  Axen,  welche 
durch  S  gehen  und  wie  wir  wissen  eine  Kegelfläche  IL  Ordnung 
bilden,  steht  im  Punkte  iS  zu  einer  jener  Flächen  normal.  Die 
Berührungs- Ebenen  dieser  Flächen  IL  Ordnung  im  Punkte  S  um- 
hüllen deshalb  eine  Kegelfläche  IL  Ordnung. 

„Die   Pole    einer  beliebigen  Ebene    8    in  Bezug  auf  alle 
„Flächen  IL  Ordnung,  die  einen  gegebenen  Axencomplex  mit 
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„einander  gemein  haben,  liegen  in  einer  zu  s  senkrechten  Durch- 

„messer-Ebene.     Die   Flächen    werden    von    der   Ebene  s   in 

„Curven   II.  Ordnung   gesclinitten,    deren   Axen   eine   Parabel 

„umhüllen  und  deren  Mittelpunkte  auf  einer  Geraden  liegen, 

„nämlich  auf  der  Directrix  der  Parabel. '^ 

Nämlich  jede  Senkrechte,  welche  auf  die  Ebene  e  aus  einem  ihrer 

Pole  gefällt  werden  kann,  ist  eine  Axe  der  Flächen   IL  Ordnung 

und  da  alle  diese  Senkrechten  zu  einander  parallel  sind,  so  liegen 

sie  in   einer  Durchmesser -Ebene  (Seite  170).     Dieselbe  ist  zu   e 

conjugirt  hinsichtlich  aller   jener  Flächen   IL  Ordnung   und    auf 

ihrer   Schnittlinie    mit    s    liegen    deshalb   die   Mittelpunkte   aller 

Kegelschnitte,  welche  e  mit  den  Flächen  IL  Ordnung  gelnein  hat. 

Da  die  Axen  jedes  solchen  Kegelschnittes  sich  im  Mittelpunkte 

rechtwinklig    schneiden    und    ausserdem    eine    Parabel    berühren 

(Seite  168),  so  folgt  der  letzte  Theil  des  Satzes  auch  unmittelbar 

aus  der  Eigenschaft  der  Parabel  (L  Abth.  Seite  133): 

„Zwei  Parabeltangenten  stehen  senkrecht  auf  einander,  wenn 
„ihr  Schnittpunkt  auf  der  Directrix  liegt. *^ 


Zweiundzwanzigster  Vortrag. 

Aehnliehe,  eoneentriseh  nnd  ahnlieh  liegende  Fliehen  zweiter 

Ordnung  nnd  deren  Normalen. 


Wir  wollen  jetzt  von  den  Flächen  II.  Ordnung,  denen  ein 
gegebener  Axencomplex  zukommt,  gewisse  einfache  Gruppen  be- 
trachten.   Wir  schicken  folgenden  Satz  voraus: 

„Sind  von  einer  Fläche  IL  Ordnung  die  Symmetrie -Ebenen 

„und   derjenige  Durchmesser  gegeben,  welcher  einer  beliebig 

„angenommenen,  zu  keiner  Hauptaxe  parallelen  oder  senkrechten 

„Ebene  s  conjugirt  ist,   so  ist  dadurch  der  Axencomplex  der 

„Fläche  sowie  der  Mittelpunkt  und  die  Axen  jedes  auf  der 

„Fläche  liegenden  Kegelschnittes  völlig  bestimmt.^ 

Der  Pol  der  Ebene  s  liegt  auf  dem  ihr  conjugirten  Durchmesser; 

und   weil   die  Senkrechte,   welche   aus  diesem  Pol  auf  s   gefällt 

werden  kann,  eine  Axe  der  Fläche  ist,  so  muss  (nach  Seite  170) 
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jede  zu  e  senkrechte  Gerade,  welche  jenen  Durchmesser  schneidet, 
eine  Axe  sein.  Der  Axencomplex  ist  daher  völlig  bestimmt 
(Seite  172j.  Die  Mittelpunkte  aller  Curven,  in  welchen  die  Fläche 
IL  Ordnung  durch  parallele  Ebenen  geschnitten  wird,  liegen  auf 
einem,  den  Ebenen  conjugirteu  Durchmesser.  Um  den  letzten 
Theil  des  Satzes  zu  beweisen,  brauchen  wir  also  nur  noch  zu 
zeigen,  dass  zu  jeder  durch  einen  gegebenen  Punkt  P  gelegten 
Ebene  der  conjugirte  Durchmesser  eindeutig  bestimmt  ist;  denn 
diejenigen  beiden  Axen  einer  Ebene,  welche  auf  dem  ilir  conjugirteu 
Durchmesser  sich  schneiden,  sind  zugleich  die  Axen  des  in  der 
Ebene  gelegenen  Kegelschnittes  der  Fläche  II.  Ordnung  und  als 
Stralilen  des  Axencomplexes  ebenfalls  bekannt. 

Nun  ist  zu  jeder  Hauptaxe  der  Fläche  IL  Ordnung  diejenige 
Ebene  des  Punktes  P  conjugirt,  welche  auf  der  Hauptaxe  senk- 
recht steht;  und  jeder  Ebene  von  P,  welche  zu  einer  Symmetrie- 
Ebene  parallel  läuft,  ist  derjenige  Durchmesser  conjugirt,  welcher 
zu  dieser  Symmetrie -Ebene  rechtwinklig  ist  (und  also  im  Falle 
dos  Paraboloides  unendlich  fern  liegt  in  der  anderen  Symmeti-ie- 
Ebene).  Für  die  zu  s  parallele  Ebene  von  P  ist  der  conjugirte 
Durchmesser  ebenfalls  bekannt,  und  somit  kennen  wir  bereits  für 
vier  durch  P  gehende  Ebenen,  von  denen  keine  drei  in  einer  und 
derselben  Geraden  sich  schneiden,  die  conjugirten  Durchmesser. 
Bekanntlich  ist  aber  der  Ebenenbündel  P  reciprok  auf  den  Durch- 
raesserbündel  bezogen,  wenn  jeder  Ebene  von  P  der  ihr  conjugirte 
Durchmesser  zugewiesen  wird;  und  da  wir  zu  vier  Ebenen  von 
P  die  conjugirten  Durchmesser  schon  kennen,  so  ist  die  reciproke 
Verwandtschaft  beider  Bündel  völlig  festgestellt.  Also  kann  wirklich 
zu  joder  Ebene  von  P  der  conjugirte  Durchmesser  durch  lineare 
Constructionen  gefunden  werden,  und  der  Satz  ist  bewiesen. 

Seien  a  und  rt|*zwei  parallele  Axen  des  Comploxes  und  mögen 
dieselbeh  von  einem  beliebigen  Durchmesser  in  den  rosp.  Punkten 
A  und  Ay  geschnitten  werden.  Wir  können  dann  zwei  Flächen 
IL  Ordnung  construiren,  denen  der  gegebene  Axencomplex  zuge- 
hört und  auf  welchen  die  resp.  Axen  a  und  «i  in  den  Punkten 
A  und  ^1  normal  stehen.  Die  Berührungs- Ebenen  in  A  und  A^ 
sind  also  parallel  und  dem  nämlichen  Durchmesser  A  A^  conjugirt. 
Aus  dem  Vorhergehenden  folgt  aber,  dass  alsdann  je  zwei  Durch- 
messer, welche  parallelen  Ebenen  in  Bezug  auf  die  beide  Flächen 
IL  Ordnung  conjugirt  sind,  zusammenfallen  müssen.  Wir  wollen 
die    beiden    Flächen    zwei    „ähnliche,    concentrisch    und    ähnlich 
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liegende^,  oder  kürzer  ^^coaxiale  und  homothetische^  Flächen 
II.  Ordnung  nennen,  und  können  die  soeben  gefundene  Eigenschaft 
derselben  wie  folgt  aussprechen: 

;,Die  Mittelpunkte  und  Axen  der  Kegelschnitte,  in  welchen 
;,coaxiale  und  homothetische  Flächen  IL  Ordnung  von  irgend 
^einer  Ebene  geschnitten  werden,  fallen  zusammen.  Die  Be- 
„rührungs- Ebenen  der  Punkte,  in  welchen  die  Flächen  von 
„irgend  einem  Durchmesser  geschnitten  werden,  sind  parallel. 
;,Die  Halbirungspunkte  paralleler  Sehnen  der  Flächen  liegen 
^alle  in  einer  und  derselben  Durchmesser- Ebene. *^ 

Zwei  dieser  parallelen  Sehnen  gehen  durch  A  und  Ai  und 
schneiden  die  Flächen  II.  Ordnung  zum  zweiten  Male  in  den  resp. 
Punkten  B  und  ^p  Und  da  nicht  blos  A  und  i4|,  sondern  auch 
die  Mittelpunkte  der  Sehnen  AB  und  A^Bi  auf  einem  Durch- 
messer liegen,  so  muss  auch  durch  B  und  Bi  ein  Durchmesser 
hindurchgehen.  Haben  die  Flächen  II.  Ordnung  einen  Mittelpunkt 
iV/,  so  schliessen  wir  aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  AMB 
und  AiMBi  die  Proportion: 

MA:MA^  =  MB:MBi;    d.h.: 

„Die   Durchmesser    ähnlicher,    concentrisch    und    ähnlich 

fliegender    Ellipsoide    oder    Hyperboloide    werden    von    den 

„Flächen  proportional  getheilt     Coaxiale  und  homothetische 

„Hyperboloide  haben  deshalb  denselben  Asymptotenkegel. ^ 

Sind  dagegen  die  Flächen  IL  Ordnung  Paraboloide,  so  sind  die 

Durchmesser  AA^  und  BBi  parallel  und  das  Viereck  AA^  BB^ 

ist  ein  Parallelogramm;  die  Strecken  AA^  und  BBi  sind  folglich 

gleich,  und  es  ergiebt  sich: 

„Zwei  coaxiale  und  homothetische  Paraboloide  können  mit 
„einander  zur  Deckung  gebracht  werden,  indem  das  eine  in 
„der  Richtung  der  Durchmesser  (um  die  Strecke  AA{)  ver- 
„  schoben  wird.^ 

Zwei  concentrische  Hyperboloide,  deren  Asymptotenkegel  zu- 
sammenfallen, haben  alle  ihre  Axen  mit  einander  gemein  und 
werden  von  jeder  Ebene  in  concentrischen  Gurven  mit  gemein- 
schaftlichen Axen  geschnitten.  Denn  durch  den  Asymptotenkegel 
ist  zu  jeder  Ebene  e  des  Raumes  der  conjugirte  Durchmesser 
bestimmt,  dadurch  aber  auch  der  Mittelpunkt  von  e  und  sämmt- 
liche  zu  e  normale  Axen.  Ein  Hyperboloid  idt  völlig  bestimmt, 
sobald  der  Asymptotenkegel  und  ausserhalb  oder  innerhalb  de^ 
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selben  ein  Punkt  P  des  Hyperboloides  gegeben  ist  Denn  jede 
durch  P  und  den  Mittelpunkt  gehende  Ebene,  welche  den  Asymp- 
totenkegel in  zwei  Strahlen  a,  h  schneidet,  hat  mit  dem  Hyper- 
boloid eine  Hyperbel  gemein,  die  durch  P  geht  und  von  welcher 
a  und  b  die  Asymptoten  sind;  jede  solche  Hyperbel  kann  leicht 
construirt  werden. 

Werden  zu  einer  Fläche  IL  Ordnung  alle  möglichen  coaxialen 
und  homothetischen  Flächen  construirt,  so  geht  von  denselben 
eine  durch  jeden  Punkt  des  Raumes,  falls  die  gegebene  Fläche 
ein  EUipsoid  oder  ein  Paraboloid  ist;  ist  sie  dagegen  ein  ein- 
faches oder  zweifaches  Hyperboloid,  so  geht  durch  jeden  Punkt 
ausserhalb  resp.  innerhalb  des  Asymptotenkegels  eine  jener  Flächen. 
Wir  wollen  im  letzteren  Falle  alle  übrigen  Hyperboloide,  die  mit 
dem  ersteren  deif  Asymptotenkegel  gemein  haben,  hinzufügen,  so 
dass  wir  eine  Schaar  von  ähnlichen  einfachen  und  eine  Schaar 
von  ähnlichen  zweifachen  Hyperboloiden  erhalten.  Die  sämmtlichen 
Flächen  IL  Ordnung,  die  wir  so  zu  einer  gegebenen  construiren 
können,  und  von  denen  durch  jeden  eigentlichen  Punkt  nur  eine 
hindurchgeht,  wollen  wir  einen  ^Büschel  coaxialer  und  homotheti- 
scher  Fläphen  IL  Ordnung^  nennen.  Jede  Ebene  wird  von  einer 
einzigen  Fläche  des  Büschels  berührt,  und  zwar  im  gemeinschaft- 
lichen Mittelpunkte  der  Curven  IL  Ordnung,  in  welchen  die  übrigen 
•  Flächen  von  der  Ebene  geschnitten  werden;  denn  die  Pole  der 
Ebene  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  Büschels  liegen  auf  dem  zu 
der  Ebene  conjugirten  Durchmesser.  Die  Polar-Ebenen  eines 
Punktes  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  Büschels  ^nd  parallel 
und  einem  und  demselben  Durchmesser  conjugirt.  Jede  Axe  steht 
zu  einer  der  Flächen  in  einem  Punkte  F  normal;  und  dieser  Fuss- 
punkt  F  wird  construirt,  indem  die  Axe  mit  demjenigen  Durch- 
messer zum  Durchschnitt  gebracht  wird,  welchem  die  zu  der  Axe 
normalen  Ebenen  conjugirt  sind  (Seite  170  und  175).  Die  Axen, 
welche  in  einer  gegebenen  Ebene  liegen,  bilden  nach  früheren 
Sätzen  einen  parabolischen  Büschel  IL  Ordnung  oder  zwei  Büschel 
I.  Ordnung;  also: 

^Die  Normalen,  welche  in  einer  beliebigen  Ebene  tt  an 
;,einen  Büschel  coaxialer  und  homothetischer  Flächen  IL  Ord- 
;,nung  gezogen  werden  können,  berühren  entweder  eine  Parabel, 
;,oder  sie  bilden  einen  gewöhnlichen  und  einen  Parallel- 
;;  Strahlenbüschel.  Die  Fusspunkte  dieser  Normalen  liegen  in 
^  einer  Geraden. '^ 

Royc,  Gooroetrie  der  Lage.    H.    ii.  Aufl.  X2 
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Nur  wenn  7t  eine  Symmetrie-Ebene  ist,  gilt  der  Satz  nicht;  sein 
letzter  Theil  kann  folgendermassen  bewiesen  werden.  Alle  Ebenen^ 
welche  zu  den  in  ir  liegenden  Axen  senkrecht  stehen,  sind  parallel 
zu  den  Ebenen  eines  Ebenenbüschels  I.  Ordnung;  die  ihnen  con- 
jugirten  Durchmesser  liegen  deshalb  in  einer  Ebene  und  schneiden 
die  Ebene  k  in  den  Punkten  einer  Geraden,  welche  die  Fusspunkte 
aller  jener  Normalen  enthält. 

Weil  eine  Gerade  mit  keiner  Fläche  des  Büschels  mehr  als 
zwei  Punkte  gemein  haben  kann,  ohne  ganz  auf  derselben  zu 
liegen,  so  folgt: 

„In  einer  beliebigen  Ebene  ir  liegen  im  Allgemeinen  und 
„höchstens  zwei  Normalen  einer  Fläche  IL  Ordnung.*' 
Piine  Ausnahme  machen  nur  die  Symmetrie -Ebenen,  und  bei  den 
Kegelflächen  IL  Ordnung  die  Normal  -  Ebenen ,  welche  in  den 
Strahlen  der  Kegelfläche  die  zugehörigen  Berührungs- Ebenen 
rechtwinklig  schneiden.  Sucht  man  zu  den  Geraden,  welche  auf 
der  Ebene  ir  senkrecht  stehen,  die  conjugirte  Durchmesser-Ebene 
und  bringt  diese  mit  it  zum  Durchschnitt,  so  geht  die  Schnitt- 
linie durch  die  Fusspunkte  der  beiden  in  ic  gelegenen  Normalen 
der  Fläche  II.  Ordnung.  Diese  Punkte  sind  demnach  leicht  zu 
construiren. 

„Die  Normalen,  welche  aus  einem  beliebigen  Punkte  P  an 
„einen  Büschel  ähnlichei*,   concentrisch  und  ähnlich  liegender 
„Flächen   IL  Ordnung  gezogen   werden    können,    bilden   eine 
„Kegelfläche  IL  Ordnung  (Seite  168),  wenn  P  weder  unendlich 
„fem,  noch  auf  einer  Symmetrie-Ebene  liegt;  ihre  Fusspunkte 
„bilden  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung,  welche  durch  P  and 
„durch   drei   unendlich   ferne  Punkte    hindurchgeht,    nämlich 
„durch  die  Pole   der  Symmetrie  -  Ebenen  und  die   unendlich 
„fernen  Punkte  der  Hauptaxeu,  und  welche  auch  den  Mittel- 
„punkt  der  Flächen   IL  Ordnung   enthält,   wenn   ein  solcher 
„vorhanden  ist.^ 
Der  zweite  Theil  des  Satzes  ergiebt  sich  auf  folgendem  Wege. 
Die  Ebenen,  welche  zu  den  Strahlen  der  K^gelfläche  P  senkrecht 
stehen,   sind  pafallel  zu  den  Berührungs-Ebenen   einer  zweiten 
Kegelfläche  IL  Ordnung;  beschreibt  man  nämlich  um  Pals  Mittel- 
punkt eine  Kugelfläche,   so  ist  jedem  Strahle  von  P  eine  zu  ihm 
senkrechte  Durchmesser- Ebene  der  Kugel  conjugirt,   und  daher 
muss,  weil  der  Durchmesserbündel  P  ein  polarer  ist,  der  Kegel- 
fläche P  ein  ihm  projectivischer  Ebenenbüschel  IL  Ordnung  con- 
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jugirt  sein,  welcher  jene  zweite  Kegelfläche  einhüllt.  Diejenigen 
Durchmesser  der  ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  Flächen  IL  Ord- 
nung, welche  zu  den  Ebenen  jenes  Büschels  IL  Ordnung  conjugirt 
sind,  bilden  somit  gleichfalls  eine  Kegel-  oder  Cylinderfläche  M 
IL  Ordnung,  welche  mit  dem  Normalenkegel  P  die  im  Satze  ge- 
nannte Raumcurve  dritter  Ordnung  erzeugt.  Die  Kegelflächen  M  und 
P  haben  nämlich  den  durch  P  gehenden  Durchmesser  MP  mit 
einander  gemein;  denn  alle  Axen  des  Flächenbüschels,  welche 
auf  einer  zn  MP  conjugirten  Ebene  senkrecht  stehen,  schneiden 
den  Durchmesser  MP  und  eine  derselben  gehört  sonach  der  Kegel- 
fläche P  an.  Da  nun  jede  Normale  n  in  ihrem  Fusspunkte  von 
demjenigen  Durchmesser  geschnitten  wird,  welcher  allen  zu  n 
rechtwinkligen  Ebenen  conjugirt  ist,  so  liegen  die  Fusspunkte 
aller  durch  P  gehenden  Normalen  auf  der  Raumcurve  dritter  Ord- 
nung, welche  die  Kegelflächen  M  und  P  noch  ausser  dem  Durch- 
messer MP  mit  einander  gemein  haben.  Beide  Kegelflächen  gehen 
aber  durch  die  drei  im  Satze  genannten  unendlich  fernen  Punkte; 
also  auch  ihre  Schnittcurve. 

Mit  einer  einzelnen  Fläche  des  gegebeneu  Büschels  hat  die 
Raumcurve    dritter    Ordnung    höchstens    sechs    Punkte    gemein 
(Seite  151),   und   im   Falle   des   Paraboloides   ist  der  unendlich 
ferne  Punkt  der  Hauptaxe  einer  von  diesen  sechs  Punkten;  also: 
„Aus  keinem  Punkte  P  können  mehr  als  sechs  Normalen 
„an  eine  Fläche  IL  Ordnung  gezogen   werden;    im  Fall  des 
„Paraboloides  ist  eine  dieser  Normalen  ein  Durchmesser  und 
„ihr  Fusspunkt  der  unendlich  ferne  Punkt  des  Paraboloides.*' 
Dieser  Satz  und  die  vorhergehenden  gelten  nicht  für  Rotations- 
Flächen   IL  Ordnung,  welche  im   vorigen  Vortrage  ausdrücklich 
ausgeschlossen  wurden. 

Wir  können  aus  den  noch  übrigen  Sätzen  des  letzten  Vor- 
trages die  folgenden  über  die  Normalen  Vün  Flächen  IL  Ordnung 
ableiten: 

„Sind  von  einem  Büschel  coaxialer  und  homothetischer 
„Flächen  IL  Ordnung  die  Symmetrie-Ebenen  und  eine  beliebige 
„Normale  gegeben,  so  sind  dadurch  alle  Normalen  der  Flächen 
„bestimmt.  Die  Normalen,  welche  eine  Gerade  g  schneiden, 
„liegen  so  zu  einander,  dass  alle  durch  einen  beliebigen 
„Punkt  P  von  g  gehenden  Normalen  eine  K^elfläche  IL  Ord- 
„nung  bilden,  und  alle  in  einer  beliebigen  Ebene  ir  von  g 
;,liegenden  Normalen  eine  Parabel   umhüllen.     Nur   wenn  P 

12  • 
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^junendlich  fem  oder  in  einer  Symmetrie -Ebene  liegt,  zerfallt 
^die  Kegelfläche  IL  Ordnung  in  zwei  Strahlenbüschel  I.  Ord- 
;,nung;   und  ebenso  erhalten  wir  in  ir  statt  der  Parabel-Tan- 
;,genten  zwei  Strahlenbüschel  I.  Ordnung,  wenn  it  eine  Durch- 
.  ^messer-Ebene  der  Flächen  ist  oder  zu  einer  Symmetrie-Ebene 
„senkrecht  steht.     Die  Fusspunkte  aller  Normalen,  welche  die 
„Gerade  g  schneiden,  erfüllen  eine  Kegelfläche  oder  eine  Regel- 
„fläche  II.  Ordnung,  je  nachdem  g  selbst  auf  einer  Fläche  des 
„Büschels  senkrecht  steht  oder  nicht;  wenn  jedoch  g  unendlich 
„fem  liegt,   so   erfüllen  jene   Fusspunkte   eine   Durchmesser- 
„ Ebene,  und  wenn  g  in  einer  Symmetrie-Ebene  liegt,  so  sind 
„jene  Fusspunkte  theils  in  dieser,  theils  in  einer  zu  der  Sym- 
„metrie-Ebene  senkrechten  Ebene  enthalten.^ 
Der  letzte  Theil  des  Satzes  folgt  daraus,   dass  der  geometrische 
Ort  der  Fusspunkte  mit  jeder  durch  g  gelegten  Ebene  t:  eine  Ge- 
rade gemein  hat  und  mit  jedem  Axenkegel  P,  dessen  Mittelpunkt 
auf  g  liegt,   eine  Raumcurve  dritter  Ordnung.     Die  Ausfuhrung 
des  Beweises  überlasse  ich  dem  Leser. 
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Fossponkte  der  Axen  einer  Fläche  II.  Ordnung.   Confoeale  Flicken 

zweiter  Ordnung. 


Die  Flächen  II.  Ordnung,  welche  denselben  Axencomplex  be- 
sitzen, können  nach  gewissen  Flächenschaaren  gruppirt  werden, 
die  Yon  noch  grösseren!  Interesse  sind,  als  die  ähnlichen,  concen- 
trisch  und  ähnlich  liegenden  Flächen.  Wir  gelangen  zu  denselben 
und  zu  ihren  wichtigsten  Eigenschaften  durch  die  folgende  Unier- 
suchung,  von  welcher  wir  jedoch  die  Rotationsflächen  und  die 
Kegelflächen  IL  Ordnung  von  vom  herein  ausschliessen. 

Jeder  Axe  a  einer  gegebenen  Fläche  II.  Ordnung  ist  eine 
einzige  zu  ihr  senkrechte  Ebene  conjugirt;  nipr  die  Hauptaxen  der 
Fläche  machen  eine  Ausnahme,  indem  sie  auf  jeder  ihnen  a>n- 
jugirten  Ebene  senkrecht  stehen.  Der  Punkt  nun,  in  welchem 
eine  Axe  a  von  der  ihr  conjugirten  Ebene  rechtwinklig  geschnitten 
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wird,  ist  besonders  bemerkenswerth.  Ist  z.  B.  die  Axe  o  eine 
Normale  der  Fläche  IL  Ordnung,  so  fällt  dieser  Punkt  zusammen 
mit  dem  Fusspunkte  der  Normalen;  und  wir  wollen  ihn  deshalb 
auch  in  jedem  anderen  Falle  den  ^Fusspunkt"  der  Axe  a  nennen. 
Wir  erhalten  ihn  auch,  indem  wir  die  Polare  der  Axe  a  auf  eine 
beliebig  durch  a  gelegte  Ebene  e  senkrecht  projiciren  und  den 
Schnittpunkt  dieser  Projection  mit  der  Axe  a  aufsuchen;  denn 
die  projicirende  Ebene  steht  senkrecht  auf  a,  weil  sie  ausser  der 
Polare  noch  andere  zu  a  senkrechte  Gerade  enthält,  die  zu  der 
Ebene  e  normal  sind  und  die  Polare  schneiden.  Auch  die  Pro- 
jection der  Polare  bildet  mit  a  rechte  Winkel. 

Jeder  Punkt  des  Raumes  ist  der  Fusspunkt  van  drei  zu  ein- 
ander rechiwinkligen  Axen, 
Dieselben  sind  die  Hauptaxen  einer  der  Fläche  II.  Ordnung  um- 
schriebeneu Kegelfläche,  oder  auch  eines  polaren  Strahlenbünäels, 
welcher  dem  von  der  Fläche  II.  Ordnung  bestimmten  räumlichen 
Polarsystem  angehört. 

^Die  Fusspunkte  aller  Axen,  welche  auf  einer  Symmetrie- 
^Ebene  senkrecht  stehen,  liegen  in  dieser  Ebene;  jeder  Punkt 
;,  einer    Hauptaxe   kann    als    Fusspunkt    derselben    angesehen 
„werden;  der  Fusspunkt  eines  beliebigen  Durchmessers  liegt. 
;, unendlich  fern." 
Dieses  folgt  aus  de^  Definition  des  Fusspunktes  einer  Axe. 

„Die  Fusspunkte  aller  Axen,  welche  nach  einer  gegebeneu 
„Richtung  gezogen  werden  können  und  folglich  in  einer  Durch- 
„messer-Ebene  8  liegen,  sind  im  Allgemeinen  auf  einer  gleich- 
„seitigen  Hyperbel  enthalten,  deren  Mittelpunkt  mit  demjenigen 
„der  Fläche  IL  Ordnung  zusammenfällt,  und  nur  dann  auf  einer 
„Geraden,  wenn  die  Fläche  IL  Ordnung  ein  Paraboloid  ist* 
Die  Polaren  dieser  Axen  bilden  nämlich   einen  zweiten  Parallel- 
Strahlenbüschel,  welcher  zu  dem  ersteren  projectivisch  ist,  und 
wir  erhalten  den  Fusspunkt  jeder  Axe,  indem  wir  sie  zum  Durch- 
schnitt bringen  mit  der  senkrechten  Projection  ihrer  Polare  auf  der 
Durchmesser-Ebene  8.    Die  Fusspunkte  der  parallelen  Axen  stellen 
sich  sonach  dar  als  Erzeugniss  von  zwei  projectivischen  und  zu 
einander  rechtwinkligen  Parallel -Strahlenbüscheln,  welche  nur  im 
Fall  des  Paraboloides  ihren  unendlich  fernen  Strahl  entsprechend 
gemein  haben  imd  perspectivisch  liegen,  in  jedem  anderen  Falle 
aber  eine  Curve  IL  Ordnung  mit  zwei  unendlich  fernen  Punkten, 
nämlich  jene  gleichseitige  Hyperbel  erzeugen. 
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;,Die  Fusspunkte  aller  Axen,  welche  von  einer  Symmetrie- 
;,  Ebene  y  in  einem  gegebenen  Punkte  P  geschnitten  werden 
;,und   also   in   einer  zu  7  senkrechten  Ebene  li^en,   sind  in 
„einem  durch  P  gehenden  Kreise  enthalten,  dessen  Mittelpunkt 
;,in  Y  liegt  und  dessen  Ebene  zu  7  senkrecht  ist^ 
Derselbe  wird  erzeugt  durch  den  Azenbüschel  P  und  durch  den 
zu  P  projectivischen  Strahlenbüschel,   auf  welchen   die  Polaren 
jener  Axen  sich  in  der  Ebene  des  Büschels  P  senkrecht  projiciren. 
Wird  eine  zweite  Symmetrie -Ebene  yi    von  einer  beliebigen  Axe 
des  Büschels  P  im   Punkte  P|    geschnitten,   so   liegen  die  Fuss- 
punkte aller  übrigen  Axen,  welche  in  P|  von  yi  geschnitten  werden, 
in  einem  zu  yj  symmetrisch  liegenden  Kreise;  derselbe  reducirt 
sich  auf  den  Punkt  /|,   wenn  in  P|    der  Fusspunktenkreis  des 
Büschels  P  von  der  Symmetrie -Ebene  yi  geschnitten  wird.    Diesen 
besonderen  Fall  vorbehalten,  können  wir  sagen: 

;,  Werden  zwei  Symmetrie -Ebenen  y  und  yi  von  irgend  einer 
;,Axe  in  den  resp.  Punkten  P  und  P|  geschnitten,  und  sind  g 
»und  ^1  die  Perpendikel,  welche  aus  resp.  P  und  Pi  auf  die  ge- 
^meinschaftliche  Hauptaxe  von  y  und  yi  gefallt  werden  können, 
;,80  ist  jede  Gerade  des  Raumes,  welche  einen  Punkt  von  g 
;,niit  einem  Punkte  von  ^,  verbindet,  eine  Axe  (Seite  171). 
^Die  Fusspunkte  aller  dieser  Axen  erfüllen  eine  durch  g  und 
yt9\  gehende  Fläche,  von  welcher  y  und  yi  zwei  Symmetrie- 
„Ebenen  sind,  und  welche  von  jeder  durch  g  oder  g^  gelegten 
„Ebene  in  dieser  Geraden  und  einem  Kreise  geschnitten  wird«*) 
„Diese  Fusspimktenfläche  ist  demnach  völlig  bestimmt  und 
„leicht  construirbar,  sobald  ausser  den  Geraden  g  und  gi  noch 
„ein  Punkt  derselben  bekannt  ist^ 
Alle  in  einer  beliebigen  Ebene  ir  liegenden  Axen  bilden  einen 
Strahlenbüschel   IL  Ordnung   und  ihre  Polaren  eine   Kegellläche 


•)  Wird  die  Flache  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  beiog«*n. 
in  dessen  JT-Axe  die  Symmetrie -Ebenen  y  «nd  ji  sich  schneiden,  dessen  1'- 
Axe  mit  g  zusammenfallt,  und  dessen  in  yi  liegende  Z-Axe  folglich  n  g\ 
parallel  ist,  so  lautet  die  Gleichung  der  Flache: 

(x'i  +  /2  _  dx)  {x~k)  t-  xyi  =  0, 

Hierin  bezeichnet  k  den  Abstand  der  Geraden  gy  von  der  Z-Axc,  und  d  den 
Durchmesser  des  Kreises,  in  welchem  die  Ebene  XZ  oder  yi  <ier  Flache  be- 
gegnet Jede  zur  T-Axe  normale,  also  zu  den  Oenwien  g  und  gi  |>armUelr 
Ebene  hat  ebenfaUs  einen  Kegelschnitt  mit  dieser  Flache  gemein. 
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II.  Ordnung;  und  da  ein  Strahl  der  letzteren  senkrecht  auf  n 
steht,  so  bilden  die  Projectionen  der  Polaren  auf  der  Ebene  ir 
einen  Strahlenbüschel  I.  Ordnung,  welcher  zu  dem  Büschel  II.  Ord- 
nung projectivisch  ist  und  mit  ihm  die  Fusspunkte  aller  in  ir 
liegenden  Axen  erzeugt  Der  Mittelpunkt  des  Büschels  L  Ord- 
nung ist  der  Fusspunkt  von  zwei  jener  Axen.  Also  folgt  (I.  Abth. 
Seite  109): 

^Die  Fusspunkte  aller  in  einer  beliebigen  Ebene  liegenden 

;,Axen  erfüllen  eine  Curve  dritter  Ordnung,  die  einen  Doppel- 

„punkt  besitzt." 

Die  Fusspunkte  aller  durch  einen  beliebigen  Punkt  P  gehen- 
den Axen  liegen  auf  einer  Raumcurve,  welche  aus  P  durch  eine 
Kegelfläche  IL  Ordnung  projicirt  wird.  Diese  Curve  muss  durch 
den  Punkt  P  dreimal  gehen,  weil  P  von  drei  zu  einander  recht- 
winkligen Axen  der  Fusspunkt  ist;  sie  berührt  diese  drei  Axen 
in  P.  Jede  vierte  durch  P  gehende  Axe  enthält  einen  von  P 
verschiedenen  Punkt  der  Curve.  Den  Beweis,  dass  diese  Curve 
mit  keiner  Ebene  mehr  als  fünf  Punkte  gemein  hat,  also  von  der 
fünften  Ordnung  ist,  muss  ich  der  Kürze  wegen  unterdrücken. 

ht  ein  Axencomplex  gegeben^  sowie  der  Fusspitnkt  F  irgend 

einer  Axe  a,  die  weder  auf  einer  Symmetrie- Ebene  senkrecht  sieht 

noch  eine   Hauptaxe    schneidet,   so   ist  dadurch  der  Fusspunkt 

jeder  Axe  völlig  bestimmt. 
Wir  construiren  zwei  Gerade  g  und  ^i,  welche  die  Axe  a  schneiden 
und  von  denen  jede  in  einer  der  beiden  Symmetrie -Ebenen  -y 
und  Yi  hegt  und  zu  der  anderen  senkrecht  ist.  Dann  ist  jede 
Gerade,  welche  sowohl  von  g  als  auch  von  gi  geschnitten  wird, 
eine  Axe,  und  ihr  Fusspunkt  liegt  auf  einer  durch  g,  (/|  und  den 
Punkt  F  gehenden,  leicht  construirbaren  Fläche  (Seite  182)  und 
ist  durch  diese  bestimmt.  Jede  Durchmesser-Ebene  enthält  eine 
dieser  Axen,  und  durch  deren  Fusspunkt  ist  die  gleichseitige 
Hyperbel,  auf  welcher  im  Allgemeinen  die  Fusspunkte  aller  in  der 
Durchmesser-Ebene  liegenden  Axen  enthalten  sind,  bestimmt,  weil 
die  Asymptoten  der  Hyperbel  zu  diesen  Axen  beziehlich  parallel 
und  senkrecht  sind,  und  durch  den  Mittelpunkt  des  Axencomplexes 
gehen.  Im  Fall  ein  Mittelpunkt  vorhanden  ist,  können  wir  auf 
diese  Weise  zu  jeder  Axe  den  Fusspunkt  construiren,  indem  wir 
durch  die  Axe  eine  Durchmesser -Ebene  legen.  Ist  aber  kein 
Mittelpunkt  vorhanden,  liegen  also  die  Fusspunkte  aller  auf  einer 
Durchmesser -Ebene  enthaltenen  Axen  in  einer  Geraden,  so  müssen 
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wir  von  dieser  noch  einen  zweiten  Punkt  construiren.  Dazu  ver- 
helfen uns  die  beiden  Axen  b  und  c,  welche  im  Punkte  F  auf 
der  Axe  a  und  auf  einander  senkrecht  stehen,  und  gleich  a  für 
unendlich  viele  neue  Axen  uns  die  Fusspunkte  liefern,  weil  ihr 
eigener  Fusspunkt  F  bekannt  ist  Also  auch  in  diesem  Falle  ist 
für  jede  Axe  der  Fusspunkt  construirbar,  und  der  Satz  allgemein 
bewiesen. 

Unter  den  Flächen  IL  Ordnung,  welchen  ein  g^ebener  Axen- 
complex  zukommt,  giebt  es  unendlich  viele,  fiir  welche  alle  Axen 
die  nämlichen  Fusspunkte  erhalten;  wir  nennen  dieselben  ^confo- 
cale  Rächen  IL  Ordnung".  Jede  Axe  a  steht  in  ihrem  Fusspunkte 
F  zu  einer  dieser  confocalen  Flächen  normal,  und  die  letztere 
ist  hiedurch  und  durch  die  Symmetrie-Ebenen  völlig  bestimmt 
(Seite  172). 

;,Von  der  Schaar  confocaler  Flächen  IL  Ordnung,  die  wir 
^so  erhalten,  gehen  drei  Flächen  durch  jeden  Punkt  P  des 
,, Raumes;  dieselben  schneiden  sich  rechtwinklig  in  diesem 
^Punkte.« 

Denn  P  ist  der  Fusspunkt  von  drei  zu  einander  rechtwinkligen 
Axen,  und  jede  von  diesen  steht  normal  zu  einer  von  jenen  drei 
Flächen,  muss  also  die  übrigen  beiden  in  P  beriihren.  Wir  können 
auch  sagen: 

.«Zwei  confocale  Flächen  IL  Ordnung  schneiden  sich  in 
^ jedem  ihrer  gemeinschaftlichen  Punkte  P  rechtwinklig.^ 

Die  Normalen  der  Flächen  und  die  Tangente  der  Schnittcurve  im 
Ihmkte  P  sind  die  drei  zu  einander  rechtwinkligen  Axen,  welche 
P  zum  Fusspunkt  haben.  Die  Schnittcurve  liegt  symmetrisch  zu 
jeiler  Symmetrie -Ebene  7  der  Flächen  and  wird  von  derselben 
entweder  g:ir  nicht  oder  rechtwinklig  geschnitten,  weil  7  in  jedem 
Schnittpunkte  auf  beiden  Flächen  normal  steht  Beiläufig  be- 
merken wir,  dass  die  Schnittlinie  von  zwei  confocalen  Flächen 
aus  dem  Pole  jeder  Symmetrie- Ebene  durch  eine  Cylinderfläche 
IL  Onluung  und  aus  dem  Mittelpunkte  durch  eine  Kegelfläche 
IL  Ordnung  projicirt  wird  i Seite  150^:  denn  diese  Punkte  sind 
Hauptpunkte  desjenigen  F^-Büschels,  welchem  die  beiden  con- 
tWaleu  Flächen  augehören.  Wir  könnoi  deshalb  auch  den  Satz 
aulstellen : 

,Wird  ilie  Schuittliuie  von  xwei  confocalen  Flächen  IL  Ord- 
,uu!»g  auf  oiuo  Svmmotrie- Ebene  dtT  letzteren  senkrecht  proji- 


Confocalc  Flächen  zweiter  Ordnung.  185 

;,cirt,  so  erhält  man  einen  Kegelschnitt,  dessen  Axen  in  den 
;,  übrigen  Symmetrie -Ebenen  liegen.*' 

Jeder  Axe  a  ist  hinsichtlich  der  confocalen  Flächen  die- 
jenige Ebene  tt  conjugirt,  welche  auf  der  Axe  a  in  deren  Fuss- 
punkte  F  senkrecht  steht  Umgekehrt  ist  jeder  Ebene  eine  zu 
ihr  senkrechte  Axe  conjugirt;  und  wir  erhalten  dieselbe,  indem 
wir  aus  irgend  einem  Pole  der  Ebene  auf  diese  eine  Senkrechte 
fällen.     Also : 

^Die  Polaren   einer  beliebigen  Axe  a  in  Bezug  auf  eine 

^Schaar   confocaler  Flächen  II.  Ordnung  liegen  in  einer  zu  a 

^senkrechten  Ebene  tt  und  umhüllen,  da  sie  gleichfalls  Axen 

„sind,  eine  Parabel.    Die  Pole  einer  beliebigen  Ebene  liegen 

^auf  einer  zu  ihr  senkrechten  Axe,  in  deren  Fusspunkt  die 

„Ebene  von  einer  der  confocalen  Flächen  berührt  wird.* 

Der  Strahlencomplex,  welchen  je  zwei  der  confocalen  Flächen 

mit    einander    bestimmen,    besteht  aus    den  Axen    der  Flächen, 

weil  die  Polaren  jeder  Axe  sich  schneiden;  und  es  ergiebt  sich 

(Seite  148): 

Die  Schaar  confocaler  Flächen  11.  Ordnung  ist  ein  besonderer 
Fall  der  (b^- Schaar. 
Alle  für  O^.gchaaren  gefundenen  Sätze  gelten  also  auch  für  die 
Schaar  confocaler  Flächen.  So  müssen  u.  A.  die  Polar- Ebenen 
eines  Punktes  hinsichtlich  der  confocalen  Flächen  einen  Ebenen- 
büschel dritter  Ordnung  bilden. 

Da  die  Pole  einer  Ebene  in  Bezug  auf  confocale  Flächen 
zweiter  Ordnung  alle  in  einer  zu  der  Ebene  normalen  Axe  liegen, 
so  ergiebt  sich: 

„Wenn  zwei  sich  rechtwinklig  schneidende  Ebenen  conjugirt 

„sind  in  Bezug  auf  irgend  eine  Fläche  F^  zweiter  Ordnung, 

„so  sind  sie  auch  conjugirt  bezüglich  aller  zu  1*^  confocalen 

„Flächen  zweiter  Ordnung.*' 

Wir  wollen  nun  die  Axe  eines  jeden  Ebeneubüschels,  von  welchem 

je  zwei  zu  einander  rechtwinklige  Ebenen  conjugirt  sind  in  Bezug 

auf  F^j  eine  „Focalaxe*  der  Fläche  F^  nennen.     Dann  folgt  aus 

dem  letzten  Satze  ohne  Weiteres: 

„Jede  Focalaxe  einer  Fläche  F^  zweiter  Ordnung  ist  eine 
„gemeinschaftliche  Focalaxe  von  allen  zu  F^  confocalen  Flächen 
„zweiter  Ordnung.  * 

Durch  jeden  Punkt  P  gehen  zwei  reelle  Focalaxen  der  con- 
focalen   Flächen,    nämlich    die    Focalaxen    des    Tangentenkegels, 
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welcher  irgend  einer  der  confocalen  Flächen  aus  dem  Punkte  P 
umschrieben  wird;   diese  beiden  Focalaxen  fallen  nur  dann  zu- 
sammen, wenn  jener  Kegel  ein  Kotationskegel  ist  (I.  Abth.  Seite  154). 
^Die  Tangentenkegel,    welche   confocalen  Flächen   zweiter 
„Ordnung  aus  irgend   einem  Punkte   P  umschrieben   werden 
„können,    sind   demnach   confocal,    d.  h.    sie  haben  gemein- 
^ schaftliche  Focalaxen.*' 
Die  Ebene  ir  dieser  beiden  Focalaxen  /,  f  ist  zu  der  ihr  conjugirten 
Ilauptaxe  der  Tangentenkegel  normal  und  wird  in  P  Ton  einer 
der  confocalen  Flächen  jP*  berührt.     In  Bezug  auf  diese  Fläche 
liegt  der  Pol  einer  beliebigen  anderen  durch  /  gelegten  Ebene  e 
einerseits  in  i?,  anderseits  in  der  zu  e  normalen  Ebene  des  Büschels/, 
und  folglich  auf  der  Focalaxe  /  selber;   die  Fläche  berührt  also 
alle  durch  /  gehenden  Ebenen  in  Punkten  Ton  /,  und  geht  somit 
durch  /.    Anderseits  leuchtet  ein,  dass  jede  auf  einer  der  con- 
focalen Flächen  F^  li^ende  Gerade  eine  Focalaxe  dieser  Flächen 
ist,  weil  bezüglich  jener  Fläche  je  zwei  sich  in  der  Geraden  recht- 
winklig schneidende  Ebenen  conjugirt  sind.    Also: 

,Die  Focalaxen  einer  Schaar   confocaler  Flächen  zweiter 
^Ordnung  sind  identisch  mit  den  Geraden,  die  auf  den  con- 
-focalen Flächen  liegen:  durch  einen  beliebigen  Punkt  P  geht 
«allemal  eine  RegelÜäche  der  Schaar.     Die  reellen  Focalaxen, 
«welche  eine  Focalaxe  schneiden«  bilden  eine  Regelschaar  und 
«liegen  auf  einer  der  confocalen  Flächen.' 
Bezüglich  einer  Fläche  IL  Ordnung  F^  giebt  es  zu  einer  be- 
liebigen Ebene  s  einen  «conjugirten  NormjJstrahl"  e,  welcher  durch 
den  Pol  von  s  geht  und  zu  £  normal  ist;  derselbe  ist  auch  be- 
züi^Iich  aller  zu  F^  confocalen  Flächen  der  conjngirte  Normal- 
strahl von  s.     Bringt   man  nun  s  und  e  in  der  Geraden  p  und 
dem   Punkte  P  zum  Durchschnitt   mit  einer  Srmmetrie- Ebene  7 
von   /^«  so  gehen   durch  P  die  conjugirten  Normalslrmhlen   Ton 
allen  durvh  ;»  gehenden  Ebenen.     Denn  projicirt  man  einerseits 
die  Pole  die>er  Eln^ut^n  aus  dem  Punkte  P  und  fallt  man  ander- 
seits von  P  aus  Normalen  auf  die  Ebenen,  so  erhält  man  zwei 
i\x  dorn  ElKtieubusclui  /»  pr^v^x^tivische  StraUenbttschel  P^  welche 
dr\ü  Stmh^on  y^uauilioh  ausser  t  noch  die  beiden  zn  resp.  -;  und  p 
ttorwaltit    Stnulileir     en:s(>nx*!iend    gemein    haben    and    folglich 
uleut;>vh   ^ir.d.     Au»<'nKu'.  aVr  siud  /•  und  P  zwei  zugeordnete 
Kleiueute  ei!u>  iu  vUr  ^\n  :i.eu-le-EKnr  *  lircenden  «ebenen  Polar- 
'ix>:oiuSw     iVrii  vKt  vvu  luirte  N-^nruii>tr;ihl  einer  jtiden  durch  € 
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gehenden  Ebene  eq  liegt  in  s  und  schneidet  y  in  einem  Punkte 
Q  von  p;  wenn  also  in  y  ©ine  Gerade  q  sich  um  P  dreht,  so  be- 
schreibt der  ihr  zugeordnete  Punkt  Q  die  Gerade  p.    Also: 

;,Bringt  man  mit  einer  Symmetrie -Ebene  y  der  confocalen 
^Flächen  jede  Ebene  und  den  ihr  conjugirten  Normalstrahl 
^zum  Durchschnitt,  so  erhält  man  zugeordnete  Elemente  eines 
^in  7  liegenden  ebenen  Polarsystems,  von  welchem  jede  in  y 
^enthaltene  Hauptaxe  der  Flächen  eine  Axe  ist.  Die  drei 
^Ilauptaxen  eines  jeden  Tangentenkegels  der  Flächen  schneiden 
„die  Symmetrie -Ebene  in  einem  Poldreieck  dieses  Polarsystems. 
„Wir  nennen  die  Ordnungscurve  desselben  einen  Focalkegel- 
„schnitt  und  jeden  ihrer  Punkte  einen  Focalpunkt  der  con- 
„focalen  Flächen." 

Sind  die  confocalen  Flächen  Paraboloide,  so  ist  der  unendlich 
fernen  Geraden  der  Symmetrie- Ebene  7  der  unendlich  ferne  Punkt 
der  Hauptaxe  zugeordnet. 

« 

„Die  Focalpunkte  confocaler  Paraboloide  liegen  folglich 
„auf  zwei  Parabeln,  deren  Axen  mit  der  Hauptaxe  der  Paraboloide 
„zusammenfallen. " 

Wenn  dagegen  die  confocalen  Flächen  einen  Mittelpunkt  haben, 
so  theilen  ihre  drei  Symmetrie -Ebenen  und'  die  unendlich  ferne 
Ebene  den  unendlichen  Raum  in  acht  rechtwinklige  Räume.  Nur 
einen  R  von  diesen  acht  Räumen  schneidet  die  beliebige  Ebene  e 
nicht;  dagegen  wird  R  von  dem  zu  e  conjugirten  Normalstrahle  e 
geschnitten,  weil  die  unendlich  fernen  Elemente  von  e  und  e  durch 
die  drei  Symmetrie-Ebenen  von  einander  getrennt  sind.  Die  Gerade  e 
hat  mit  der  Begrenzung  des  Raumes  R  ausser  ihrem  unendlich 
fernen  Punkte  nur  einen  eigentlichen  Punkt  gemein,  und  diejenige 
Symmetrie -Ebene,  in  welcher  der  letztere  liegt,  enthält  keinen 
reellen  Focalkegelschnitt,  während  die  Focalkegelschnitte  in  den 
beiden  anderen  Symmetrie- Ebenen  reell  sind  (Seite  64).    Also: 

„Die  confocalen  Flächen  zweiter  Ordnung  haben  zwei  und 
„nur  zwei  reelle  Focalkegelschnitte." 

Jeder  Focalpunkt  F  einer  Symmetrie-Ebene  liegt  auf  der  ihm 
zugeordneten  Geraden  /,  und  die  durch  /  gelegten  Ebenen  werden 
von  ihren  conjugirten  Normalstrahlen  in  dem  Focalpunkte  F  recht- 
winklig geschnitten.  Jede  Tangente  /  eines  Focalkegelschnittes  ist 
folglich  eine  Focalaxe  der  confocalen  Flächen,  und: 
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^Die  Tangentenkegel,  welche  den  confocalen  Flächen  ans 
^ einem  Focalpunkte  F  umschrieben  werden  können,  sind 
^Rotationskegel^, 
weil  sie  unendlich  viele  zu  /  normale  Hauptaxen  haben.  —  Die 
Mittelpunkte  aller  den  confocalen  Flächen  umschriebener  Rotations- 
kegel sind  Focalpunkte  der  Flächen,  weil  sie  Ton  je  einem  Büschel 
von  Axen  die  Fusspunkte  sind  und  deshalb  in  der  einen  oder  der 
anderen  Symmetrie-Ebene  und  auf  den  ihnen  zugeordneten  Greraden 
derselben  liegen  müssen. 

^Zn  der  Schaar  confocaler  Flächen  gehören  auch  die  Focal- 
^kegelsclmitte  als  singiüäre  Flächen  zweiter  Classe.^ 
Wir  können  nämlich  in  Bezug  auf  einen  dieser  Kegelschnitte  jeder 
Ebene  s  denjenigen  Punkt  als  Pol  zuweisen,  durch  dessen  Polare 
sie  geht;  die  aus  diesem  Pole  auf  s  gefällte  Normale  ist  eine 
Axe  der  confocalen  Flächen  und  ihr  Schnittpunkt  mit  e  ist  ihr 
Fusspunkt  Der  Axencomplex  und  die  Fusspunkte  aller  Axen 
sind  also  durch  den  Focalkegelschnitt  ganz  ebenso  bestinunt  wie 
durch  irgend  eine  andere  der  confocalen  Flächen.  —  Jeder  der 
beiden  reellen  Focalk^elschnitte  wird  aus  den  Punkten  des  anderen 
durch  Rotationskegelflächen  projicirt«  Der  eine  ist  folglich  eine 
Ellipse,  wenn  der  andere  eine  Hyperbel  ist.  und  umgekehrt;  denn 
durch  eine  Ellipse  kpnnen  zwei,  durch  eine  Hvperbel  aber  keine 
Rotationscvlinder  gelegt  werden. 

Sei  g  eine  beliebige  Gerade  nnd  seien  ^  und  g^  ihre  Polaren 

in  Bezug  auf  ii^end  mei  der  confocalen  Flächen.     Jeder  durch 

i)  gelegen  Ebene  x  enupricht  dann  in  g  sowohl  wie  in  gi  ein 

IVK  und  in  der  Verbindungslinie  a  dieser  beiden  Pole  liegen  auch 

die   übriccn   Polo  von   z    hinsichtlich    afler   confocalen   Flächen. 

Droht   sich  dio  Ebone  s  um  g.  so  beschreibt  die  ihr  conjugirte 

Axo  fi  einen  SlrAhlonbüschel  IL  Orinong  oder  eine  Regelschaar. 

jo  naohilom  yj  und  <?♦  >ioh  schneiden  oder  nicht:  and  zwar  rückt 

••  oinm:iI  ins  rncr.i: liehe,  w^nn  nämlioh  r  mit  einer  Dnrchmesser- 

K.Ihuo  JusÄmtuciitAllL     iVr  Ebenenbaschol  g  ist  projectiTisch  zu 

dorn  xoa  «I  Ivsohriobonin  Stnlilt Gebilde  imd  erzeugt  mit  dem- 

M*.by  n  oir.o  R^ur^vurcv  vxl^r  ^ino  tbeEoCurre  dritter  Ordnung.   Also: 

^lV;,u!:/.'.   t.r.tr   Sv.juur   o\r:vv*.iIrr  F.idben   IL  Ordnung 

^.t.Y"^::    ^vo   l\\    .slliT   FSrc;;.   wt'.:Le    dun^-fa  eine  belitfbige 

.Vu^Ä.ic  ,:  j:...;:..  t;.:m,v:,r  au:  ;r.rx=i  b^p« rb- ü^dien Paraboloid. 

•^;v:.>  AV.vh    w.t    I  _.\rvr  /.    dtr  Grrftd^n  g  enthält,  oder 

^.^v.v   /    t,  c    A\o    :>:     *—    Äfc   T*r^nWa    einer   Parabel 
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^Jede  Ebene  des  Büschels  g  berührt  eine  der  confocalen  Flächen; 
^und  zwar  liegen  die  Berührungspunkte  im  ersteren  Falle  auf 
^ einer  Raumcurve  dritter  Ordnung,  im  letzteren  dagegen  auf 
„einer  ebenen  Curve  dritter  Ordnung.^ 

Ist  g  eine  Axe,  so  steht  sie  auf  der  Parabel-Ebene  senkrecht 
und  wird  von  zwei  Tangenten  der, Parabel  geschnitten;  ist  g  keine 
Axe,  so  schneidet  sie  das  hyperbolische  Paraboloid  entweder  in 
höchstens  zwei  Punkten,  oder  sie  hat  alle  ihre  Punkte  mit 
demselben  gemein  und  fällt  mit  einer  ihrer  Polaren  zusammen. 
Die  Gerade  g  wird  also  entweder  von  höchstens  zwei  der  confo- 
calen Flächen  berührt,  oder  sie  liegt  in  einer  dieser  Flächen,  und 
jede  durch  g  gelegte  Ebene  wird  von  der  Fläche  in  einem  auf  g 
liegenden  Punkte  berührt. 

Sei  wiederum  77  irgend  eine  Ebene  des  Büschels  g^  und  möge 
der  Punkt,  in  welchem  sie  von  einer  der  confocalen  Flächen  be- 
rührt wird,  ausserhalb  der  Geraden  g  liegen.  Dann  können  wir 
durch  g  noch  eine  zweite  Berührungs- Ebene  tc^  an  die  Fläche 
legen.  Die  Halbirungs- Ebenen  ^  und  v  der  von  n  und  tt^  gebildeten 
Flächenwinkel  stehen  auf  einander  senkrecht  und  sind  conjugirt 
in  Bezug  auf  die  Fläche  IL  Ordnung;  und  diejenige  Axe,  welche 
zu  der  einen  p.  dieser  Halbirungs -Ebenen  conjugirt  und  normal 
ist,  muss  in  der  anderen  v  liegen,  und  wird  daher  in  ihrem  Fuss- 
punkte  von  der  Geraden  g  rechtwinklig  geschnitten.     Also: 

„Jede  Gerade  (7,  welche  auf  keiner  der  confocalen  Flächen 
„IL  Ordnung  liegt,  wird  von  zwei  derselben  berührt.  Die 
„Berührungs -Ebenen  ^  und  v  dieser  beiden  Flächen  stehen 
„senkrecht  auf  einander  und  halbiren  jeden  Flächenwinkel  7^1^^ 
„welcher  aus  der  Geraden  g  irgend  einer  der  confocalen  Flächen 
„umschrieben  ist.^ 

Der  Ebenenbüschel  g  ist  demnach  ein  symmetrisch -in- 
volutorischer  init  den  Ordnungs- Ebenen  p.  und  v,  wenn  je  zwei 
Ebenen  desselben  einander  zugeordnet  werden,  welche  eine  der 
confocalen  Flächen  berühren. 

Zu  einer  anderen  Reihe  interessanter  Sätze  führt  uns  die  Be- 
merkung, dass  confocale  Flächen  IL  Ordnung  denselben  Axencom- 
plex  besitzen,  und  dass  die  Fusspunkte  der  Axen  für  alle  jene 
Flächen  die  nämlichen  sind.     Z.  B.  : 

„Die  Normalen,  welche  in  einer  beliebigen  Ebene  tt  an  eine 
„Schaar  confocaler  Flächen  IL  Ordnung  gezogen  werden  können, 
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^umhüllen  im  Allgemeinen  eine  Parabel;  ihre  Fasspunkte  liegen 
^auf  einer  Curve  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt,  und 
^die  Berührungs- Ebenen,  auf  denen  sie  senkrecht  stehen,  bilden 
„einen  Ebenenbüschel  I.  Ordnung  (Seite  183).  Diese  Normalen 
„sind  zugleich  die  Axen  derjenigen  Kegelschnitte,  welche  die 
^Ebene  n  mit  den  confocalen  Flächen  gemein  hat;  die  Mittel- 
„punkte  dieser  Kegelschnitte  liegen  auf  der  Directrix  der 
^Parabel  (Seite  174).*' 

Dieser  Satz  erleidet  eine  Ausnahme,  wenn  ic  entweder  eine 
Durchmesser -Ebene  ist,  oder  auf  einer  Symmetrie- Ebene  senk- 
recht steht: 

„Steht  die  Ebene  n  senkrecht  auf  einer  Symmetrie- Ebene 
„Y,  so  bilden  alle,  in  ir  liegenden  Normalen  der  confocalen 
„Flächen  einen  Strahlenbüschel,  dessen  Mittelpunkt  P  in  der 
^Symmetrie-Ebene  y  liegt;  und  die  Fasspunkte  dieser  Normalen 
„sind  auf  einem  durch  P  gehenden  Kreise  enthalten,  dessen 
„Mittelpunkt  in  y  liegt ^ 

„Ist  n  eine  Durchmesser-Ebene,  so  bilden  alle  in  ihr  liegen- 
„den  Normalen  einen  Parallel-Strahlenbüschel;  die  Fusspnnkte 
„dieser  Normalen  liegen  entweder  auf  einer  gleichseitigen 
„Hyperbel,  deren  Mittelpunkt  mit  demjenigen  der  confocalen 
„Flächen  zusammenfällt,  oder  (falls  die  confocalen  Flächen 
„keinen  Mittelpunkt  besitzen)  auf  einer  Geraden.^ 

Wir  erhalten  hiedurch  zugleich  Aufschluss  über  die  Lage  der 
Normalen,  welche  parallel  zu  einer  gegebenen  Geraden  oder  ans 
einem  Punkte  P  einer  Symmetrie -Ebene  f  an  die  confocalen 
Flächen  gezogen  werden  können. 

„Die  sämmtlichen  Normalen,  welche  aus  einem  beliebigen 
„Punkte  P  an  die  confocalen  Flächen  IL  Ordnung  gezogen 
„werden  können,  liegen  im  Allgemeinen  auf  einer  Kegelfläche 
„II.  Ordnung;  ihre  Fusspunkte  liegen  auf  einer  Raumcunre 
„fünfter  Ordnung,  von  welcher  P  ein  dreifacher  Punkt  ist" 

Auf  die  nämliche  Art  können  alle  übrigen,  für  die  Fusspunkte 
eines  Axencomplexes  bewiesenen  Sätze  auf  die  Normalen  einer 
Schaar  confocaler  Flächen  und  deren  Fusspunkte  übertragen 
werden.  Beispielsweise  nenne  ich  noch  den  folgenden  Satz,  welcher 
aus  der  Verbindung  von  zwei  vorhergehenden  sich  ergiebt: 

„Diejenigen  Normalen  der  confocalen  Flächen,  welche  von 
„einer  Symmetrie-Ebene  ^  in  den  Punkten  eines  Durchmessers 
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„d  geschnitten  werden,  sind  zu  einer  auf  7  senkrechten  P^bene  s 
„parallel.  Ihre  Fusspunkte  liegen  auf  einer  durch  d  gehenden 
„Fläche,  von  welcher  7  eine  Symmetrie- Ebene  ist.  Dieselbe 
„wird  von  jeder  zu  e  parallelen  Ebene  in  einem  Kreise  und 
„in  einer  unendlich  fernen  Geraden  geschnitten,  und  von  jeder 
„durch  d  gelegten  Ebene  in  diesem  Durchmesser  und  einer 
„gleichseitigen  Hyperbel,  deren  Mittelpunkt  mit  demjenigen 
„der  confocalen  Flächen  zusammenfällt,  und  von  deren  Asymp- 
„toten  die  eine  zu  s  parallel  ist.  Statt  dieser  Hyperbel  er- 
„  halten  wir  nur  dann  eine  eigentliche  und  eine  unendlich 
„ferne  Gerade,  wenn  die  confocalen  Flächen  keinen  Mittel- 
„punkt  haben;  in  diesem  Falle  besteht  die  Fusspunktenfläche 
„aus  einer  geradlinigen  Fläche  II.  Ordnung  und  der  unendlich 
„feinen  Ebene. ^ 


Vierundzwanzigster  Vortrag. 

Flächen  dritter  Ordnung,  ihre  Abbildung  anf  einer  Ebene  und  die 

zngehürigen  Raumeurren  dritter  Ordnung. 


Wenn  im  Räume  drei  beliebige,  nicht  concentrische  Strahlen- 
bündel S,  jS|  ,  S2  coUinear,  aber  nicht  perspectivisch  auf  einander 
bezogen  werden,  so  schneiden  sich  je  drei  einander  entsprechende 
Ebenen  derselben  in  einem  Punkte  und  nur  ausnahmsweise  in 
einer  Geraden.  Diese  Schnittpunkte  homologer  Ebenen  erfüllen 
eine  Fläche  F^^  mit  deren  Untersuchung  wir  in  diesem  Vortrage 
uns  beschäftigen  wollen. 

Zunächst  bestimmen  wir  die  Ordnung  der  Fläche  F^^  d.  h. 
die  Anzahl  der  Punkte,  welche  F^  mit  einer  Geraden  g  gemein 
hat.  Wenn  in  einem  Punkte  P  von  g  zwei  homologe  Strahlen 
der  Büschel  S  und  /S,  sich  schneiden,  so  liegt  P  auf  der  Fläche 
F^;  denn  den  Ebenenbüscheln  SP  und  SiP  entspricht  im  Bündel 
S2  ein  dritter  Ebenenbüscbel,  von  welchem  eine  Ebene  durch 
den  Punkt  P  geht,  so  dass  P  als  Schnittpunkt  von  drei  homo- 
logen Ebenen  der  Bündel  S,  /S|,  S2  sich  darstellt.  Wir  schliessen 
daraus  beiläufig: 
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;,l)ie  Fläcbe  F^  geht  durch  die  drei  Raumcurven  dritter 
„Ordnung,  deren  Sehnensysteme  von  je  zwei  der  coUinearen 
„Sti'ahlenbündel  /S,  /S|,  S2  erzeugt  werden.*' 
Schneiden  sich  in  g  zwei  einander  entsprechende  Ebenen  der 
Bündel  S  und  /S|,  so  hat  die  Gerade  g  mit  einer  der  drei  Raum- 
curven höchstens  zwei  Punkte  gemein;  und  ausserdem  wird  sie 
von   der  entsprechenden  Ebene  des  Bündels  ^  in  einem  Punkte 
der  Fläche  F^  geschnitten.     Tritt  der  genannte  Fall  nicht  ein,  so 
projiciren  wir  -g  aus  S  durch  einen  Strahlenbüschel  und  suchen 
zu  diesem  in  /S|  den  entsprechenden  Strahlenbüschel.    Der  letztere 
ist  projectivisch  zu  g  und  erzeugt  mit  g  im  Allgemeinen  einen 
Ebenenbüschel  IL  Ordnung,  dessen  sämmtliche  Ebenen  von   den 
entsprechenden   des   Bündels   S  in  je   einem   Punkte  von   g   ge- 
schnitten   werden.     Dem   Ebenenbüschel    II.  Ordnung    entspricht 
aber   in   Äj    ein  gleichfalls   zu    g    projectivischer   Ebenenbüschel 
II.  Ordnung,  und  von  diesem  gehen  höchstens  drei  Ebenen  durch 
die  ihnen  entsprechenden  Punkte  von  g  und  mindestens  eine  Ebene 
(I.  Abth.  Seite  108),  falls  nicht  jeder  Punkt  von  g  auf  der  ihm 
entsprechenden  Ebene  von  S2  liegt.     In  jedem   solchen   Punkte 
von  g  schneiden  sich  aber  drei  homologe  Ebenen  der  Bündel  S^ 
S,,  /S2,  und  derselbe  liegt  demnach  auf  der  Fläche  F^.    Statt  der 
Ebenenbüschel  II.  Ordnung  erhalten  wir  drei  zu  g  projectivische 
Ebenenbüschel  I.  Ordnung,  wenn  in  einem  Punkte  P  von  g  zwei 
homologe  Strahlen   der  Bündel  S  und   Ä>|  sich  schneiden.     Zwei 
von  diesen  Ebenenbüscheln  liegen  perspectivisch  zu  der  Punktreihe 
g^  und  der  dritte,  zum  Bündel  Sj  gehörige  liegt  entweder  eben- 
falls perspectivisch  zu  9,   oder  es  gehen  höchstens  zwei  Ebenen 
desselben  durch  die  ihnen  entsprechenden  Punkte  von  </,   so  dass 
auch  in  diesem  Falle  die  Gerade  g  höchstens  zwei  von  P  verschie- 
dene Piuikte  mit  der  Fläche  F^  gemein  hat.    Aus  dem  Allen  folgt: 
Die  Fläche  F^  hat  mit  jeder  Gereuten  g,  die  nicht  gmiz  auf 
ihr  liegty  höchstens  drei  Punkte  und  mindestens  einen  Punkt  ge- 
mein.    Drei  coUineare,  nicht  concentrische  Strahlenbündel  S,  S|, 
S2  erzeugen  aUo  eine  Fläche   F^  dritter  Ordnung,  welcher  die 
sämnUlichen   Schnittpunkte   von  je   drei   homologen    Ebenen   der 
Bündel  angehören. 
Eine  Abweichung  von  diesem  Satze  tritt  ein,   wenn  die  coUi- 
nearen Bündel   ein  und  dasselbe  Strahlensystem   erster  Ordnung 
mit  einander  erzeugen.     Dieser  Fall  wurde  bereits   im  zwölften 
Vortrage  erledigt  und  soll  von  jetzt  an  ausgeschlossen  bleiben. 
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« 

Wir  können  eine  Fläche  dritter  Ordnung  durch  Bewegung  eines 
Punktes  beschreiben  auf  Grund  des  Satzes: 

„Wenn  die  vier  Flächen  eines  veränderlichen  Tetraeders 
„um  vier  feste  Punkte  sich  drehen  und  drei  Eckpunkte  auf 
„drei  durch  einen  Punkt  gehenden,  festen  Geraden  sich  be- 
„  wegen,  so  beschreibt  der  vierte  Eckpunkt  eine  Fläche  dritter 
„Ordnung." 

Denn  man  erkennt  leicht,  dass  die  vier  Flächen  vier  coUineare 
Strahlenbündel  um  die  festen  Drehpunkte  beschreiben,  von  denen 
drei  zum  vierten  perspectivische  Lage  haben  und  die  Fläche 
dritter  Ordnung  erzeugen. 

Zu  vielen  wichtigen  Eigenschaften  der  Fläche  F^  dritter  Ord- 
nung gelangen  wir  am  einfachsten,  indem  wir  die  Fläche  in  fol- 
gender Art  auf  ein  ebenes  System  £  projectivisch  beziehen  oder 
auf  der  Ebene  2  abbilden.  Wir  beziehen  das  ebene  System  2 
reciprok  auf  die  drei  collinearen  Strahlenbündel  /S,  ^|,  /S^;  dann 
entsprechen  jedem  Punkte  von  2  drei  homologe  Ebenen  der  Bündel 
und  zugleich  deren  in  F^  liegender  Schnittpunkt.  Umgekehrt 
kann  auch  zu  jedem  Punkte  P  von  F^  der  entsprechende  Punkt 
von  2  gefunden  werden  mittelst  derjenigen  drei  einander  ent- 
sprechenden Ebenen  der  Strahlenbündel,  welche  in  P  sich  schneiden. 
Jedem  geraden  Gebilde  von  2  entsprechen  in  S,  /S^,  /S2  drei  pro- 
jectivische  Ebenenbüschel  und  folglich  in  F^  eine  Raumcurve 
dritter  Ordnung,  welche  von  den  Ebenenbüscheln  erzeugt  wird 
(Seite  92).     Mit  einem  Worte: 

„Die  Fläche  F^  dritter  Ordnung  ist  auf  das  ebene  System  2 
„in  der  Weise  bezogen,  dass  jedem  Punkte  von  F^  ein  Punkt 
„von  2  entspricht,  jeder  cubischen  Raumcurve  von  F^^  welche 
„durch  drei  homologe  Ebenenbüschel  von  S,  jS^,  S^  erzeugt 
„wird,  ein  zu  ihr  projectivisches  gerades  Gebilde  von  2,  und 
„überhaupt  den  sämmtlichen  so  erzeugten  Raumcurven  dritter 
„Ordnung  von  F^  die  sämmtlichen  Geraden  von  2." 

Wir  wollen  alle  diese  auf  F^  liegenden  Raumcurven  dritter 
Ordnung,  welche  den  Geraden  von  2  entsprechen,  unter  dem 
Namen  „erstes  Curvensystem  der  Fläche  dritter  Ordnung" 
zusammenfassen.  Wir  werden  auf  der  Fläche  noch  ein  zweites 
System  von  cubischen  Raumcurven  kennen  lernen,  deren  Erzeu- 
gungsart eine  ganz  andere  ist.  Für  dieses  erste  Curvensystem 
gelten  die  Sätze: 

Keye,  Geometrie  der  Lag«.    II.    8.  Aufl.  |3 
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„Zwei   Raumcurven   dieses   ersten   Systems   haben   allemal 
^einen  Punkt  mit  einander  gemein^; 
denn  die  entsprechenden  Geraden  von  2  müssen  sich  schneiden. 

„Je  zwei  Punkte  der  Fläche  dritter  Ordnung  können  durch 
„eine  einzige  Kaumcurve  des  ersten  Systems  mit  einander  ver- 
„bunden  werden*'; 

denn  durch  die  entsprechenden  beiden  Punkte  von  51  kann  eine 
Gerade  gelegt  werden. 

Den  sämmtlichen  Geraden  von  5!,  welche  durch  einen  ge- 
gebenen Punkt  gehen,  entsprechen  in  F^  die  sämmtlichen  Curven 
des  ersten  Systems,  welche  durch  den  entsprechenden  Punkt 
hindurchgehen;  wir  wollen  dieselben  einen  ^Curvenbüschel'^  nennen. 
Durch  einen  Strahlenbüschel  des  ebenen  Systems  ^  werden  alle 
geraden  Gebilde  von  S,  die  nicht  den  Mittelpunkt  des  Büschels 
enthalten,  perspectivisch  auf  einander  bezogen;  und  da  jedes  der- 
selben zu  der  ihm  entsprechenden  Raumcurve  dritter  Ordnung 
projectivisch  ist,  so  folgt: 

„Durch  einen  Gurvenbüschel  des  ersten  Systems  von  F^ 
„werden  alle  übrigen  Raumcurven  dieses  Systems  projectivisch 
„auf  einander  bezogen." 

Vier  Curven  des  Büschels  sollen  „vier  harmonische  Raum- 
curven" des  ersten  Systems  genannt  werden,  wenn  sie  von  einer 
und  folglich  von  jeder  Curve  P  des  Systems,  die  nicht  dem 
Gurvenbüschel  angehört,  in  vier  harmonischen  Punkten  geschnitten 
wird.  Jede  dieser  Curven  P  erscheint  als  Schnitt  des  Curven- 
büschels  und  ist  projectivisch  auf  denselben  bezogen.  Ebenso  ist 
der  Gurvenbüschel  projectivisch  zu  dem  ihm  entsprechenden 
Strahlenbüschel  der  Ebene  2,  weil  je  vier  harmonischen  Curven 
des  ersteren  vier  harmonische  Gerade  des  letzteren  entsprechen. 
Ueberhaupt  können  wir  gemäss  der  allgemeinen  Definition  der 
projectivischen  Verwandtschaft  diese  Gurvenbüschel  auf  einander 
und  auf  beliebige  Elementargebilde  projectivisch  beziehen. 

Die  Fläche  dritter  Ordnung  wird  von  einer  beliebigen  Ebene 
in  einer  Curve  dritter  Ordnung  geschnitten;  und  jede  Raumcorre 
des  ersten  Systems  hat  mit  der  Ebene  und  folglich  mit  der  Schnitt- 
curve  mindestens  einen  Punkt  und  höchstens  drei  Punkte  gemein; 
also: 

„Jeder  ebenen  Curve  dritter  Ordnung  der  Fläche  F^  entspricht 
„in  I,  eine  Curve  dritter  Ordnung,  welche  mit  jeder  Geraden 
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;,von  2  mindestens  einen   Punkt  und  höchstens  drei  Punkte 
^gemein  hat." 

Wir  können  die  Fläche  F^  in  der  hier  angegebenen  Weise 
projectivisch  auf  2  beziehen,  indem  wir  in  F^  irgend  vier  Punkte 
annehmen,  von  denen  keine  drei  auf  einer  Raumcurve  des  ersten 
Systems  enthalten  sind,  und  denselben  die  Eckpunkte  irgend 
eines  in  2  gelegenen  Vierecks  willkürlich  zuweisen.  Hierdurch 
ist  nämlich  2  auf  die  coUinearen  Strahlenbündel  S^  S^^  S^  reciprok 
bezogen,  also  auch  projectivisch  auf  F^. 

Die  Fläche  dritter  Ordnung  enthält,  wie  schon  erwähnt  wurde, 
noch  ein  zweites  System  von  cubischen  Raumcurven.  Wir 
rechnen  zu  demselben  zunächst  die  drei  Raumcurven,  deren  Seh- 
nensysteme von  je  zwei  der  collinearen  Strahlenbündel  erzeugt 
werden.  Wir  wollen  mit  k\  und  k\  die  beiden  durch  den  Punkt 
S  gehenden  Raumcurven  dritter  Ordnung  bezeichnen,  welche  der 
Bündel  /S  mit  den  resp.  Bündeln  S^  und  S^  erzeugt.  Durch  die 
Curve  k\  ist  die  collineare  Verwandtschaft  der  Bündel  S  und  S^ 
völlig  bestimmt,  weil  jede  Sehne  von  k\  durch  zwei  homologe 
Ebenen  von  S  und  S|  projicirt  wird.  Anderseits  ist  mittelst  der 
Bündel  S  und  S^  das  Sehnensystem  von  k\  projectivisch  auf  den 
Strahlenbündel  S^  bezogen,  so  dass  jede  Sehne  von  k\  einer  Ebene 
von  S^  entspricht  und  von  derselben  in  einem  Punkte  der  Fläche 
F^  geschnitten  wird.  Die  Fläche  F^  wird  also  auch  erzeugt  durch 
das  Sehnensystem  der  Raumcurve  k\  dritter  Ordnung  und  den 
zu  ihm  projectivischen  Strahlenbündel  S^.  Weil  nun  das  Sehnen- 
system aus  jedem  Punkte  seiner  Ordnungscurve  k\  durch  einen 
zu  S,  /S|  und  folglich  auch  zu  S2  collinearen  Strahlenbündel  pro- 
jicirt wird,  so  können  wir  den  Mittelpunkt  des  Bündels  S  mit 
jedem  anderen  Punkte  von  k\  vertauschen.  Die  cubische  Raum- 
curve k\^  welche  von  den  Bündeln  S  und  S2  erzeugt  wird,  ändert 
dann  ihre  Lage  auf  der  Fläche  F^.     Ich  behaupte  nun: 

„Wenn  der  Punkt  S  die  Raumcurve  k\  durchläuft,  so  be- 
„  schreibt  die  von  den  Bündeln  S  und  ^2  erzeugte  Raumcurve 
yjk\   des  zweiten  Systems  die  ganze  Fläche  dritter  Ordnung, 
;, indem  sie  jeden  Punkt  P  derselben  einmal  überstreicht,^ 
Wir  müssen  zeigen,  dass  für  eine  bestimmte  Lage  des  Punk- 
tes S  die  Curve  k\  durch  den  Punkt  P  geht.    In  P  schneiden  sich 
drei  homologe  Ebenen  a,  a|,  ol^  der  collinearen  Bündel  S,  Si,  /Sj; 
dem  Strahle  S^P  oder  h^   von   Äj  entspricht  deshalb  in  S,  ein 
Strahl  6|,   welcher   mit  der   durch   P  gehenden  Sehne   aa|    der 

13* 
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Raumcurve  k\  in  einer  Ebene  a|  liegt.  Dem  Ebenenbüschel  bj 
von  S2  entspricht  ferner  in  dem  Sehnensystem  von  k\  eine  R^el- 
schaar  oder  Kegelfläche  II.  Ordnung,  deren  sämmtliche  Strahlen 
von  6|  geschnitten  werden  und  zu  welcher  auch  aa|  gehört  Sei 
6  derjenige  Leitstrahl  der  Kegelschaar  resp.  Strahl  der  Kegel- 
fläche IL  Ordnung,  welcher  durch  den  Punkt  P  geht  Derselbe 
schneidet  (Seite  90)  die  Raumcurve  k]  in  einem  Punkte,  welcher 
im  Falle  der  Kegelfläche  IL  Ordnung  vom  Mittelpunkte  derselben 
verscliieden  ist  Wählen  wir  diesen  Schnittpunkt  von  b  und  k] 
zum  Mittelpunkte  des  Bündels  /S,  so  erzeugt  S  mit  S2  jene  durch 
P  gehende  cubische  Raumcurve  A;^.  Denn  dem  Ebenenbiischel  b^ 
von  S2  entspricht  im  Bündel  S  derjenige  Ebenenbüschel,  durch 
welchen  die  Regelschaar  oder  Kegelfläche  IL  Ordnung  aus  S^ 
oder,  was  dasselbe  ist,  aus  der  Geraden  b  projicirt  wird;  die 
Geraden  &2  ^^^  ^  entsprechen  denmach  einander,  sodass  ihr 
Schnittpunkt  P  wirklich  auf  k]  liegt 

Den  Mittelpunkt  des  Strahlenbündels  &  können  wir  mit 
einem  beliebigen  anderen  Punkt  der  Curve  ij,  z.  B.  mit  P  ver- 
tauschen; wir  können  ihn  also  nach  einem  ganz  beliebigen  Punkte 
der  Fläche  F^  dritter  Ordnung  verlegen.     Oder: 

Jeder  Puiüä  der  Fläche  dntter  Ordnung  kann  zum  MitteL- 
punkte  von  einem  der  drei  coüinearen  Strahlenbündel  gemacht 
toerden,  durch  welche  die  Fläche  erzeugt  wird. 

Hieraus  ergiebt  sich  namentlich,  dass  die  ursprünglich  ange- 
nommenen drei  Mittelpunkte  keine  ausgezeichneten  Punkte  der 
Fläche  sind,  dass  vielmehr  alle  für  sie  bewiesenen  Sätze  auch  von 
jedem  anderen  Punkte  der  Fläche  gelten.  Weil  z.  B  die  Mittel- 
punkte der  Bündel  S  und  S^  durch  eine  cubische  Raumcurve  k\ 
verbunden  sind,  die  dem  zweiten  Curvensystem  der  Fläche  F^  an- 
gehört, so  folgt: 

;,Je  zwei  Punkte  der  Fläche  F^  dritter  Ordnung  können 
„durch  eine  Raumcurve  des  zweiten  Gurvensystems  verbanden 
„werden.*' 

Die  von  <S  und  S|  erzeugte  Raumcurve  k]  kann  als  eine  ganz 
beliebige  Curve  des  zweiten  Systems  betrachtet  wenlon.  Aus 
dieser  Bemerkung  lässt  sich  schliessen: 

«Jede  Raumcurve  l^  des  ersten  Gurvensystems  li^  mit  jeder 
„Curve  k\  des  zweiten  Systems  auf  einer  Regel-  oder  Kegel* 
«fläclie  IL  Onlnuiig;   und  zwar  besteht  im  Falle  der  Regel* 
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^fläche  die  eine  Regelschaar  aus  Sehnen  der  einen,  die  andere 
„aber  aus  Sehnen  der  anderen  Baumcurve  dritter  Ordnung." 

Nämlich  die  Raumcurve  l^  wird  erzeugt  durch  drei  einander  ent- 
sprechende Ebenenbüschel  a,  ai,  a^  der  Bündel  5,  Äj,  ß^^ 
sie  liegt  deshalb  mit  k\  auf  derjenigen  Fläche  IL  Ordnung,  welche 
alle  von  den  Ebenenbüscheln  a  und  a^  erzeugten  Sehnen  von  k\ 
enthält.  Auf  derselben  Fläche  IL  Ordnung  liegen  auch  die  Axen 
der  beiden  Ebenenbüschel,  und  diese  Axen  sind  Sehnen  von  l^ 
(Seite  92). 

»Umgekehrt  wird  jede  geradlinige  Fläche  zweiter  Ordnung, 
„welche  durch  eine  Raumcurve  c^  des  einen  Systems  gelegt 
„werden  kann,  von  der  Fläche  dritter  Ordnung  ausserdem  in 
„einer  Raumcui*ve  c\  des  anderen  Systems  geschnitten." 

Weil  nämlich  jede  Gerade  der  Fläche  IL  Ordnung  mit  der  Raum- 
curve c3  höchstens  zwei,  mit  der  Fläche  F^  dritter  Ordnung  aber 
im  Allgemeinen  drei  Punkte  gemein  hat,  so  giebt  es  noch  ausser- 
halb der  Curve  c^  Punkte,  welche  sowohl  auf  jP3  als  auch  auf 
der  Hache  IL  Ordnung  liegen.  Seien  P  und  Q  irgend  zwei  der- 
selben, und  c\  diejenige  durch  P  und  Q  gehende  Raumcurve 
dritter  Ordnung,  welche  zu  einem  der  beiden  Curvensysteme,  nicht 
aber  zu  demselben  wie  c^  gehört.  Dann  kann  durch  c^  und  c\ 
eine  geradlinige  Fläche  IL  Ordnung  gelegt  werden,  welche  mit  der 
vorhin  angenommenen  die  Raumcurve  c^  und  die  beiden  durcli 
P  und  Q  gehenden  Sehnen  von  c^  gemein  hat  und  deshalb  mit 
derselben  zusammenfallen  muss. 

Durch  jeden  Punkt  S  der  Fläche  dritter  Ordnung  geht  ein 
Büschel  von  Raumcurven  des  zweiten  Systems,  und  die  Curven 
k]  und  AJ,  durch  welche  die  collineare  Verwandtschaft  der  Bündel 
iS,  /Si  und  iS2  gegeben  ist,  können  als  zwei  ganz  beliebige  Curven 
dieses  Büschels  betrachtet  werden.  Jede  Ebene  von  S  projicirt 
je  eine  ihr  entsprechende  Sehne  von  k\  und  kl\  sie  hat  diese 
beiden  Sehnen,  welche  in  einem  Punkte  der  Fläche  F^  sich 
schneiden,  mit  den  beiden  ihr  entsprechenden  Ebenen  von  S^  und 
/S2  gemein.  Daraus  ergiebt  sich  folgende  einfache  Construction 
der  Fläche  dritter  Ordnung  mittelst  der  Raumcurven  k\  und 
kl  des  zweiten  Systems: 

„Durch  den  gemeinschaftlichen  Punkt  S  der  Curven  k\ 
„und  k\  legen  wir  Ebenen  und  bestimmen  in  jeder  dieser 
„Ebenen  diejenigen  beiden  Sehnen  von  k\  und  k\^  welche  nicht 


198  Vierundzwanzigater  Vortrag. 

^durch  S  gehen;  dann  schneiden  sich  die  beiden  Sehnen  in 
„einem  Punkte  der  Fläche  dritter  Ordnung. '^ 
Geben  wir  z.  B.  der  durch  S  gehenden  Ebene  eine  solche  Lage, 
dass  sie  von  AJ  und  k\  in  je  zwei  von  S  verschiedenen  Punkten 
geschnitten  wird,  so  fallen  die  beiden  Sehnen  zusammen  mit  den 
beiden  Verbindungslinien  dieser  Punktenpaare,  sind  also  äusserst 
leicht  zu  construiren.  Nur  dann,  wenn  eine  Ebene  im  Punkte  5 
die  Curve  k]  oder  kl  berührt,  geht  die  ihr  entsprechende  Sehne 
durch  den  Punkt  S, 

Wir  können  mittelst  dieser  Construction  zu  jedem  beliebigen 
Punkte  P  der  Fläche  dritter  Ordnung  gelangen.  Da  nun  k\  und  k\ 
zwei  ganz  beliebige  durch  S  gehende  Raumcurven  des  zweiten 
Curvensystems  sind,  so  folgt: 

„Werden  an  die  sämmtlichen  Raumcurven  dritter  Ordnung, 

„welche    dem    zweiten   Curvensystem    angehören    und   durch 

„einen  beliebigen  Punkt  ä  gehen,   aus  irgend  einem  anderen 

„Punkte  P  der  Fläche  dritter  Ordnung  Sehnen  gezogen,  so  liegen 

„alle  diese  Sehnen  in  einer  durch  SP  gehenden  Ebene  a.' 

Diese  Ebene  a  wird  von  den  ihr  entsprechenden  Ebenen  Sf 

uud  «2  der  Bündel  /S|  und  /S^  im  Punkte  P  geschnitten;  und  jede 

durch  P  gehende  Raumcurve  des  ersten  Systems  wird  erzeugt 

durch  drei  Ebenenbüschel  von  S,  Si  und  /S2,  deren  Axen  in  resp. 

a,   «1    und   a2   liegen.     Diese   Axen    sind   aber   zugleich   Sehnen 

jener  durch  P  gehenden  Raumcurve  dritter  Ordnung,  so  dass  der 

Satz  gilt: 

„Werden  an  die  sämmtlichen  Raumcurven  dritter  Ordnung, 
„welche  dem  ersten  Curvensystem  angehören  und  durch  den 
„beliebigen  Punkt  P  gehen,  aus  dem  Punkte  S  der  Fläche 
„dritter  Ordnung  Sehnen  gezogen,  so  liegen  alle  diese  Sehnen 
„in  derselben  durch  SP  gehenden  Ebene  a,  welche  im  vorigen 
„Satze  genannt  wurde. ^ 

Da  der  Punkt  S  beliebig  auf  der  Fläche  dritter  Ordnung  ge- 
wählt werden  kann,  so  wird  durch  die  letzten  zwei  Sätze  eine 
gemeinschaftliche  Eigenschaft  der  beiden  Curvensysteme  ausge- 
sagt. Auf  Grund  des  letzten  Satzes  können  wir  mit  Hülfe  von 
zwei  Raumcurven  ZJ,  l]  des  ersten  Systems  die  Fläche  dritter  Ord- 
nung ganz  ebenso  construiren,  wie  vorhin  mittelst  der  Curven  k] 
und  kl  des  zweiten  Systems.  Aus  dieser  Construction  aber  lässt 
sich  ohne  Weiteres  eine  collineare  Verwandtschaft  zwischen  drei 
Strahlenbündeln  P,  P|,  Pj  ableiten,  sodass  P  mit  P,  und  Pj  die 


^ 
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Sehnensysteme  von  resp.  ZJ  und  Zj,  also  von  zwei  Curven  des 
ersten  Systems  erzeugt,  und  dass  je  drei  einander  entsprechende 
Ebenenbüschel  von  P,  P|  und  P2  ^^^^  Raumcurve  des  zweiten 
Systems  erzeugen.  Die  Fläche  dritter  Ordnung  wird  alsdann  durch 
die  collinearen  Bündel  P,  P| ,  P2  erzeugt,  aber  die  beiden  Curven- 
systeme  haben  hinsichtlich  ihrer  Entstehungsart  und  ihrer  gegen- 
seitigen Beziehungen  die  Rollen  ausgetauscht;  woraus  folgt: 

AUe  Eigenschaflen  des  eiiien  Systems  von  Raumcurven  diitter 
Ordnung  kommen  auch  dem  anderen  zu. 
So  z,  B.  müssen  je  zwei  Curven  des  zweiten  Systems  einen 
Punkt  mit  einander  gemein  haben,  weil  dasselbe  von  je  zwei  Curven 
des  ersten  Systems  gilt.  Durch  einen  Curvenbüschel  des  zweiten 
Systems  werden  alle  übrigen  Curven  dieses  Systems  projectivisch 
geschnitten.  Die  Fläche  dritter  Ordnung  kann  auf  einer  Ebene 
auch  so  abgebildet  werden,  dass  jeder  Curve  des  zweiten  Systems 
eine  Gerade  entspricht  und  jedem  Curvenbüschel  des  zweiten  Systems 
ein  ihm  projectivischer  Strahlenbüschel;  die  Curven  des  ersten 
Systems  werden  alsdann  durch  ebene  Curven  fünfter  Ordnung  ab- 
gebildet, weil  sie  mit  den  Raumcurven  des  zweiten  Systems  höch- 
stens je  fünf  Punkte  gemein  haben.  Die  Sätze,  welche  wir  jetzt 
für  Curvenbüschel  des  ersten  Systems  beweisen  wollen,  gelten  auch 
für  Curvenbüschel  des  zweiten  Systems. 

^Wird  jeder  Raumcurve   dritter   Ordnung,    welche   einem 
;,  Curvenbüschel  P  des  ersten  Systems  angehört,  die  Axe  des- 
jenigen Ebenenbüschels  von  S  zugewiesen,  welcher  mit  den 
„entsprechenden  Ebenenbüscheln  der  Bündel  S^   und  S^  die 
„Curve   erzeugt,    also   mit  anderen   Worten  diejenige   Sehne, 
„welche  aus  dem  Punkte  S  an  die  Raumcurve  gezogen  werden 
„kann,  so  ist  der  Strahlenbüschel  /S,  welchen  diese  Axen  oder 
„Sehnen   bilden,   projectivisch   auf  den   Curvenbüschel  P  be- 
„  zogen.'' 
Denn  sei  Z^  eine  beliebige  Raumcurve  dritter  Ordnung,  welche 
dem  ersten  Curvensystem,  nicht  aber  dem  Curvenbüschel  P  an- 
gehört.   Dieselbe  ist  projectivisch  auf  den  Curvenbüschel  bezogen, 
wenn  jedem   Punkte  von   Z^  die  durch  ihn  gehende  Curve  des 
Büschels  zugewiesen  wird  (Seite  194).     Zugleich  aber  liegt  der- 
jenige  Ebenenbüschel    von   S^    welcher   mit  den   entsprechenden 
Ebenenbüscheln  von  /S|  und  S^  die  Raumcurve  Z^  erzeugt,  perspec- 
tivisch  sowohl  zu  l^  als  auch  zu  dem  im  Satze  genannten  Sehnen- 
büschel S,  und  Z3  ist  also  auch  zu  letzterem  projectivisch.    Der 
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Curvenbüschel   P  und  der  Sehnenbüschel  S  sind  demnach  beide 
zu  der  Raumcurve  l^^  also  auch  zu  einander  projectivisch. 

Der  Satz  gilt  auch  in  dem  Falle,  wenn  der  Mittelpunkt  des 
Curvenbüschels  mit  dem  Punkte  S  zusammenfallt.  Der  Sehnen- 
büsohel  liegt  alsdann  in  derjenigen  Ebene  o  von  S,  welche  die 
Tangenten  der  durch  S  gehenden  Kaumcurven  k\  und  k\  des 
zweiten  Systems  mit  einander  verbindet.  Denn  diese  Ebene  a 
wird  von  den  entsprechenden  Ebenen  0|  und  02  der  Bündel  /S| 
und  Sj  ™  Punkte  S  geschnitten,  weil  z.  B.  der  Tangente  von  k\ 
am  Punkte  S  der  Strahl  Si  S  des  Büschels  /S|  entspricht  und 
weil  durch  Sj  S  die  Ebene  oi  gehen  muss.  Sei  nun  l\  eine  be- 
liebige Curve  des  zum  ersten  System  gehörigen  Curvenbüschels 
/S,  und  a  die  ihr  entsprechende  in  o  liegende  Sehne;  dann  hat 
eine  beliebig  durch  a  gelegte  Ebene  noch  einen  ausserhalb  a 
liegenden  Punkt  mit  der  Raumcurve  ZJ  gemein,  welcher  sich  aber 
dem  Punkte  S  unbegrenzt  nähert,  wenn  jene  Ebene  der  Ebene  o 
näher  und  immer  näher  kommt.  Folglich  enthält  o  auch  die 
Tangente  l\  im  Punkte  S;  oder: 

;,  Werden  in  einem  beliebigen  Punkte  S  der  Fläche  dritter 

;,  Ordnung  an  alle  durch  S  gehenden  Raumcurven  des  ersten 

„und  des  zweiten  Systems  Tangenten  gezogen,  so  liegen  alle 

;; diese    Tangenten    in    einer    Ebene   a,    der   sogenannten  Be- 

„rührungs-Ebene  des  Punktes  S.^ 

Zu  beachten  ist  noch,  dass  die  Raumcurve  Z^  im  Allgemeinen  von 

o  berührt  und  ausserdem  in  einem  von  S  verschiedenen  Punkte 

L  geschnitten  wird,  und  dass  ihre  Sehne  a  die  Punkte  S  und  L 

mit  einander  verbindet,   also   eine  eigentliche  Sehne  von  ZJ   ist. 

Nur  dann  fällt  a   mit  der  Tangente  von  ZJ  zusammen,   wenn  o 

sich  der  Curve  ZJ  im  Punkte  S  anschmiegt. 

Wir  wollen  bei  dieser  Gelegenheit  gewisser  ausgezeichneter 
Punkte  Erwähnung  thun,  die  in  besonderen  Fällen  sich  auf  der 
Fläche  dritter  Ordnung  finden  können,  und  füi'  welche  die  bis- 
herigen Sätze  nicht  gelten.  Es  kann  nämlich  der  Fall  eintreten, 
dass  die  Raumcurven  k\  und  k]  dritter  Ordnung,  welche  der 
Strahlenbündel  S  mit  den  ihm  coUinearen  Bündeln  /Sj  und  & 
erzeugt,  noch  ausser  dem  Punkte  S  einzelne  Punkte,  nämlich 
höchstens  vier,  mit  einander  gemein  haben,  oder  auch,  dass  sie 
sich  in  S  berühren.  In  jedem  dieser  von  S  verschiedenen  gemein- 
schaftlichen Punkte,  und  eventuell  auch  in  S  schneiden  sich  als- 
dann drei  homologe  Strahlen  der  Bündel,   und  daraus  folgt,  dass 
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ein  solcher  Punkt  auf  jeder  Raumcurve  dritter  Ordnung  sowohl 
des  ersten  als  auch  des  zweiten  Gurvensystems  liegen  muss. 
Nach  einem  solchen  ausgezeichneten  Punkte  können  die  Mittel- 
punkte von  zwei  der  collinearen  Bündel  S,  Äj,  Sj  verlegt  werden; 
so  dass  die  Fläche  erzeugt  werden  kann  durch  drei  coUineare 
Strahlenbündel,  von  denen  zwei  concentrisch  liegen.  Wir  wollen 
auf  diese  besonderen  Fälle  nicht  näher  eingehen,  sondern  an- 
nehmen, dass  die  Raumcurven  fej  und  äJj,  die  wir  als  zwei  ganz 
beliebige  Curven  des  zweiten  Systems  ansehen  dürfen,  nur  einen 
einzigen  Punkt  S  mit  einander  gemein  haben  und  sich  in  dem- 
selben schneiden.  Auch  zwei  beliebige  Raumcurven  des  ersten 
Systems  haben  alsdann  nur  einen  Punkt  mit  einander  gemein  und 
schneiden  sich  in  demselben. 

Wird  jede  Raumcurve  l^  des  ersten  Gurvensystems  mit  einer 
beliebig  gegebenen  Gurve  k^  des  zweiten  Systems  durch  eine 
Fläche  II.  Ordnung  verbunden,  so  erhalten  wir  einen  Bündel 
von  Flächen  II.  Ordnung,  die  sich  alle  in  k^  schneiden.  Jeder 
Gurve  des  ersten  Systems  entspricht  eine  durch  sie  gehende 
Fläche  des  Bündels  k^;  jedem  Gurvenbüschel  P  aber  entspricht 
ein  i^2.Bü8cliel,  dessen  sämmtliche  Flächen  die  Raumcurve  k^ 
und  eine  durch  den  Punkt  P  gehende  Sehne  von  k^  mit  einander 
gemein  haben.  —  Sei  der  Mittelpunkt  des  Strahlenbündels  S 
ausserhalb  der  Raumcurve  k^  gelegen;  jedem  Strahle  a  von  S  ent- 
spricht dann  eine  bestimmte  Gurve  P  des  ersten  Systems,  welche 
der  Ebenenbüschel  a  mit  den  homologen  Ebenenbüscheln  der 
Bündel  Ä|  und  ^2  erzeugt,  und  zwar  ist  a  eine  Sehne  dieser 
Raumcurve  Z^  Dem  Strahle  a  ist  sonach  auch  eine  Fläche  k^l^ 
des  Flächenbündels  k^  zugewiesen,  und  zugleich  eine  bestimmte 
Ebene  a,  welche  vom  Punkte  S  die  Polar -Ebene  ist  hinsichtlich 
dieser  Fläche.  Die  Ebene  a  geht  durch  den  Punkt  S*,  welcher 
dem  Punkte  S  conjugirt  ist  hinsichtlich  der  Raumcurve  k^;  sie 
wird  ausserdem  vom  Strahle  a  in  einem  Punkte  geschnitten,  welcher 
zu  S  conjugirt  ist  hinsichtlich  der  Raumcurve  l^  (Seite  107). 

Dreht  sich  der  Strahl  a  um  den  Punkt  /S,  so  ändert  die  Gurve 
Z3  ihre  Lage  auf  der  Fläche  dritter  Ordnung  und  ebenso  die  Fläche 
k^  l^  II.  Ordnung  im  Bündel  k^ ;  und  zugleich  muss  die  Polar-Ebene 
a  von  S  um  den  Punkt  S^  sich  drehen.  Beschreibt  nun  a  einen 
gewöhnlichen  Strahlenbüschel,  so  beschreibt  l^  einen  zu  ihm  projec- 
tivischen  Gurvenbüschel;  demnach  muss  die  Fläche  k^l^  einen 
i^- Büschel  beschreiben,  und  die  Ebene  a  einen  zu  diesem  Flächen- 
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büschel  projectivischen  Ebenenbüschel  I.  Ordnung.  Also  jedem 
Strahle  von  S  entspricht  eine  Ebene  des  Strahlenbttndels  S^  und 
jedem  Strahlenbüschel  I.  Ordnung  von  S  und  dessen  Ebene  ent- 
spricht in  S^  ein  Ebenenbüschel  I.  Ordnung  und  dessen  Axe. 
Daraus  folgt,  dass  die  Bündel  S  und  S^  reciprok  auf  einander 
bezogen  sind,  also  eine  Fläche  II.  Ordnung  erzeugen;  oder: 

;,\Vird  aus  einem  beliebigen  Punkte  S  der  Fläche  dritter 
9  Ordnung  an  jede  Raumcurve  P  des  ersten  Systems  eine  Sehne 
„a  gezogen  und  auf  a  derjenige  Punkt  bestimmt,  welcher  zu  S 
;,conjugirt  ist  hinsichtlich  der  Gurre  Z^,  so  erfüllen  alle  so  ge- 
„fimdenen  Punkte  eine  durch  iS  gehende  Fläche  II.  Ordnung. 
;,Dieselbe  enthält  auch  alle  Punkte  S^,  welche  zu  S  conjugirt 
;,sind  hinsichtlich  der  Raumcurven  k^  des   zweiten  Systems.** 
Wenn  irgend  ein   Strahl  des  Bündels   S  die  Fläche  dritter 
Ordnung  in  zwei  von  <S  verschiedenen  Punkten  A^  A^  schneidet, 
also  von  der  durch  A  und  ^|  gehenden  Curve  des  ersten  Systems 
eine  Sehne  ist,  so  ist  der  zu  S  conjugirte  Punkt  dieser  Sehne 
durch  A  und  Ai  harmonisch  getrennt  von  S,     Drehen  wir  den 
Strahl  SA  Ai  so,  dass  die  Punkte  A  und  Ai  einander  unb^renzt 
sich  nähern  und  SAAi  in  eine  Tangente  der  Fläche  dritter  Ord- 
nung übergeht,   so  muss  mit  dem  Berührungspunkt  auch  der  zu 
S  conjugirte  Punkt  sich  vereinigen,  eben  weil  er  von  S  harmonisch 
getrennt  ist  durch  A  und  ^|.     Ebenso  ergiebt  sich,  dass  der  zu 
iS  conjugirte  Punkt  mit  S  sich  vereinigt,  wenn  einer  der  Punkte 
A  und  Ai  mit   S  zusammenfällt,   wenn  also  der  Strahl   SAA^ 
einer  in  S  an  die  Fläche  dritter  Ordnung  gezogenen  Tangente 
unbegrenzt  sich  nähert    Also: 

„Die   genannte  Fläche   IL  Ordnung   enthält  jeden   Punkt, 

^welcher  vom  Punkte  iS  durch  zwei  andere  Punkte  J,  A^  der 

„Fläche   F^  dritter  Ordnung  harmonisch  getrennt  ist,   sowie 

..die  Berührungspunkte  aller  Tangenten,   welche  von  6*  an  die 

n  Fläche  F'^  gezogen  werden  können.     Sie  hat  ausserdem  mit 

^F^  die  Berührungs- Ebene  im  Punkte    iS  gemein,  und  kann 

„die  Polare  des  Punktes  5  genannt  werden.^ 

Weil  jedem  Curvenbüschel  des  ersten  Systems  ein  ihm  firo- 

jectivischer  Strahlenbüschel  von  5  entspricht,  so  können  wir  sagen, 

das  en>te  Curvensystem  sei  projectivisch  auf  den  Strahlenbündel 

6'  bezogen.     Der  Bündel  iS  ist  aber  reciprok  auf  den  Bändel  6** 

bezogen,  und  anderseits  entsprechen  je  vier  harmonischen  Eb^ieu 

von  ^>  stets  vier  harmonische  Flächen  des  Flächenbundels  ib^,  sei 
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dass  der  letztere  ebenfalls  zum  Strahlenbündel  S^  projectivisch 
ist.     Wir  schliessen  hieraus: 

^Wird  jeder  Curve  des  ersten  Systems  die  durch  sie  hin- 
^durchgehende  I^läche  des  Bündels  k^  zugewiesen,  so  ist  das 
^Curvensystem  projectivisch  auf  den  Flächenbündel  k^  he- 
rzogen; namentlich  entspricht  jedem  Curvenbüschel  des  Systems 
„ein  zu  ihm  projectivischer  Z''^. Büschel  von  k^.*^ 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  kann  die  gegenseitige  Lage  derjenigen 
Punkte  leicht  angegeben  werden,  welche  von  einem  ausserhalb  der 
Fläche  F^  dritter  Ordnung  gegebenen  Punkte  P  durch  je  zwei 
Punkte  der  Fläche  harmonisch  getrennt  sind,  oder  allgemeiner  zu 
reden,  welche  zu  P  conjugirt  sind  in  Bezug  auf  je  eine  Curve  l^ 
des  ersten  Systems.  Verbinden  wir  l^  mit  irgend  drei  Curven 
k^,  k],  kl  des  zweiten  Systems  durch  Flächen  II.  Ordnung,  so 
schneiden  sich  die  drei  Polar -Ebenen  des  Punktes  P  hinsichtlich 
dieser  Flächen  IL  Ordnung  in  demjenigen  Punkte,  welcher  zu  P 
conjugirt  ist  in  Bezug  auf  l^.  Wenn  nun  l^  das  ganze  erste 
Curvensystem  beschreibt,  so  beschreiben  die  Flächen  A;^/',  k]P 
und  ftjZ'  drei  Flächenbündel  A',  k]  und  ftj,  welche  zum  Curven- 
system und  folglich  auch  zu  einander  projectivisch  sind,  und  die 
drei  Polar-Ebenen  des  Punktes  P  beschreiben  drei  Strahlenbündel 
P\  PJ,  PJ,  welche  zu  den  Flächenbündeln  und  dem  Curvensystem 
projectivisch  und  sonach  zu  einander  collinear  sind,  und  deren 
Mittelpunkte  zu  P  conjugirt  sind  hinsichtlich  der  Raumcurven  Ä;', 
fcj,  k].  Die  collinearen  Bündel  P\  PJ,  PJ  erzeugen  aber  eine 
Fläche  dritter  Ordnung;  oder: 

„Die  sämmtlichen  Punkte,  welche  durch  je  zwei  Punkte 
„der  Fläche  F^  dritter  Ordnung  von  einem  ausserhalb  F^  ge- 
diegenen Punkte  P  harmonisch  getrennt  sind,  liegen  auf  einer 
„zweiten  Fläche  dritter  Ordnung.  Die  letztere  geht  auch  durch 
„die  Berührungspunkte  aller  Tangenten,  welche  von  P  an  die 
„Fläche  P3  gezogen  werden  können,  und  wird  von  diesen 
„Tangenten  gleichfalls  berührt.^ 

Jede  durch  P  gelegte  Gerade,  welche  mit  F^  drei  Punkte  A^  J,, 
A2  gemein  hat,  wird  auch  von  jener  zweiten  Fläche  dritter  Ord- 
nung in  drei  Punkten  jB,  £|,  B2  geschnitten.  Wird  nun  der 
Strahl  PA  so  imi  P  gedreht,  dass  er  in  eine  Tangente  der  Fläche 
P3  übergeht,  dass  also  zwei  der  Punkte  A,  -4|,  A2  im  Berührungs- 
punkte sich  vereinigen,  so  fällt  mit  ihnen  auch  einer  der  Punkte 
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B,  Bi^  B2  zusammen,  während  zugleich  die  beiden  übrigen  sich 
vereinigen;  denn  jeder  der  Punkte  B,  Ä|,  B2  ist  von  P  durch 
zwei  der  Punkte  A^  Ai,  A^  harmonisch  getrennt  Daraus  folgt 
der  Schluss  unseres  Satzes. 


Fünfundzwanzigster  Vortrag. 

Ebene  Cnrven  dritter  Ordnug. 


Zu  ferneren  wichtigen  Eigenschaften  der  Fläche  F^  dritter 
Ordnung  führt  uns  die  Untersuchung  der  auf  F^  gelegenen  ebenen 
Curven.  Von  einer  beliebigen  Ebene  -  wird  die  Fläche  in  einer 
Curve  63  dritter  Ordnung  geschnitten,  welche  nämlich  mit  jeder, 
ausserhalb  F^  liegenden  Geraden  der  Ebene  höchstens  drei  Punkte 
und  mindestens  einen  Punkt  gemein  hat.  Die  Fläche  F^  wird 
erzeugt  durch  drei  collineare  Strahlenbündel  iS,  /S|,  S^;  die  Curve 
C3  erscheint  deshalb  als  ein  Erzeugniss  von  drei  in  2!  liegenden 
collinearen  Systemen,  welche  von  jenen  Strahlenbündeln  Schnitte 
sind,  und  kann  unabhängig  von  der  Fläche  dritter  Ordnung  wie 
folgt  definirt  werden: 

;yDrei  collineare  ebene  Systeme,  welche  in  derselben  Ebene 

^ü  liegen,  erzeugen  eine  Curve  C3  dritter  Ordnung,  in  deren 

^Punkten  je  drei  homologe  Strahlen  der  Systeme  sich  schneiden. 

^  Durch   keinen   ausserhalb   C3   gelegenen   Punkt  gehen   mehr 

,al8  zwei  einander  entsprechende  Strahlen  der  Systeme.^ 

IVojiciren  wir  die  drei  collinearen  Systeme  aus  irgend  drei 

Punkten   des   Raumes   durch   Strahlenbündel,   so   erzeugen   diese 

eine  durch  C,  gehende  Fläche  dritter  Ordnung.     Dieselbe  artet 

aus  in  eine  Kegelfläche  dritter  Ordnung,  wenn  die  Mittelpunkte 

der  drei  Strahlenbündel  zusammenfallen. 

Die  Fläche  F^  dritter  Ordnung,  als  deren  Schnitt  wir  die 
ebene  Curve  C3  betrachten,  kann  mit  Hülfe  der  collinearen  Bündel 
*•>  ^'1 »  &  auf  ein  ebenes  System  ^'  abgebildet  werden ;  wir  braucheo. 
wie  wir  gesehen  haben,  nur  die  Bündel  reciprok  auf  ^'  zu  be- 
ziehen. Als  Abbildung  von  C3  erhalten  wir  dann  eine  Curve  C'3, 
die  ebenfalls  von  der  dritten  Ordnung  ist     Nämlich  die  ebenen 


^ 
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Systeme  1  und  1*  sind  mittelst  der  Bündel  ä,  S| ,  /S2  in  dreifacher 
Weise  reciprok  auf  einander  bezogen;  und  jeder  Punkt  P*  von 
C'3  unterscheidet  sich  dadurch'  von  den  übrigen  Punkten  des 
Systems  ^\  dass  die  drei  ihm  entsprechenden  Strahlen  von  1 
nicht  ein  Dreieck  bilden,  sondern  durch  einen  und  denselben  Punkt 
P  von  C3  gehen.  Umgekehrt  entsprechen  dem  Punkte  P  von  C3 
drei  Strahlen  in  2',  welche  in  einem  einzigen  Punkte  P'  von  C'3 
sich  schneiden;  sodass  auch  C^  durch  drei  in  S'  liegende  coUineare 
Systeme  erzeugt  wird.  Schon  früher  (Seite  194)  haben  wir  auf 
ganz  anderem  Wege  bewiesen,  dass  O^  mit  jeder  in  2'  gelegenen 
Geraden  mindestens  einen  Punkt  und  höchstens  drei  Punkte  ge- 
mein hat.  —  Da  1'  reciprok  auf  die  Strahlenbündel  S,  /S|,  &2 
bezogen  ist,  so  entsprechen  der  Curve  C3  dritter  Ordnung  drei 
Ebenenbüschel  dritter  Ordnung;  oder: 

,Jede  ebene  Schnittcurve  C3  der  Fläche  F^  dritter  Ord- 
;,nung  wird  durch  drei  homologe  Ebenenbüschel  dritter  Ord- 
^nung  von  S,  Sj,  /S^  erzeugt." 

Eine  wichtige  Eigenschaft  der  Curve  C3  folgt  aus  früheren 
Sätzen  (Seite  202),  nämlich: 

;,lst  S  ein  beliebiger  Punkt  der  ebenen  Curve  63  dritter 
^^Ordnung,  so  liegen  die  sämmtlichen  Punkte,  welche  von  S 
;,durch  je  zwei  andere  Curvenpunkte  harmonisch  getrennt  sind, 
„auf  einem  durch  S  gehenden  Kegelschnitt  Derselbe  berührt 
„in  S  die  Curve  ßj  und  enthält  die  Berührungspunkte  aller 
„Tangenten,  welche  aus  dem  Punkte  S  an  C3  gezogen  werden 
„können.  In  speciellen  Fällen  artet  der  Kegelschnitt  in  zwei 
„Gerade  aus." 

Der  Kegelschnitt  muss  z.  B.  immer  dann  aus  zwei  Geraden 
bestehen,  wenn  C3  in  drei  Gerade  a^  b^  c  zerfällt.  Dass  dieses 
möglich  ist,  leuchtet  sofort  ein;  denn  wir  können  drei  ebene  Sy- 
steme coUinear  so  auf  einander  beziehen,  dass  sie  ein  Dreiseit 
ab  c  entsprechend  gemein  haben.  Wenn  C3  eine  Curve  II.  Ord- 
nung a  enthält  und  S  ausserhalb  oder  innerhalb  a  liegt,  so  zer- 
fällt der  im  Satze  genannte  Kegelschnitt  ebenfalls  in  zwei  Gerade, 
von  denen  eine  mit  der  Polare  von  S  in  Bezug  auf  a  identisch 
ist.  Die  andere  Gerade  geht  durch  S;  sie  muss  ganz  der  Linie 
C3  angehören,  weil  sonst  unmöglich  jeder  ihrer  Punkte  durch 
zwei  Punkte  der  Linie  63  harmonisch  von  S  getrennt  sein  könnte. 
Daraus  folgt: 
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„Wenn  die  Curve  C3  dritter  Ordnung  einen  Kegelschnitt  a 
„enthält,  so  zerfallt  sie  in  diesen  und  in  eine  Gerade.* 
Wir  wollen  die  Mittelpunkte  der  drei  Bündel  S,  S|,  Sj  durch 
einen  Kegelschnitt  x^  mit  einander  verbinden,  und  beweisen,  dass 
x2  entweder  ganz  auf  der  Fläche  F^  enthalten  ist,  oder  noch 
höchstens  drei  andere  Punkte  mit  F^  gemein  hat  Wir  projiciren 
den  Kegelschnitt  x^  aus  S  durch  einen  Strahlenbüschel  und  suchen 
zu  diesem  im  Bündel  <S|  den  entsprechenden  Strahlenbüschel; 
dann  ist  der  letztere  ebenfalls  projectivisch  zu  x^  und  erzeugt 
mit  x2  einen  Ebenenbüschel  I.  oder  IL  Ordnung.  Jede  Ebene 
desselben  hat  mit  der  entsprechenden  Ebene  von  S  einen  Pnnkt 
von  x^  gemein;  dem  Ebenenbüschel  entspricht  aber  auch  in  S^ 
ein  zu  x^  projectivischer  Ebenenbüschel,  von  welchem,  entweder 
alle  oder  höchstens  drei  Ebenen  durch  die  entsprechenden  Punkte 
von  x2  hindurchgehen  (I.  Abth.  Seite  109).  Damit  ist  die  Be- 
hauptung bewiesen;  und  weil  £>,  äi|,  /S2  als  drei  ganz  beliebige 
Punkte  der  Fläche  F^  zu  betrachten  sind,  so  ergiebt  sich: 

^Die  Fläche  F^  dritter  Ordnung  und  jede  ebene  Schnitt- 

;;  curve  derselben  hat  mit  keinem  Kegelschnitt,  der  nicht  ganz 

^ihr  angehört,  mehr  als  sechs  Punkte  gemein.^ 

Wenn  also  eine  ebene  Curve  63  dritter  Ordnung  mit  einem 

Kegelschnitt  mehr  als  sechs  Punkte  gemein  hat,  so  zerfallt  sie  in 

diesen  Kegelschnitt  und  in  eine  Gerade.     Ausserdem  folgt: 

„Eine  Fläche  IL  Ordnung  hat  mit  der  Fläche  dritter  Ord- 
„nung  im  Allgemeinen  eine  Raumcurve  sechster  Ordnung 
;,gemein.^ 
Denn  eine  beliebige  Ebene  schneidet  die  Fläche  IL  Ordnung  in 
einem  Kegelschnitt,  welcher  im  Allgemeinen  höchstens  sechs  (auf 
jener  Raumcurve  liegende)  Punkte  mit  der  däche  dritter  Ordnung 
gemein  hat. 

^Drei  projectivische,  nicht  concentrische  Ebenenbüschf4 
^11.  Ordnung  erzeugen  im  Allgemeinen  eine  Raumcurve  y  VI.  Ord- 
„nung,  durch  welche  eine  Fläche  dritter  Ordnung  gelegt  werden 
„kann.*' 

Nämlich  die  drei  Strahlenbündel  /S,  5|,  £^,  welchen  die  Ebenen- 
büschel IL  Ordnung  angehören,  sind  durch  diese  coUinear  auf 
einander  bezogen  und  erzeugen  eine  Fläche  F^  dritter  Ordnung. 
Bilden  wir  F^  auf  eine  Ebene  2!'  ab,  so  entspricht  den  Ebenen- 
büscheln IL  Ordnung  und  der  von  ihnen  erzeugten  Curve  ^  ein 
Kegelschnitt  Y  i»  2Ü',  und  jeder  ebenen  Schnittcurve   63  von  F^ 
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entspricht  eine  Curve  6^3  dritter  Ordnung  in  2'|.  Und  weil  7'  mit 
6^3  höclistens  sechs  Punkte  gemein  hat,  so  wird  auch  ^  von  der 
Curve  C3  und  von  deren  Ebene  in  höchstens  sechs  Punkten  ge- 
schnitten. Eine  Ausnahme  tritt  nur  dann  ein,  wenn  y'  einen 
Theil  der  Curve  O^  bildet. 

Wenn  ein  Kegelschnitt  sechs  Punkte  mit  einer  Curve  C3 
dritter  Ordnung  gemein  hat  und  alsdann  seine  Gestalt  und  Lage 
in  der  Weise  stetig  ändert,  dass  zwei  dieser  sechs  Punkte  ein- 
ander unbegrenzt  sich  nähern,  so  vereinigen  sich  schliesslich  diese 
beiden  Punkte  zu  einem  gemeinschaftlichen  Berührungspunkte, 
ausser  welchem  die  beiden  Curven  nur  noch  vier  Punkte  mit  ein- 
ander gemein  haben.  Nun  liegen  aber  die  Berührungspunkte  der- 
jenigen Tangenten,  welche  von  einem  Punkte  S  der  Curve  Cj  an 
diese  gezogen  werden  können,  auf  einem  Kegelschnitt,  welcher  in 
S  die  Curve  C3  berührt;  also: 

^  Durch   einen   beliebigen  Punkt   S  der   Curve    C3   dritter 

„Ordnung  können  ausser  der  Tangente  in  S  selbst  noch  höchstens 

„vier  Tangenten  an  C3  gezogen  werden.* 
Vom  Punkte  S  der  Curve  63  gehen  unendlich  viele  Strahlen 
aus,  von  welchen  die  Curve  in  je  zwei  von  S  verschiedenen  Punkten 
geschnitten  wird.  Jedes  dieser  Punktenpaare  kann  durch  eine 
Raumcurve  dritter  Ordnung  verbunden  werden,  welche  dem  ersten 
Curvensystem  der  Fläche  F^  dritter  Ordnung  angehört;  und  aus 
früheren  Sätzen  (Seite  198)  ergiebt  sich,  dass  alle  so  bestimmten 
Raumcurven  in  einem  Punkte  P  von  C3  sich  schneiden.  Auch 
haben  wir  bereits  bewiesen,  dass  der  Curvenbüschel  P  des  ersten 
Systems  projectivisch  auf  den  Strahlenbüschel  ß  bezogen  ist, 
wenn  jeder  Curve  von  P  ihre  durch  S  gehende  Sehne  zugewiesen 
wird.  Mit  einer  beliebigen  Raumcurve  k^  des  zweiten  Systems 
kann  der  Curvenbüschel  P  durch  einen  i^2. Büschel  verbunden 
werden,  dessen  Flächen  in  k^  und  in  der  durch  P  gehenden 
Sehne  von  A:^  sich  schneiden.  Auch  dieser  Flächenbüschel  ist 
(Seite  203)  projectivisch  zu  dem  Curvenbüschel  P  und  zu  dem 
Strahlenbüschel  S\  und  zwar  liegen  die  Punkte,  welche  irgend 
ein  Strahl  von  S  mit  der  entsprechenden  Curve  des  Büschels 
P  und  mit  der  zugehörigen  Fläche  II.  Ordnung  gemein  hat,  auf 
der  Curve  C3.  Der  Flächenbüschel  wird  von  der  Ebene  des 
Strahlenbüschels  S  in  einem  zu  ihm  projectivischen  Kegelschnitt- 
büschel geschnitten,  dessen  Kegelschnitte  durch  den  Punkt  P 
gehen , '  sowie   durch   die   gemeinschaftlichen  Punkte    der   Ebene 
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und  der  Raumcurve  k^.    Weil  nun  k^  beliebig  im  zweiten  Curven- 
systera  gewählt  werden  kann,  so  ergiebt  sich: 

;,Die  ebene  Curve  C3  dritter  Ordnung  kann  auf  unendlich 
;, viele  Arten  durch  einen  Strahlenbüschel  iS  und  einen  zu  ihm 
;,projectivischen  Kegelschnittbüschel  erzeugt  werden,  sodass  die 
;, Schnittpunkte  jedes  Strahles  von  S  mit  dem  ihm  entsprechen- 
^den  Kegelschnitte  auf  C3  liegen.^ 

Von  den  vier  Punkten,  welche  die  Kegelschnitte  mit  einander 
gemein  haben  können,  dürfen  wir  zwei  O  und  Q  ganz  beliebig 
auf  C3  wählen,  weil  durch  je  zwei  Punkte  der  Fläche  F^  eine 
Curve  k^  des  zweiten  Systems  gelegt  werden  kann;  der  dritte  B 
liegt  ebenfalls  auf  k^.  Der  vierte  Punkt  P  hängt  nur  scheinbar 
von  der  Wahl  des  Punktes  S  ab ;  denn  wir  werden  sogleich  zeigen, 
dass  jedem  der  drei  Punkte  0,  Q,  R  die  Rolle  zugetheilt  werden 
kann,  welche  in  obiger  Untersuchung  der  Punkt  P  spielte,  dass 
also  P  mit  jedem  beliebigen  Punkte  von  C^  vertauscht  werden 
darf.  Dagegen  ist  jeder  von  den  vier  Punkten  bestimmt  durch 
die  drei  übrigen  und  durch  den  Punkt  Ä  Denn  wenn  0,  P,  Q 
und  S  gegeben  sind,  so  finden  wir  i2,  indem  wir  0,  P  und  Q  mit 
irgend  zwei  Punkten  von  C3,  die  mit  S  in  einer  Geraden  liegen, 
durch  einen  Kegelschnitt  verbinden  und  den  sechsten  Durch- 
schnittspunkt des  letzteren  mit  63  aufsuchen. 

Dass  P  mit  O  vertauscht  werden  kann,  folgt  aus  dem  Be- 
weise des  Satzes: 

„Durch  jede  Curve,  welche  von  einem  Strahlenbüschel  S 
„mit  einem  zu  S  projecti vischen  Kegelschnittbüschel  (OPQR) 
„erzeugt  wird  und  folglich  durch  den  Mittelpunkt  von  /S,  sowie 
„durch   die  vier   gemeinschaftlichen   Punkte   0,  P,  Q,  R   der 
„Kegelschnitte  geht,  kann  eine  Fläche  dritter  Ordnung  gelegt 
„werden;  oder  die  Curve  ist  von  der  dritten  Ordnung.^ 
Wir  verbinden  drei  der  letzteren  vier  Punkte,  z.  B.  P,  Q  und 
R  durch  eine  Raumcurve  k^  dritter  Ordnung,   nehmen  auf  dieser 
die  Mittelpunkte  von  zwei  Strahlenbündeln  Sf  und  S2  beliebig  an 
und  beziehen  die  letzteren  coUinear  so  auf  einander,  dass  sie  das 
Sehnensystem  von  k^  erzeugen.    Durch  0  geht  eine  Sehne  von  k^, 
in  welcher  zwei    homologe  Ebenen  «i    und   «2   ^^^  Bündel  sich 
schneiden.     Seien  «|  und  «2  irgend  zwei  in  resp.  «i  und  a2  lie- 
gende, homologe  Strahlen  der  Bündel,  so  schneiden  dieselben  die 
Ebene   OPQR  in  zwei  Punkten,   welche  einem  und  demselben 
Kegelschnitt  des  Büschels  (OPQR)  angehören;    denn  die  pro- 
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jectivischen  Ebenenbüschel  »i  und  «2  erzeugen  eine  durch  k^  und 
den  Punkt  0  gehende  Fläche  II.  Ordnung,  auf  welcher  auch  die 
Strahlen  S|  und  $2  liegen.  Die  beiden  in  «i  und  «2  liegenden 
und  einander  entsprechenden  Strahlenbüschel  von  Si  und  ^2  wer- 
den demnach  von  der  Ebene  ÖPQR  in  zwei  Punktreihen  ge- 
schnitten, welche  zu  dem  Kegelschnittbüschel  (OPQR)  perspec- 
tivisch  liegen  (Seite  162) ;  sie  sind  folglich  auch  zu  dem  Strahlen- 
büschel S  projectivisch.  Beziehen  wir  nun  den  Bündel  S  coUinear 
auf  iS|  und  /^,  sodass  jene  drei  projecti vischen  Strahlenbüschel 
einander  entsprechen,  so  erzeugen  die  drei  Bündel  eine  Fläche 
dritter  Ordnung,  von  welcher  die  gegebene  ebene  Curve  ein  Schnitt 
ist  Die  verlangte  collineare  Beziehung  kann  auf  unendlich  viele 
Arten  hergestellt  werden  (Seite  6). 

Die  Rolle  des  Punktes  P  kann  also  wirklich  von  jedem  anderen 
Punkte  O  der  Curve  63  dritter  Ordnung  übernommen  werden,  so 
dass  allgemein  sich  ergiebt: 

„Werden  auf  der  ebenen  Curve  C3  dritter  Ordnung  irgend 
;,vier  Punkte  S,  P,  Q,  R  angenommen,  und  verbindet  man  je 
„zwei  Punkte  von  C3,  welche  mit  S  in  einer  Geraden  liegen, 
„mit  P,  Q  und  R  durch  einen  Kegelschnitt,  so  bilden  alle 
„diese  Kegelschnitte  einen  zum  Strahlenbüschel  S  projectivischen 
„Kegelschnittbüschel,  und  auch  der  vierte  gemeinschaftliche 
„Punkt  0  der  Kegelschnitte  liegt  auf  63.^ 
Ohne  Weiteres  leuchtet  ein,  dass  auch  folgende  Umkehrung  dieses 
Satzes  gültig  ist: 

Werden  durch  vier  beliebige  Punkte  0,  P,  Q,  R  einer  ehenen 
Curve   C3   dritter  Ordnung  Kegelschnitte  gelegt^   welche  noch  je 
zwei  Punkte  mit  C3  gemein  haben,  so  schneiden  sich   die    Fer- 
bindungslinien    dieser   Punktenpaare    in    einem    und    demselben 
Punkte  S  von  C3.     Der  Kegelschnittbüschel  (OPQR)  ist  projec- 
tivisch auf  den  Strahlenbüschel  S   bezogen,  wenn  jedem  Kegel- 
schnitt der  so  durch  ihn  gewonnene  Strahl  von  S  zugewiesen  wird. 
Von  den  Punkten  0,  P,  Q,  R  dürfen  übrigens  keine  drei  in  einer 
Geraden  liegen,  wenn  der  Satz  Sinn  haben  soll.     Dagegen  dürfen 
je  zwei  derselben  einander  unbegrenzt  sich  nähern,  so  dass  der 
Satz  auch  dann  noch  gilt,  wenn  die  Kegelschnitte  in  zwei  Punkten 
von  C3  geschnitten  und  in  einem  dritten  berührt  werden,   oder 
wenn  sie  einander  und  die  Curve  Q  in  zwei  verschiedenen  Punkten 
berühren  u.  s.  w.     Der  Punkt  S  soll  der  Gegenpunkt  des  Vier- 
ecks OPQR  genannt  werden. 

Roye,  Geometrie  der  Luge.    II.    2.  Aufl.  ]^4 
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Der  letzte  Satz  enthält  eine  Haupt- Eigenschaft  der  ebenen 
Curven  dritter  Ordnung,  und  wir  können  aus  ihm  viele  andere 
Sätze  ableiten;  zunächst  den  folgenden: 

„Durch  acht  beliebige  Punkte  O,  P,  Q,  R,  A,  B,  C,  D  der 
^  Ebene  können  unendlich  viele  Curven  dritter  Ordnung  gelegt 
„werden;  nämlich  durch  einen  beliebigen  neunten  Punkt  E 
„geht  eine  einzige  dieser  Curven,  und  nur  wenn  E  eine  ganz 
yybesondere,  durch  die  ersten  acht  Punkte  völlig  bestimmte 
„Lage  hat,  gehen  durch  diesen  neunten  Punkt  alle  jene  Curven 
„dritter  Ordnung." 
Wir  wählen  unter  den  gegebenen  Punkten  irgend  vier  0,  P,  Q,  Ä, 
von  denen  keine  drei  in  einer  Geraden  liegen,  und  legen  durch 
dieselben  einen  Kegelschnittbüschel,  bezeichnen  ferner  mit  a,  ß,  y* 
ö,  8  diejenigen  fünf  Kegelschnitte  dieses  Büschels  (OPQR),  welche 
durch  resp.  A,  B,  C,  D^  E  gehen.  Alsdann  können  wir  den 
Strahlenbüschel  D  projectivisch  so  auf  (OPQE)  beziehen,  dass 
die  Strahlen  DA,  DB,  DC  den  resp.  Kegelschnitten  «,  ß,  7  ent- 
sprechen; auch  können  wir  zu  den  Kegelschnitten  S  und  e  die 
entsprechenden  Strahlen  DDi  und  Z)£,  des  Büschels  D  con- 
struiren.  Wir  denken  uns  jetzt  durch  A,  B,  C  und  D  einen 
Kegelschnitt  x  gelegt,  welcher  in  D  den  Strahl  DDi  berührt; 
derselbe  wird  vom  Strahle  DE^  in  einem  Punkte  Ei  geschnitten 
und  ist  durch  den  Strahlenbüschel  D  projectivisch  auf  den  Kegel- 
schnittbüschel (OPQR)  bezogen,  so  dass  den  Punkten  A,B,C, 
D,  El  von  X  die  resp.  Kegelschnitte  a,  ß,  7,  8,  e  entsprechen. 
Jeder  Strahlenbüschel  /S,  welcher  zum  Kegelschnitt  x  perspectivisch 
liegt,  erzeugt  mit  dem  Kegelschnittbüschel  (OPQR)  eine  Curve 
dritter  Ordnung,  welche  durch  die  acht  Punkte  0,  P,  Q,  Ä,  A,  B^ 
C,  D  hindurchgeht.  Bestimmen  wir  nun  auf  x  den  Mittelpunkt  des 
Strahlenbüschels  S  so,  dass  aus  ihm  der  Punkt  E^  durch  den 
Strahl  SE  projicirt  wird,  so  geht  die  Curve  dritter  Ordnung  auch 
durch  den  neunten  Punkt  E.  Für  eine  beliebige  Lage  des  Punktes 
S  hat  die  Curve  dritter  Ordnung  mit  dem  Kegelschnitt  die  fünf 
Punkte  S,  -4,  B,  C,  D  und  folglich  noch  höchstens  einen  sechsten 
Punkt  T  gemein.  Dieser  Punkt  T  von  x  liegt  ebenso  wie  A,  B, 
C  und  D  auf  dem  ihm  entsprechenden  Kegelschnitt  des  Büschels 
(OPQR)  und  ist  demnach  auf  jeder  durch  O,  P,  Q,  R,  A, 
-B,  C,  D  gehenden  Curve  dritter  Ordnung  enthalten;  und  nur 
wenn  E  mit  T  zusammenfällt,  gehen  durch  E  alle  jene  Curven 
hindurch. 
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Beachtenswerth  ist,  dass  wir  keineswegs  den  Kegelschnitt  x 
zu  zeichnen  brauchen,  sondern  dass  wir  die  Punkte  Ei  und  S 
desselben  durch  lineare  Constructionen,  z.  B.  mittelst  des  Pascal- 
schen  Satzes,  finden  können.  Ebenso  können  wir  auf  dem  Strahle 
SÄ  den  zweiten  Durchschnittspunkt  Ai  mit  dem  Kegelschnitt  a 
linear  construiren;  und  da  Ai  auch  der  gesuchten  Curve  dritter 
Ordnung  angehört,  so  ist  damit  die  Aufgabe  gelöst: 

„Von  einer  ebenen  Curve  C3  dritter  Ordnung,  welche  durch 
„neun  ihrer  Punkte  gegeben  ist,  denjenigen  zehnten  Punkt  Ai 
„zu  construiren,  welcher  mit  irgend  fünf  der  gegebenen  Punkte 
„auf  einem  Kegelschnitt  a  liegt ^ 

Der  Kegelschnittbüschel  {OPQR)  enthält  auch  die  drei  Paare 
Gegenseiten  des  Vierecks  OPQR.  Suchen  wir  zu  einem  der- 
selben, etwa  zu  OP,  QR  den  entsprechenden  Strahl  des  Büschels 
/S,  so  lösen  wir  die  Aufgabe: 

„Auf  einer  Geraden  OP,  welche  zwei  von  den  gegebenen 
„neun  Punkten  verbindet,  den  dritten  Schnittpunkt  mit  der 
„Curve  C3  dritter  Ordnung  zu  construiren." 

Sei  l  ein  beliebiger  Strahl  des  Büschels  8  und  X  der  ihm 
entsprechende  Kegelschnitt  des  Büschels  (OPQR),  Wenn  dann 
l  dem  Strahle  S  0  sich  unbegrenzt  nähert,  so  rückt  auch  einer  der 
beiden  Schnittpunkte  von  l  und  X  dem  Punkte  0  unbegrenzt  näher, 
und  die  Verbindungslinie  von  O  mit  diesem  Schnittpunkte  geht 
über  in  die  Tangente  der  Curve  C3  im  Punkte  O;  zugleich  ändert 
der  Kegelschnitt  X  sich  so,  dass  er  ebenfalls  jene  Verbindungslinie 
in  O  berührt.  Bestimmen  wir  also  im  Punkte  O  die  Tangente 
desjenigen  Kegelschnittes,  welcher  dem  Strahle  SO  entspricht,  so 
lösen  wir  die  Aufgabe: 

„In  einem  der  gegebenen  neun  Punkte,  z.  B.  in  O  die  Tan- 
„gente  der  Curve  63  dritter  Ordnung  zu  zeichnen.'' 

Mit  Hülfe  dieser  Bemerkungen  können  auch  leicht  die  Auf- 
gaben gelöst  werden:  „Eine  Curve  dritter  Ordnung  zu  construiren, 
wenn  von  derselben  gegeben  sind  entweder  acht  Punkte  und  die 
Tangente  in  einem  derselben,  oder  sieben,  sechs,  fünf  Punkte 
und  die  Tangenten  in  resp.  zwei,  drei,  vier  derselben.''  Wir  über- 
gehen die  Ausführung  dieser  Aufgaben. 

Aus  dem  Beweise  des  Satzes,  dass  acht  Punkte  der  Ebene 
mit  einem  neunten  im  Allgemeinen  durch  eine  Curve  dritter  Ordnung 
verbunden  werden  können,  ergiebt  sich  noch  der  folgende  Satz: 

14* 
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jyZtüei  ebene  Cui*ven  dritter  Ordnung  hohen  höchstens  ne^m 
^Punkte  0,  P,  Q,  R,  A,  B,  C,  D,  T  ««7  einander  gemein^  wdche 
„mit  jedem  zehnten  Punkte  E  der  Ebene  durch  eine  Cwve  dritte»^ 
yf  Ordnung  verbuTiden  werden  können,^ 

;,Legt  man  durch  vier  von  den  neun  Punkten,  z.  B.  durch  O, 
„P^  Q,  R  einen  Kegelschnittbüschel,  und  durch  die  übrigen 
;,fünf  einen  Kegelschnitt  x,  so  kann  der  letztere  projectivisch 
^80  auf  den  ersteren  bezogen  werden,  dass  den  fünf  Punkten 
„A^  ß,  C,  Z>,  T  von  X  die  resp.  durch  sie  hindurchgehenden 
^Kegelschnitte  des  Büschels  (OPQR)  entsprechen..  Der  Klei- 
nschnitt X  enthält  auch  die  Gegenpunkte  S  des  Vierecks  OPQR 
n hinsichtlich  aller  Curven  dritter  Ordnung,  welche  durch  die 
i^neun  Punkte  gehen. ^ 

Es  kann  der  Fall  eintreten,  dass  von,  den  neun  Punkten  ii^end 
sechs  auf  einem  Kegelschnitt  liegen.  Sei  K  ein  beliebiger  siebenter 
Punkt  dieses  Kegelschnittes,  so  kann  auch  A"  mit  den  neun  Punkten 
durch  eine  Curve  dritter  Ordnung  verbunden  werden;  und  da 
dieselbe  mit  dem  Kegelschnitt  sieben  Punkte  gemein  hat,  so  zer* 
fällt  sie  in  diesen  Kegelschnitt  und  eine  Gerade.     Also: 

^Liegen  von  den  neun  Schnittpunkten  zweier  Curven  dritter 

^Ordnung  sechs   auf  einem  Kegelschnitt,   so   liegen   die   drei 

„übrigen  in  einer  Geraden.*' 

Der  Satz  und  sein  Beweis  gelten  auch  dann,  wenn  der  Kegel- 
schnitt in  zwei  Gerade  zerfällt.     Wir  folgern  daraus: 

;,Wird  eine  Curve  63  dritter  Ordnung  von  drei  Geraden 
„a,  6,  c  so  in  je  drei  Punkten  geschnitten,  dass  sechs  von  den 
„neun  Schnittpunkten  auf  einer  Curve  IL  Ordnung  oder  auch 
„auf  zwei  neuen  Geraden  k  und  l  enthalten  sind,  so  liegen  die 
„drei  letzten  Schnittpunkte  in  einer  Geraden  wi.^ 

Denn  die  drei  Geraden  a,  6,  c  bilden  eine  zweite  Linie  dritter 
Ordnung  und  durch  die  neun  Schnittpunkte  können  folglich  un- 
endlich viele  Curven  dritter  Ordnung  gelegt  werden.  —  Die  sechs 
Punkte,  welche  eine  Curve  63  dritter  Ordnung  mit  irgend  einem 
Kegelschnitt  gemein  hat,  können  zu  zweien  durch  15  Gerade  ver- 
bunden werden,  welche  die  C^  in  15  Punkten  P  schneiden;  diese 
15  P  liegen  zu  dreien  in  15  Geraden  g,  und  diese  15  <^  schneiden 
sich  zu  dreien  in  jenen  15  Punkten  P. 

Wir  können  im  vorigen  Satze  die  Geraden  k  und  /  willkürlich 
annehmen   und   durch   ihre   sechs  Schnittpunktt»   mit  C3   die   drei 


Ebene  Curven  dritter  Ordnung.  213 

Geraden  a,  6,  c  legen.  Nähern  sich  k  und  l  einander  unbegrenzt, 
so  gehen  a,  b  und  c  über  in  drei  Tangenten  der  Curve  dritter  Ord- 
nung, und  es  ergiebt  sich: 

;,Legt  man   in   den   drei   Punkten,    welche   die   Curve    C3 
^dritter  Ordnung  mit  einer  Geraden  k  gemein  hat,  Tangenten 
^an  C3,   so  schneiden  diese  die  Curve  in  drei  neuen  Punkten, 
^welche  auf  einer  zweiten  Geraden  m  liegen." 
Die  Curve  dritter  Ordnung  hat  auch  mit  der  unendlich  fernen 
Geraden  mindestens  einen  Punkt  und  höchstens  drei  Punkte  gemein, 
und  jede  Tangente  eines  unendlich  fernen  Punktes   wird  Asymp- 
tote genannt.     Also: 

^Die  Curve  dritter  Ordnung  wird  von  ihren  drei  Asymptoten 
^in  drei  Punkten  geschnitten,  welche  in  einer  Geraden  liegen.'' 
Wir  haben  bereits  gesehen,  dass  die  ebene  Curve  C3  dritter 
Ordnung  in  eine  Gerade  und  einen  Kegelschnitt  zerfallen  kann, 
aber  noch  nicht  bewiesen,  dass  dieses  immer  dann  geschehen  muss, 
wenn  die  Curve  C3  eiAe  Gerade  g  enthält.  In  der  That  ist  dieses 
nicht  nothwendig,  denn  es  ist  der  Fall  denkbar,  dass  die  Curve 
dritter  Ordnung  sich  ganz  auf  die  Gerade  g  reducirt  oder  ausser- 
halb derselben  nur  einen  einzigen  Punkt  besitzt.  Wenn  aber  63 
ausser  g  mehrere  Punkte  enthält,  so  liegen  im  Allgemeinen  keine 
drei  derselben  in  einer  Geraden  l;  denn  sonst  müsste  l  mit  C3 
auch  noch  den  Punkt  Ig^  also  im  Ganzen  vier  Punkte  gemein 
haben,  und  folglich  ebenfalls  ganz  der  Curze  63  angehören,  und 
C3  müsste  in  drei  Gerade  zerfallen,  von  denen  die  dritte  sich 
auch  mit  l  oder  g  vereinigen  könnte.  Wir  können  demnach  irgend 
fünf  der  ausserhalb  g  liegenden  Punkte  durch  eine  Curve  x^ 
II.  Ordnung  verbinden,  welche  mit  g  ebenfalls  eine  Curve  dritter 
Ordnung  bildet.  Jene  fünf  Punkte  bilden  mit  drei  beliebigen 
Punkten  der  Geraden  g  ein  System  von  acht  Punkten,  welche  mit 
jedem  neunten  Punkte  der  Ebene  im  Allgemeinen  eine  einzige 
Curve  dritter  Ordnung  bestimmen.  Wählen  wir  nun  den  neunten 
Punkt  ebenfalls  auf  der  Geraden  gr,  so  fällt  diese  Curve  dritter 
Ordnung  offenbar  mit  C3  zusammen,  zugleich  aber  mit  der  Curve 
dritter  Ordnung,  welche  aus  g  und  dem  Kegelschnitt  x^  besteht. 
Also : 

,,Wenn  eine  Curve  63  dritter  Ordnung  eine  Gerade  g  ent- 
;,hält,  so  zerfällt  sie  im  Allgemeinen  in  diese  Gerade  und  einen 
^Kegelschnitt;  in  besonderen  Fällen  kann  sie  auch  aus  g  und 
;,noch  zwei  oder  einer  Geraden  bestehen,  wenn  sie  sich  nicht 
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^etwa  auf  g  und  einen  isolirten  Punkt  oder  auch  auf  g  aUein 
„reducirt^ 
Hieraus  lässt  sich  leicht  sclüiessen,  dass  von  den  neun  Schnitt- 
punkten zweier  Curyen  dritter  Ordnung  sechs  auf  einem  Kegel- 
schnitt oder  auch  auf  zwei  Geraden  enthalten  sein  müssen,  wenn 
die  drei  übrigen  in  einer  Geraden  liegen. 

Zum  Schluss  möge  noch  der  Satz  hier  eine  SteUe  finden: 

^Die  Grundcurve  eines  Büschels  von  Flächen  IL  Ordnung 
^wird  aus  jedem  ihrer  Punkte  durch  eine  Kegelfläche  dritter 
^Ordnung  projicirt" 
Seien  S  und  T  zwei  beliebige  Punkte  der  Grundcurve ;  dann  können 
wir  den  Strahlenbündel  S  in  dreifacher  Weise  reciprok  auf  den 
Bündel  T  beziehen,  so  dass  er  mit  T  irgend  drei  Flächen  des 
i^2-Büschels  erzeugt.  Der  Punkt  S  erscheint  dann  als  Mittel- 
punkt von  drei  collinearen  Strahlenbündeln,  und  diese  erzeugen 
(Seite  204)  eine  Kegelfläche  dritter  Ordnung,  deren  Strahlen  je 
einen  Punkt  der  Raumcurve  vierter  Ordnung  projiciren.  Wir 
folgern  daraus: 

;,Eine  Kegelfläche  dritter  Ordnung  wird  von  jeder  Regel- 
^fläche  IL  Ordnung,  welche  zwei  Strahlen  a,  b  mit  der  Kegel- 
^fläche   gemein  hat,   ausserdem   in   einer  Raumcurve  vierter 
^^Ordnung  geschnitten,  durch  welche  ein  Büschel  von  Flächen 
;,II.  Ordnung  gelegt  werden  kann.^ 
Zum  Beweise  verbinden  wir  den  Punkt  ab  mit  sieben  beliebigen 
ausserhalb  a  und  b  gelegenen  Schnittpunkten  der  Regelfläche  und 
der  Kegelfläche  dritter  Ordnung  durch  eine  neue  Fläche  IL  Ord- 
nung.   Von  dieser  wird  die  Regelfläche  in  einer  Raumcurve  vierter 
Ordnung  geschnitten,    welche  auch   auf  der  Kegelfläche    dritter 
Ordnung  liegen  muss;   denn   sie  wird  aus  dem  Punkte  ab  durch 
eine  Kegelfläche  dritter  Ordnung  projicirt,  welche  mit  der  gegebenen 
ausser  a  und  b  noch  sieben  beliebige  Strahlen  gemein  hat  und 
folglich  mit  ihr  identisch  ist  —  Ebenso  lässt  sich  beweisen: 

;,Eine   Kegelfläche   dritter   Ordnung   und   eine   K^elfläche 
;,II.  Ordnung,  welche  nicht  concentrisch  sind,  aber  sich  längs 
^ eines  Strahles  berühren,  schneiden  sich   ausserdem  in  einer 
^Raumcurve  vierter  Ordnung,   durch  welche  ein  Büschel   von 
;,  Flächen  IL  Ordnung  gelegt  werden  kann.^ 
Fassen  wir  die  Haupt- Ergebnisse  dieses  Vortrages  noch  ein- 
mal kurz  zusammen,  so  erhalten  wir  für  die  Fläche  dritter  Ord- 
nung folgenden  Satz: 
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Die  Fläche  dritter  Ordnung  wird  von  jeder  Ebene  in  einer 
Curve  C3  dritter  Ordnung  geschnitten,  welche  durch  ueun  auf 
ihr  beliebig  angenommene  I\inkte  völlig  bestimmt  ist.  Diese 
Schnittcurve  zerfällt  in  eine  Gerade  und  einen  Kegelschnitt^  wenn 
sie  mit  der  Geraden  mehr  als  drei  Punkte  oder  mit  dem  Kegel- 
schnitt mehr  als  sechs  Punkte  gemein  hat;  sie  kann  auch  auf 
drei  oder  wenige^"  als  drei  Gerade  sich  reduciren.  Die  Curve 
C3  dritter  Ordnung  hat  mit  einer  anderen  Curve  dritter  Ordnung 
höchstens  neun  Punkte  gemein,  von  denen  jeder  durch  die  acht 
übrigen  bestimmt  ist;  zwei  Flächen  dritter  Ordnung  schneiden 
sich  deshalb  im  Allgemeinen  in  einer  Raumcurve  neunter  Ord- 
nung, Mit  einer  Fläche  IL  Ordnung  hat  die  Fläche  dritter  Ord- 
nung im  Allgemeinen  eine  Raumcurve  sechster  Ordnung  gemein. 


Sechsundzwanzigster  Vortrag. 

Die  siebenundzwanzig  Geraden  der  Fläche  dritter  Ordnnog  and  die 

auf  der  Fläehe  enthaltenen  Kegelschnitte. 


Weiin  wir  eine  Fläche  F^  dritter  Ordnung,  welche  durch  drei 
collineare  Strahlenbündel  /S,  S|,  S2  erzeugt  wird,  auf  ein  ebenes 
System  2  abbilden,  indem  wir  2  auf  S,  /S|,  ä^  reciprok  beziehen, 
so  entspricht  jedem  Punkte  von  F^  ein  einziger  Punkt  von  2. 
Dagegen  können  in  2  gewisse  Hauptpunkte  vorkommen,  denen 
mehr  als  ein  Punkt  von  i^,  nämlich  die  sämmtlichen  Punkte  von 
je  einer  Geraden  entsprechen.  Einem  beliebigen  Punkte  von  2  ent- 
sprechen nämlich  drei  homologe  Ebenen  von  S,  S|,  /S2,  sowie  deren 
in  F^  gelegener  Schnittpunkt;  wenn  aber  diese  drei  Ebenen  mehr 
als  einen  Punkt,  also  eine  Gerade  mit  einander  gemein  haben,  so 
ist  der  zugehörige  Punkt  von  2  ein  solcher  Hauptpunkt.  Jene 
dem  Hauptpunkt  entsprechende  Gerade  wollen  wir  einen  Haupt- 
strahl der  Fläche  F^  nennen;  sie  ist  eine  gemeinschaftliche  Sehne 
der  drei  Raumcurven  dritter  Ordnung,  welche  die  Bündel  ä,  Ä|  ,  S2 
paarweise  mit  einander  erzeugen.  Und  da  diese  Raumcurven  als 
drei  ganz  beliebige  des  zweiten  Curvensystems  von  F^  betrachtet 
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werden  können,    so    lassen    sich   die   Hauptpunkte  von   1  auch 
folgendermassen  definiren: 

^Den  Hauptpunkten  der  Ebene  2  entsprechen  in  der  Fläche  F^ 

^dritter  Ordnung  die  gemeinschaftlichen  Sehnen  des  zweiten 

;,Curvensystems  von  F^;  wir  nennen  jede  dieser  Sehnen  einen 

^Hauptstrahl  der  Fläche  dritter  Ordnung." 

Die  Hauptpunkte   von   2  sind   deshalb   Doppelpunkte  derjenigen 

Curven   fünfter   Ordnung,    welche   den   Raumcurven   des   zweiten 

Systems  von  F^  entsprechen. 

Eine  beliebige  Ebene  schneidet  die  Fläche  F^  in  einer  ebenen 
Curve  Cj,  welche  mit  jeder  auf  F^  liegenden  Geraden  einen  Punkt 
gemein  hat.     Daraus  schliessen  wir: 

^Die  Curven  dritter  Ordnung  von  2,  welche  den  ebenen 
^Schnittcurven  der  Fläche  F^  entsprechen,  gehen  durch  alle 
;,  Hauptpunkte  von  2.*^ 
Legen  wir  nun  durch  eine  beliebige  Gerade  gr,  welche  mit  F^ 
drei  Punkte  P^  Q^  R  gemein  hat,  irgend  zwei  Ebenen,  so  schneiden 
diese  die  Fläche  F^  in  zwei  Curven  63  und  CJ,  welche  durch 
die  Punkte  P,  Q,  R  gehen.  Die  Abbildungen  von  C3  und  C\ 
haben  ausser  den  drei  Punkten,  welche  jenen  dreien  entsprechen, 
noch  höchstens  sechs  Punkte  gemein,  und  jeder  der  letzteren 
muss  ein  Hauptpunkt  von  2  sein,  weil  ihm  sowohl  in  C3  als  auch 
in  C\  ein  Punkt  entspricht.  Diese  sechs  Hauptpunkte  liegen 
nicht  auf  einem  und  demselben  Kegelschnitt,  weil  sonst  die  drei 
übrigen  in  einer  Geraden  liegen  müssten,  was  unmöglich  ist;  denn 
einer  Geraden  von  2  entspricht  in  der  Fläche  F^  eine  Raumcurve 
dritter  Ordnung,  welche  mit  der  beliebigen  Geraden  g  höchstens 
zwei  Punkte  gemein  hat.     Somit  ergiebt  sich: 

„Die  Ebene  2  enthält  höchstens  sechs  Hauptpunkte,  welche 
^nicht  auf  einem  und  demselben  Kegelschnitt  liegen;  und  die 
^Fläche  -F3  besitzt  höchstens  sechs  Hauptstrahlen  oder  gern  ein- 
;, schaftliche  Sehnen  des  zweiten  Curvensystems.  Wenn  drei 
^collineare  Strahlenbündel  beliebig  im  Räume  gegeben  sind, 
^so  giebt  es  im  Allgemeinen  höchstens  sechs  Grade,  in  denen 
^je  drei  homologe  Ebenen  der  Bündel  sich  schneiden." 

Wenn  zwei  Sehnen  einer  Raumcurve  dritter  Ordnung  in  einer 
Ebene  liegen,  so  schneiden  sie  sich  bekanntlich  in  einem  Punkte 
der  CuiTc.  Da  nun  (Seite  201)  die  Raumcurven  des  zweiten 
Curvensystems  nicht  alle  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen 
sollen,  so  folgt: 
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„Keine  zwei  Hauptstrahlen  der  Fläche  F^  liegen  in  einer 
„Ebene.'' 

Einer  beliebigen  Geraden  g  von  2  entspricht  in  der  Fläche 
F^  eine  Raumcurve  7^  des  ersten  Systems;  aber: 

„Wenn  eine  Gerade  g  von  !£  einen  Hauptpunkt  U  enthält, 
„so  zerfällt  die  ihr  entsprechende  Raumcurve  7^  dritter  Ord- 
„nung  in  den  zugehörigen  Hauptstrahl  u  und  einen  Kegelschnitt, 
„welcher  einen  Punkt  mit  w  gemein  hat.^ 
Der  Punktreihe  g  entsprechen  in  den  Bündeln  8,81,82  drei 
Ebenenbüschel,  deren  Axen  den  Hauptstrahl  u  schneiden,  und 
der  Ebenenbüschel  von  8  erzeugt  mit  denjenigen  von  8^  und 
Ä2  zwei  geradlinige  Flächen  IL  Ordnung,  welche  die  Axe  des 
ersteren  Büschels  und  den  Hauptstrahl  u  gemein  haben.  Verbin- 
den wir  nun  irgend  drei  andere  gemeinschaftliche  Punkte  der 
beiden  Flächen  durch  eine  Ebene,  so  schneidet  diese  die  Flächen 
II.  Ordnung  in  zwei  Kegelschnitten,  welche  identisch  sind;  denn 
sie  haben  ausser  jenen  drei  Punkten  noch  einen  auf  n  und  einen 
auf  jener  Axe  liegenden  Punkt  mit  einander  gemein.  Die  Punkte 
dieses  Kegelschnittes  entsprechen  aber  den  Punkten  von  g  projec- 
tivisch. 

Die  Ebene  des  Kegelschnittes  hat  mit  der  Fläche  F^  noch 
eine  Gerade  gemein,  welche  mit  dem  Kegelschnitt  zusammen  eine 
ebene  Curve  dritter  Ordnung  ausmacht.  Die  Abbildung  dieser 
Curve  muss  in  die  Gerade  g  und  einen  Kegelschnitt  zerfallen,  und 
der  letztere  muss  durch  alle  von  U  verschiedenen  Hauptpunkte 
der  Ebene  2S  hindurchgehen.     Also: 

„Einem  Kegelschnitt,  welcher  irgend  fünf  Hauptpunkte  von 
„1  mit  einander  verbindet,  entspricht  in  der  Fläche  F^  eine 
„Gerade,  welche  die  entsprechenden  fünf  Hauptstrahlen  schneidet; 
„durch  diese  Gerade  gehen  die  Ebenen  aller  Kegelschnitte 
„von  F^^  welche  den  Strahlen  des  sechsten  Hauptpunktes  von 
„1  entsprechen.*' 

Wenn  ein  gerades  Gebilde  g  zwei  Hauptpunkte  U  und  V 
von  2;  mit  einander  verbindet,  so  entsprechen  ihm  in  den  Bündeln 
S,  S|,  iSj  drei  Ebenenbüschel,  deren  Axen  die  entsprechenden 
Hauptstrahlen  u  und  v  von  F^  schneiden.  Der  Ebenenbüschel  des 
Bündels  8  erzeugt  mit  denjenigen  von  8^  und  S2  zwei  Regel- 
flächen, welche  die  Axe  jenes  Büschels  und  die  Hauptstrahlen  u 
und  V  mit  einander  gemein  haben.  Ist  nun  P  ein  ausserhalb 
dieser   drei   Geraden   liegender   Schnittpunkt    der    beiden   Regel- 
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flächen,   so  gehen  die  letzteren  noch  durch  eine  vierte  Gerade, 

welche  den  Punkt  P  enthält  und  die  Geraden  u  und  t;  schneidet; 

und  diese  vierte  Gerade  muss  der  Geraden  g  entsprechen;  also: 

^  Jeder  Geraden,  welche  zwei  Hauptpunkte  U  und  V  von  2 

;,mit  einander  verbindet,  entspricht  in  F^  eine  Gerade,  welche 

;,die  entsprechenden  beiden  Hauptstrahlen  u  und  v  schneidet^ 

Zugleich  ergiebt  sich: 

;,Keine  drei  Hauptpunkte  der  Ebene  ^  liegen  in  einer  Ge- 
„raden.^ 
Denn  enthielte  ein  gerades  Gebilde  g  drei  Hauptpunkte,  so  würden 
die  ihm  entsprechenden  Ebenenbüschel  von  S,  S| ,  S^  zu  derjenigen 
Kegelschaar  perspectivisch  liegen,  welcher  die  zugehöngen  drei 
Hauptstrahlen  von  F^  angehören.  Die  Fläche  F^  würde  alsdann 
in  eine  Regelfläche  und  eine  Ebene  zerfallen. 

Wir  wollen  diejenige  Gerade  von  F^^  welche  der  Verbindungs- 
linie von  irgend  zwei  Hauptpunkten  ü  und  V  entspricht,  mit 
einem  beliebigen  Punkte  P  von  F^  durch  eine  Ebene  verbinden. 
Diese  Ebene  schneidet  die  Fläche  F^  in  einer  Curve  63  dritter 
Ordnung,  welche  aus  jener  Geraden  und  einem  durch  P  gehenden 
Kegelschnitt  besteht.  Die  Abbildung  von  63  in  !£  zerfällt  in  die 
Gerade  ÜV  und  einen  Kegelschnitt,  welcher  alle  von  U  und  V 
verschiedenen  Hauptpunkte  enthält,  sowie  denjenigen  Punkt, 
welcher  dem  Punkte  P  entspricht.  Da  P  beliebig  auf  F^  gewählt 
wurde,  so  ist  sein  entsprechender  Punkt  als  ein  beliebiger  Punkt 
von  ü  anzusehen.     Wir  schliessen  daraus: 

„Den  Kegelschnitten,  welche  durch  vier  Hauptpunkte  von 
„1'  gelegt  werden  können,  entsprechen  in  F^  wiederum  Kegel- 
„schuitte;  die  Ebenen  der  letzteren  schneiden  sich  in  der- 
^jenigen  Geraden,  welche  der  Verbindungslinie  der  letzten 
„beiden  Hauptpunkte  entspricht*^ 
Dieser  Satz  erleidet  natürlich  eine  Aenderung,  wenn  weniger  als 
sechs  Hauptpunkte  vorhanden  sind. 

Wir  wollen  zunächst  den  besonders  interessanten  Fall  unter- 
suchen, in  welchem  die  Ebene  1  sechs  reelle  Hauptpunkte  besitzt. 
Dieselben  können  als  Eckpunkte  eines  vollständigen  Sechsecks  be- 
trachtet werden,  welchem  kein  Kegelschnitt  umschrieben  werden 
kann.     Aus  dem  Vorhergehenden  ergiebt  sich: 

Jedem  der  sechs  Eckpunkte  und  jeder  der  fünfzehn  Seiten 
dieses  Hmtpt- Sechsecks  von  2S  entspricht  eine  Gerctde  der  Fläche 
Y^,  ebenso  jedem  der  sechs  Kegelschnitte,  welche  durch  je  fünf 
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der  Eckpunkte  gelegt  werden  können.  Die  Fläche  F^  dritter 
Ordnung  enthält  demnach  siAenundzwanzig  Gerade. 
Von  den  auf  F^  enthaltenen  Geraden  können  keine  vier 
zu  einer  und  derselben  Regelschaar  II.  Ordnung  gehören; 
denn  sonst  würde  jeder  Leitstrahl  der  Regelschaar  vier  Punkte 
mit  der  Fläche  F^  gemein  haben  und  folglich  ganz  auf  F^  liegen, 
sodass  die  Fläche  dritter  Ordnung  in  eine  Regelfläche  II.  Ord- 
nung und  eine  Ebene  zerfallen  würde. 

Die  gegenseitige  Lage  der  siebenundzwanzig  Geraden  lässt 
sich  mit  Hülfe  des  vollständigen  Sechsecks  leicht  übersehen.  Wir 
bezeichnen  zunächst  mit  /,  2,  5,  4,  5,  6  die  sechs  Hauptpunkte 
der  Ebene  2,  mit  [i,  v  irgend  zwei  derselben,  und  mit  (fi)  den- 
jenigen Kegelschnitt,  welcher  durch  die  fünf  von  [l  verschiedenen 
Hauptpunkte  hindurchgeht.  Dann  möge  a^  denjenigen  Hauptstrahl 
der  Fläche  F^  bezeichnen,  welcher  dem  Hauptpunkte  [l  entspricht, 
und  bfjt  diejenige  Gerade,  welche  dem  Kegelschnitt  (ji)  entspricht; 
femer  entspreche  der  Seite  fiv  des  Sechsecks  eine  Gerade  c^t,, 
oder  Cr  Hl  von  F^,  Die  siebenundzwanzig  Geraden  sind  dann  be- 
zeichnet wie  folgt: 

a|     02     €1^     ct^     CL^     d^ 

6i    62    ^3    ^4    h    ^6 

^\1   ^13   <^14   ^15   ^16 
C23    C24   C25   C26 

C34   ^35   <^36 
^45   ^46 

Theils  aus  dem  Früheren,  theils  aus  der  Abbildung  der  sieben- 
undzwanzig Geraden  in  der  Ebene  2)  ergiebt  sich  dann  ohne 
Weiteres : 

^Die  Gerade  a^  wird  nur  von  zehn  der  übrigen  sechsund- 
;,zwanzig  Geraden  geschnitten,  nämlich  von  allen  Geraden  6, 
^ausgenommen  5^,  und  von  allen  Geraden  c,  welche  den  In- 
„dex  p,  besitzen.  Ebenso  wird  5^  von  zehn  der  übrigen  Ge- 
„raden  geschnitten,  nämlich  von  allen  a  ausser  aa  und  von 
^ allen  c  mit  dem  Index  [i.  Die  Gerade  c^»  wird  geschnitten 
^von  den  vier  Geraden  a^,  a^,  J^i,,  6,,  sowie  von  denjenigen 
^sechs  Geraden  c,  welche  weder  den  Index  (jl  noch  den  Index 
^v  besitzen." 
Die  Gerade  c^^  z.  B.  wird  von  den  Geraden  aj,  02,  61,  62»  ^34» 
C35  u.  8.  w.  geschnitten,  weil  ihre  Abbildung  12  durch  die  Haupt- 
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punkte  /,  2  hindurchgeht  und  mit  den  Abbildungen  (7),  (2),  34, 

35  etc.   der  übrigen  genannten  Geraden  je  einen  Punkt  gemein 

hat,  der  kein  Hauptpunkt  ist. 

^Jede  der  27  Geraden  wird  also  von  zehn  der  übrigen  ge- 
;,schnitten  und  bildet  mit  denselben  fünf  Dreiecke;  sodass  die 
„27  Geraden  sich  in  135  Punkten  o  schneiden  und  45  Drei- 
„ecke  /\  bilden.^ 

Die  zehn  Geraden,  von  welchen  ai  geschnitten  wird,  bilden  z.  B. 

mit  aj  die  Dreiecke: 

ebenso  schneiden  sich  in  6|  die  Ebenen  der  fünf  Dreiecke: 

6|  02  C12;  61  03  c,3;  &,  04  c,4;  6,  05  c,5;  5,  a^  cjg; 

und  die  zehn  Geraden,  welche  C|2  schneiden,  bilden  mit  C|2  die 
Dreiecke: 

C12  «1  ^2?   ^12  ^2  ^n   ^12  ^34  ^^56 5   ^12  C35  C46;   C,2  Cgg  C45. 

Die  Geraden  a  und  6  haben  eine  bemerkenswerthe  gegen- 
seitige Lage.  Je  fünf  der  Geraden  a  werden  von  einer  der  Ge- 
raden 6  geschnitten,  und  folglich  je  vier  der  Geraden  a  von  zwei 
der  Geraden  6;  auch  hat  jede  Regelfläche,  welche  drei  der  Ge- 
raden a  enthält,  noch  ausserdem  drei  Gerade  b  mit  der  Fläche 
F^  dritter  Ordnung  gemein.  Da  nun  keine  zwei  der  Geraden  a 
in  einer  Ebene  liegen,  so  folgt: 

„Keine  zwei  der  Geraden  b  liegen  in  einer  Ebene;  je  fünf, 
„vier,  drei,  zwei,  eine  der  Geraden  b  werden  von  resp.  einer, 
„zwei,  drei,  vier,  fünf  der  Geraden  a  geschnitten,  die  Geraden 
„b  haben  demnach  dieselbe  Lage  zu  den  Geraden  a,  wie  diese 
„zu  jenen. *^ 

Wir  wollen  mit  Herrn  Schlaf li  eine  Gruppe  von  zweimal 
sechs  Geraden,  welche  die  gegenseitige  Lage  der  Geraden  a  und 
b  zu  einander  haben,   eine  Doppelsechs  nennen.     Eine  Doppel- 

seehs,  wie 

a|  02  03  a4  a^  a^ 

61  62  ^3  ^4  h  h 
ist  also  dadurch  gekennzeichnet,  dass  eine  beliebige  unter  ihren 
zwölf  Geraden  nur  diejenigen  fünf  von  den  übrigen  eilf  schneidet, 
welche  mit  ihr  weder  in  derselben  Horizontal-  noch  in  derselben 
Vertical- Spalte  stehen.  Wir  unterscheiden  zwei  Hälften  an  der 
Doppelsechs;  in  der  vorliegenden  wird  die  eine  Hälfte  von  den 
Geraden  a,  die  andere  von  den  Geraden  b  gebildet. 
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Wir  können  leicht  zeigen,  dass  die  27  Geraden  dei'  Fläche 
dritter  Ordnung  nicht  weniger  als  36  solche  Doppelsechse  mit 
einander  bilden;  vorher  beweisen  wir  den  Satz: 

^Die  Gerade  5^  wird  nur  von  denjenigen  Geraden   c  ge- 
^ schnitten,  welche  den  Index  ji.  besitzen.     Zwei  Gerade  c  mit 
^ einem  gemeinschaftlichen  Index  [i  können  nicht  in  einer  Ebene 
„liegen.^ 
Würde  z.  B.  6j  von  C23  geschnitten,  so  würden  die  vier  Strahlen 
^3?  «4?  «5»  ^6  derjenigen  Regelscliaar  angehören,  von  welcher  fej, 
62,  A3  drei  Leitstrahlen  sind;  was  unmöglich  ist.    Und  wenn  z.  B. 
Cj2  mit  Cj3  in  einer  Ebene  läge,  so  müsste  diese  Ebene  auch  die 
Geraden  C45,  04^,  Cgg  enthalten,  weil  dieselben  C|2  und  C|3  in  ver- 
schiedenen  Punkten   schneiden;   die   Fläche   F^   dritter   Ordnung 
hätte  somit  fünf  Gerade  mit  der  Ebene  gemein,  was  ebenfalls 
unmöglich  ist. 

Ausser  der  oben  angegebenen  Doppelsechs  können  wir  nun 
u.  A.  die  beiden  folgenden  bilden: 

^y2   <^13   ^14   ^15    «6   *6    ^^^    ^23   «31    «12    «4     «5     «6. 
«62    «63   «64    «65   «1    *1  *1      ^2     h     «56   «64   «45 

Die  Geraden  C|2,  C|3,  C14,  C|5  der  ersteren  Doppelsechs  bilden 
sich  in  der  Ebene  2  ab  als  vier  Gerade,  welche  den  Hauptpunkt 
1  mit  vier  anderen  Hauptpunkten  2,  S^  4,  5  verbinden;  und  da 
wir  jeden  Hauptpunkt  mit  einem  anderen  vertauschen  können,  so 
erhalten  wir  nach  Analogie  dieser  ersteren  im  Ganzen  15  Doppel- 
sechse. Die  Geraden  C12,  C23,  c^i  der  letzteren  Doppelsechs  ent- 
sprechen den  Seiten  des  Dreiecks  123  von  ^;  die  sechs  Haupt- 
punkte bilden  mit  einander  zwanzig  Dreiecke,  also  lassen  sich 
nicht  weniger  als  zwanzig  Doppelsechse  nach  dem  zweiten  Schema 
zusaminensetzen. 

„Die  27  Geraden  der  Fläche  dritter  Ordnung  bilden  sonach 

„im  Ganzen   1 -j- ^5 -j- 20  =  36  Doppelsechse,   und  jede  der 

„Geraden  kommt  in  J6  dieser  Doppelsechse  vor.^ 
Aus  der  Betrachtung  des  Sechsecks  von  ü,  welches  zusammen  mit 
den  sechs  Kegelschnitten  (ji)  die  Abbildung  der  27  Geraden  dar- 
stellt, ergiebt  sich  ausserdem  sofort: 

„Je  vier  Gerade  der  Fläche  F^,  von  denen  keine  zwei  sich 

„schneiden,  bestimmen  eine  Doppelsechs,  zu  deren  einen  Hälfte 

„die  vier  Geraden  gehören.^ 
Die   Fläche    dritter   Ordnung    kann   keine   28ste   Ge- 
rade g  entlialten.     Denn  nehmen  wir  eine  solche  Gerade  an,  so 
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schneidet  dieselbe  jedenfalls  keine  drei  der  Hauptstrahlen  a,  weil 
diese  schon  von  drei  der  Strahlen  6  geschnitten  werden  und  keine 
vier  Gerade  der  Fläche  zu  einer  und  derselben  Regelschaar  gehören 
können.  Ferner  wird  die  Gerade  g  in  der  Ebene  2  entweder 
durch  eine  Gerade  oder  durch  einen  Kegelschnitt  abgebildet; 
denn  diejenigen  Ebenen  des  Bündels  S,  welche  mit  den  homologen 
Ebenen  von  S|  je  einen  Punkt  der  Geraden  g  gemein  haben, 
bilden  (Seite  192)  einen  Ebönenbüschel  I.  oder  IL  Ordnung.  Dar- 
aus folgt,  dass  die  Abbildung  jedes  Kegelschnitts  von  jF^,  welcher 
mit  g  in  einer  Ebene  liegt,  entweder  ein  Kegelschnitt  oder  eine 
Gerade  sein  muss,  und  durch  mindestens  vier  Hauptpunkte  von  ^ 
hindurchgeht.  Die  Abbildung  kann  keine  Gerade  sein,  weil  eine 
solche  höchstens  zwei  Hauptpunkte  enthält,  auch  kann  sie  keiner 
von  den  sechs  Kegelschnitten  (ji)  sein,  weil  diesen  die  sechs  Ge- 
raden b  entsprechen;  wäre  sie  aber  ein  Kegelschnitt,  der  nur 
vier  Hauptpunkte  enthielte,  so  müsste  g  mit  einer  der  Geraden  c 
identisch  sein,  weil  ihre  Abbildung  mit  der  Verbindungslinie  der 
beiden  letzten  Hauptpunkte  zusammenfiele.  Die  Annahme  einer 
28sten  Geraden  g  ist  deshalb  unhaltbar.  Wir  können  dieses  Er- 
gebniss  auch  wie  folgt  aussprechen: 

^Die  Ebene  jedes  auf  der  Fläche  dritter  Ordnung  enthaltenen 
„Kegelschnitts  geht  durch  eine  der  27  Gera<len  der  Fläche.* 
Wir  wollen   eine  beliebige  der  auf  F^  enthaltenen  Doppel- 
sechse bezeichnen  durch: 

rf]   d2  d^  d^  rfg  dß 

ei    «2   ^3   ^4   «5   ^6 
und  können  dann  beweisen: 

Durch  fünf  Strahlen  d|,  ^2»  ^»  ^4^  ^5j  welche  der  einen 

;,  Hälfte    einer    solchen     Doppelsechs     angehören,     sind    die 

„27  Geraden  der  Fläche  dritter  Ordnung  und  die  Fläche  selbst 

„völlig  bestimmt.^ 

Von  der  Geraden  eg  werden  die  fünf  gegebenen  Strahlen  cZ,   und 

von  den  übrigen  Geraden  e  werden  je  vier  derselben  geschnitten. 

Die  Geraden  e  sind  daher  construirbar  (I.  Abth.  Seite  145),  und 

mit  ihrer   Hülfe   finden   wir   die   Gerade   ^g,    welche   die   ersten 

fünf  Geraden    e    schneidet.      Ferner    schneiden    sich    die    beiden 

Ebenen    d^e»  und    dr€^   in  einer  der  übrigen  fünfzehn  Geraden 

fpiP  der  Fläche  F^\  denn  die  Schnittlinie /u,  hat  mit  der  Fläche 

vier,    auf  resp.  d^«,  dr,  ß/*,  ^v  liegende  Punkte  gemein  und  ist 

deshalb  ganz  auf  der  Fläche  enthalten.     Sobald  auf  diese  Weise 
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die  27  Geraden  gefunden  sind,  kann  jede  ebene  Schnittlinie  der 
Fläche  dritter  Ordnung  mittelst  der  Punkte  construirt  werden,  in 
welchen  die  Schnittebene  den  27  Geraden  begegnet. 

Um  eine  Doppelsechs  im  Raum  zu  construiren,  können  wir, 
wie  gleichzeitig  sich  ergiebt,  einen  Strahl  cg  der  einen  Hälfte 
willkürlich  annehmen  und  diesen  durch  fünf  beliebige  Strahlen  d|, 
dg»  d^y  ^4,  d^i  welche  der  anderen  Hälfte  angehören  sollen,  schneiden. 
Nur  dürfen  von  den  fünf  Strahlen  d  keine  zwei  in  einer  Ebene 
und  keine  vier  in  einer  Regelfläche  liegen. 

Durch  die  vier  Strahlen  d|,  rfg,  <^,  d^  und  drei  beliebige 
Punkte  Ä,  S|,  S^  des  Raumes  kann  nur  eine  Fläche  dritter  Ord- 
nung gelegt  werden ;  dieselbe  wird  erzeugt  durch  die  drei  Strahlen- 
bündel S,  Sj,  ^2,  wenn  dieselben  coUinear  so  auf  einander  bezogen 
werden,  dass  in  c?|,  d^^  d^,  d^  je  drei  homologe  Ebenen  sich 
schneiden.  Gingen  nämlich  durch  rfj,  eZ2i  ^3»  ^4?  'S,  /S|,  Äg  zwei 
Flächen  dritter  Ordnung,  so  müssten  dieselben  auch  die  Geraden 
«5  und  eg  enthalten,  weil  diese  je  vier,  auf  c{,,  cJg,  d^^  d^  gelegene 
Punkte  mit  den  Flächen  gemein  haben.  Von  der  Ebene  SS1S2 
würden  ferner  die  Flächen  in  einer  und  derselben  Curve  C3 
dritter  Ordnung  geschnitten;  denn  die  sechs  auf  d|,  cZg»  ^3»  ^4» 
«5,  65  gelegenen  Schnittpunkte  können  mit  den  drei  beliebig 
gegebenen  Punkten  /S,  iSj,  Sg  nur  durch  eine  einzige  Curve  C3 
dritter  Ordnung  verbunden  werden.  Eine  beliebige  neue  Ebene 
endlich,  welche  mit  C3  irgend  drei  Punkte  -4,  5,  C  gemein  hat, 
müsste  die  beiden  Flächen  dritter  Ordnung  ebenfalls  in  einer  und 
derselben  Curve  Cg  dritter  Ordnung  schneiden,  welche  die  Punkte 
A^  J3,  C  mit  sechs  auf  (2j,  6^2«  ^S)  ^41  ^59  ^6  gelegenen  Punkten 
verbindet.  Denn  wenn  durch  diese  neun  Punkte  mehr  als  eine 
Curve  dritter  Ordnung  hindurchginge,  so  müssten  die  letzten  sechs 
Punkte  auf  einem  Kegelschnitt  liegen,  weil  A,  B  und  C  auf  einer 
und  derselben  Geraden  enthalten  sind;  dieses  ist  aber  unmöglich, 
weil  dl,  ^27  ^3'  ^4  laicht  einer  und  derselben  Regelschaar  ange- 
hören. Die  beiden  Flächen  dritter  Ordnung  würden  folglich  un- 
endlich viele  ebene  Schnittcurven  mit  einander  gemein  haben,  was 
nur  möglich  ist,  wenn  sie  zusammenfallen. 

Wählen  wir  nun  die  drei  Punkte  S,  S|,  Ä  beliebig  auf  der 
ursprünglich  gegebenen  Fläche  F^  dritter  Ordnung,  so  fällt  jene 
durch  dl,  ^2»  ^3»  ^4  ^^^  ^\  ^\y  ^  gelegte  Fläche  dritter  Ordnung 
mit  F^  zusammen.  Die  vier  Strahlen  rfi,  ^21  ^3?  ^4  werden  zu 
Hauptstrahlen  der  Fläche,  und  folglich  auch  d^  und  d^^   weil  die 
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sechs  Hauptstrahlen  die  eine  Hälfte  einer  Doppelsechs  ausmaehen 
und  weil  jede  Doppelsechs  der  Fläche  durch  vier  Strahlen  ihrer 
einen  Hälfte  völlig  bestimmt  ist.     Daraus  folgt: 

^Die  Fläche  F^  dritter  Ordnung  kann  auf  72  verschiedene 
„Arten  durch  drei  collineare  Strahlenbündel  <S,  Sj,  «Sj  erzeugt 
„werden,  deren  Mittelpunkte  beliebig  auf  F^  anzunehmen  sind. 
„Man  kann  nämlich  die  Bündel  so  auf  einander  beziehen,  dass 
„in  jeder  der  sechs  Geraden  dj,  d^^  ^3,  ^4,,  ^5,  rfg,  welche  eine 
„Hälfte  von  einer  der  36  Doppelsechse  bilden,  je  drei  homologe 
„Ebenen  der  Bündel  sich  schneiden,  und  erhält  dadurch  eine 
„der  72  Erzeugungsarten;  den  Strahlen  d  wird  hiedurch  die 
„Rolle  der  sechs  Hauptstrahlen  zugetheilt.     Es  giebt  demnach 
„72  Systeme  von  Raumcurven  dritter  Ordnung  auf  der  Fläche, 
„oder  36  Paare  von  solchen  Curvensystemen ;  nämlich  je  zwei 
„Curvensysteme,  welche  von  den  beiden  Hälften  einer  Doppel- 
„sechs  herrühren,  haben  dieselben  gegenseitigen  Beziehungen, 
„wie  das  früher  betrachtete  erste  und  zweite  Curvensystem.*^ 
Wählen   wir   unter    den   45  Dreiecken  /\,    welche  von  den 
27  Geraden  der  Fläche  F^  dritter  Ordnung  gebildet  werden,  zwei 
solche,  welche  keine  der  27  Geraden  mit  einander  gemein  haben, 
so  schneiden  sich   die  Ebenen  derselben  in  einer  Geraden,  und 
da  diese  höchstens  drei  Punkte  mit  F^  gemein  hat,  so  treffen  sich 
die  Seiten  beider  Dreiecke  paarweise  auf  ihr  in  drei  Punkten  0. 
Die  drei  Verbindungs- Ebenen  dieser  Seitenpaare  bilden  ein  Drei- 
kant Ti  (oder  Steiner'sches  Trieder)  und  schneiden  die  Fläche  F^ 
in  drei  neuen  Geraden,  welche  aus  dem  eben  genannten  Grunde 
gleichfalls  in  einer  Ebene  liegen  und  ein  neues  Dreieck  ^\  bilden. 
Und  die  Ebene  des  letzteren  bildet  mit  denjenigen  der  beiden 
zuerst  angenommenen  Dreiecke  /\  ein  zweites  Dreikant  T*,  welches 
„zu  dem  ersteren  T^  conjugirt^  genannt  wird.    Jedes  der  beiden 
conjugirten  Dreikante  wird  von  den  Ebenen  des  anderen 
in  drei  Dreiecken  /\  geschnitten.    Wir  können  beispielsweise 
drei  Paare  von    solchen    conjugirten   Dreikanten  durch   folgende 
Gruppen  von  je  neun  Geraden  darstellen: 

«1      h      ^12  «4     h      ^45  ^14   ^25   <^36 

63      C23    «2  *6      ^56    «5  <^35   ^16   <^24 

C|3    ^3      *1  <^46    ^6     ^4  ^26   <^34    ^15- 

Drei  Gerade  einer  jeden  Gruppe  liegen  in  einer  Ebene,  wenn  sie 
entweder  in  derselben  Horizontal-  oder  in  derselben  Veilical- Spalte 
stehen.     Die  drei  Vertical- Spalten  stellen  also  die  Ebenen   des 
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einen  Dreikantes  T  und  die  Horizontal -Spalten  diejenigen  des  eon- 
jugirten  Dreikantes  Tj  dar.  Die  vorliegenden  drei  Paare  conja- 
girter  Trieder  enthalten  alle  27  Geraden  der  Fläche  dritter  Ordnung. 

^ Jedes   Dreieck  /\  kommt  in   16   verschiedenen  Triedern 
^vor,  so  dass  16  Triederscheitel  in  seine  Ebene  fallen.^ 

Das  Dreieck  hat  nämlich  mit  12  von  den  übrigen  44  Dreiecken 
je  eine  Seite  gemein,  weil  durch  jede  der  27  Geraden  fünf  Drei- 
ecks-Ebenen  hindurchgehen.  Es  bleiben  also  32  Dreiecke  übrig, 
von  denen  jedes  mit  dem  gegebenen  ein  solches  Dreikant  bestimmt. 
Weil  aber  auch  die  dritte  Ebene  des  Dreikantes  durch  eines 
dieser  32  Dreiecke  hindurchgeht,  so  kommt  (las  gegebene  Dreieck 
nicht  in  32,  sondern  nur  in  16  verschiedenen  Dreikanten  vor. 
Daraus  folgt: 

yj  Die  Ebenen  der  45  Dreiecke  ,  \  bilden  im  Ganzen  — ^ —  =  240 

„solche  Dreikante  oder  120  Paare  conjugirter  Dreikante  T 
„und  Tj.  Diese  Paare  ordneix  sich  zu  drei  und  drei  in  40 
„Gruppen,  von  denen  jede  Gruppe  alle  27  Geraden  der  Fläche 
„enthält." 

Die  Existenz  der  27  Geraden  und  alle  die  letzteren  betreflfen- 
den  Sätze  haben  wir  ui^ter  der  Voraussetzung  bewiesen,  dass  die 
Ebene  2,  auf  welche  die  Fläche  dritter  Ordnung  abgebildet  wurde, 
nicht  weniger  als  sechs  Hauptpunkte  besitze.  Wir  wollen  jetzt 
diese  Voraussetzung  fallen  lassen,  und  unter  der  Annahme,  dass 
mindestens  eine  Gerade  g  auf  der  Fläche  vorkomme,  weitere 
Eigenschaften  derselben  beweisen. 

Die  Ebenen  des  Büschels  g  schneiden  die  Fläche  F^  im  All- 
gemeinen nicht  bloss  in  j,  sondern  ausserdem  in  Kegelschnitten, 
von  denen  irgend  zwei  mit  a^  und  ß^  bezeichnet  werden  mögen. 
Wählen  wir  nun  in  F^  irgend  vier  Punkte  0,  P,  Q,  iJ,  die  ausser- 
halb j,  «2  und  p2  und  nicht  alle  in  einer  Ebene  liegen,  so  können 
wir  dieselben  mit  «2  durch  eine  einzige  Fläche  II.  Ordnung  ver- 
binden ;  denn  0,  P,  Q,  R  können  mit  irgend  fünf  Punkten  von  a^ 
durch  eine  Fläche  II.  Ordnung  verbunden  werden  (Seite  153), 
welche  dann  alle  Punkte  des  Kegelschnittes  a^  enthalten  muss. 
Diese  Fläche  II.  Ordnung  wird  von  derjenigen,  welche  die  Punkte 
O,  P,  Q,  R  mit  (J2  verbindet,  in  einer  Raumcurve  k^  vierter  Ordnung 
geschnitten,  und  letztere  geht  durch  O,  P,  Q  und  R  hindurch. 
Sei  nun  N  derjenige  Punkt,  in  welchem  die  Fläche  F^  zum  dritten 
Male  von  der  Geraden  OP  geschnitten  wird;   dann  können  wir 

Rcyo,  Ocnmotrie  der  Lnge.    U.    2.  Anfl.  X5 
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den  Büschel  der  Flächen  IL  Ordnung,  welche  in  der  Raumeunre 
k^  sich  schneiden,  projectivisch  so  auf  den  Ebenenbüschel  g  be- 
ziehen, dass  den  drei  durch  a^,  ß2^  a/  gehenden  Ebenen  des  letz- 
teren die  drei  durch  resp.  a^,  p2^  ^  gehenden  Flächen  des  ersteren 
entsprechen.  Die  beiden  Büschel  erzeugen  eine  .Fläche  F^^,  welche 
durch  k^  geht  und  mit  F^  die  Gerade  gr,  die  Kegelschnitte  a^  und 
p2,  sowie  die  Punkte  A^,  O,  P,  Q,  R  gemein  hat.  Wir  können 
leicht  zeigen,  dass  die  Flächen  F^  und  Ff  identisch  sind. 

Zunächst  ergiebt  sich  aus  der  Erzeugungsart  der  Fläche  F\,  dass 
dieselbe  von  jeder  Ebene  in  einer  Curve  dritter  Ordnung  geschnitten 
wird  (Seite  208).  Die  Ebene  iSJOPQ  schneidet  nun  die  Flächen 
F^  und  Ff  in  zwei  Curven  dritter  Ordnung,  welche  ausser  den 
Punkten  N,  0,  P,  Q  noch  fünf  Punkte  gemein  haben,  nämlich  je 
zwei  Punkte  von  a^,  ß2*)  und  einen  Punkt  von  g;  und  da  0,  P 
Q  ganz  beliebig  auf  der  Fläche  F^  gewählt  wurden,  so  müssen 
jene  beiden  Curven  63  dritter  Ordnung  zusammenfallen.  Ebenso 
hat  die  Ebene  NO  FR  eine  und  dieselbe  Curve  CJ  dritter  Ordnung 
mit  den  Flächen  F^  und  Ff  gemein.  Nehmen  wir  nun  eine  dritte 
Ebene  beliebig  an,  welche  mit  C^  und  CJ  je  drei  und  mit  a*  und 
p2  je  zwei  Punkte  gemein  hat,  so  schneidet  auch  diese  die  Flächen 
F^  und  Ff  in  einer  und  derselben  Curve  dritter  Ordnung,  von 
welcher  eilf  Punkte  bereits  bekannt  sind.  Hieraus  aber  folgt  die 
Identität  der  Flächen  F*  und  Ff,  und  zugleich  der  Satz: 

^Wird  durch  irgend  einen  Kegelschnitt  a^  der  Fläche  F^ 
^dritter  Ordnung  eine  beliebige  Fläche  II.  Ordnung  gelegt,  so 
„wird  F^  von  dieser  im  Allgemeinen  nocli  in  einer  Raumcurve 
,,fe*  vierter  Ordnung  geschnitten,  durch  welche  ein  F^-Büschel 
„geht.  Von  den  Flächen  dieses  Büschels  wird  F3  in  k^  und 
„in  Kegelschnitten  getroffen,  deren  Ebenen  sich  in  einer  Ge- 
„raden  g  der  Fläche  F3  schneiden.  Der  F^-Büschel  ist  durch 
„diese  Kegelschnitte  projectivisch  auf  deji  Ebenenbüschel  g 
„bezogen,  so  dass  beide  mit  einander  die  Fläche  dritter  Ordnung 
„erzeugen.  Vier  beliebige  Punkte  O,  P,  Q,  R  der  Fläche  F^, 
„welche  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  können  so  oft  durch  eine 
„auf  F^  liegende  Raumcurve  k^  vierter  Ordnung  mit  einander 
„verbunden  werden,  als  Gerade  auf  der  Fläche  F^  vorkommen.* 
Wenn  in  dem  F^-Büschel  irgend  eine  Fläche  vorkommt,  die  mit 
dt^r  entsprechenden  Ebene  des  Büschels  g  keinen  Punkt  gemein 

*)  Die  Kegel8chnitte_o2  und  ß2  können  offenbar  immer  so  gewählt  werden, 
doÄs  sie  mit  der  Ebene  ÖPQ  }e  zwei  Schnittpunkte  gemein  haben. 
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hat,  80  enthält  die  Fläche  dritter  Ordnung  nur  solche  reelle  Ge- 
rade, die  von  g  geschnitten  werden.  Diese  Bemerkung  kann  zum 
Ausgangspunkte  einer  Untersuchung  derjenigen  Flächen  dritter 
Ordnung  gemacht  werden,  welche  weniger  als  27  reelle  Gerade 
enthalten. 

Die  Erzeugung  der  Fläche  F^  dritter  Ordnung  durch  einen 
i''^- Büschel  und  einen  Ebenenbüschel  haben  wir  bereits  früher 
(Seite  164)  untersucht;  wir  schliessen  aus  den  damals  bewiesenen 
Sätzen: 

„Die  Kegelschnitte  von  F^,  deren  Ebenen  eine  Gerade  g 
„der  Fläche  mit  einander  gemein  haben,  schneiden  diese  Ge- 
„rade  in  einer  involutorischen  Punktreihe.  ^ 

Die  Ebene  eines  solchen  Kegelschnittes  berührt  die  Fläche  F^  in 
denjenigen  beiden  Punkten,  welche  der  Kegelschnitt  mit  der  Ge- 
raden g  gemein  hat  und  welche  in  g  einander  zugeordnet  sind. 
Wenn  der  Kegelschnitt  in  zwei  Gerade  zerfällt,  die  mit  g  ein 
Dreieck  \  bilden,  so  ist  seine  Ebene  eine  dreifach  berührende; 
die  Fläche  dritter  Ordnung  besitzt  also  höchstens  45  dreifach  be- 
rührende Ebenen. 

Seien  g^  g^,  g2  die  Seiten  eines  auf  F^  liegenden  Dreiecks  /\, 
und  a,  «1,  «2  irgßß<i  drei  Kegelschnitte  von  i^,  deren  Ebenen 
durch  resp.  g^  g^,  g^  hindurchgehen  und  so  gewählt  sind,  dass 
die  drei  Kegelschnitte  paarweise  mit  einander  zwei  Punkte  gemein 
haben.  Verbinden  wir  dann  a  mit  irgend  vier  Punkten  O,  P,  Q, 
R^  von  denen  drei  auf  a|  und  einer  auf  «2  liegt,  durch  eine 
Fläche  II.  Ordnung,  so  geht  dieselbe  auch  durch  «i,  weil  sie  fünf 
Punkte  mit  ai  gemein  hat,  und  aus  demselben  Grunde  durch  n^. 
Die  Raumcurve  i^  vierter  Ordnung,  von  der  vorhin  die  Rede  war, 
zerfällt  also  bei  dieser  Wahl  der  Punkte  0,  P,  Q,  R  in  die  beiden 
Kegelschnitte  «j  und  «2,  und  jeder  Kegelschnitt  ß  der  Fläche  F^, 
welcher  mit  g  in  einer  Ebene  liegt,  kann  mit  a|  und  «2  durch 
eine  Fläche  II.  Ordnung  verbunden  werden.  Ebenso  aber  kann 
jeder  Kegelschnitt  ß|  von  F^^  dessen  Ebene  durch  g^  hindurch- 
geht, mit  |3  und  «2  durch  eine  Fläche  IL  Ordnung  verbunden 
werden;  oder: 

„Drei  beliebige  Kegelschnitte  von  i^,  deren  Ebenen  durch 
„die  resp.   Seiten  eines  auf  F^  liegenden  Dreiecks    \  gehen, 
^können  stets  durch  eine  Fläche  II.  Ordnung  verbunden  werden.^ 
Sehr  leicht  ist  folgende  Umkehrung  dieses  Satzes  zu  beweisen: 

15* 


228  Sechsundzwanzigster  Vortrag.    Flächen  dritter  Ordnung. 

;,Hat  eine  Fläche  IL  Ordnung  mit  der  Fläche  F^  dritter 
„Ordnung  drei  Kegelschnitte  gemein,  so  gehen  die  Ebenen 
„derselben  allemal  durch  die  drei  Seiten  eines  Dreiecks  \ 
„von  F-i." 

Zu  jedem  Dreieck  /\  kann  ein  ganzes  System  solcher  Flächen 
II.  Ordnung  construirt  werden,  und  -diese  Flächen  schneiden  jede 
Dreiecksseite  in  einer  involutoriöchen  Punktreihe,  in  welcher  auch 
die  beiden,  auf  der  Seite  liegenden  Eckpunkte  einander  zugeordnet 
sind.  Durch  eine  beliebige  der  Flächen  IL  Ordnung  ist  nun  ent- 
weder ein  oder  kein  Eckpunkt  des  Dreiecks  von  den  beiden  anderen 
getrennt;  daraus  folgt: 

„Entweder  gehen  durch  eine  einzige  oder  durch  jede  Seite 
„des  Dreiecks  \  zw^ei  Ebenen,  von  denen  jede  mit  F^  einen 
„die  Seite  berührenden  Kegelschnitt  gemein  hat.*^ 
Eine  Regelfläche  zweiter  Ordnung,  welche  mit  t^  zwei  sich 
nicht  schneidende  Gerade  a,  b  gemein  hat,  schneidet  dieselbe 
ausserdem  in  einer  Raumcurve  vierter  Ordnung  „zweiter  Species'. 
Dieselbe  unterscheidet  sich  von  derjenigen  „erster"  Species,  durch 
welche  Büschel  von  Flächen  zweiter  Ordnung  gehen,  namentlich 
dadurch,  dass  durch  sie  nur  eine  einzige  Fläche  zweiter  Ordnung 
geht  und  dass  sie  mit  den  Strahlen  der  einen,  durch  a  und  b 
gehenden  Regelschaar  dieser  Fläche  je  drei,  mit  den  Strahlen  der 
andern  Regelschaar  aber  nur  je  einen  Punkt  gemein  hat  Wenn 
zwei  Ebenenbüschel  erster  Ordnung  auf  einen  Ebenenbüschel  zweiter 
Ordnung  projectivisch  bezogen  sind,  so  erzeugen  sie  mit  letzterem 
im  Allgemeinen  eine  Raumcurve  vierter  Ordnung  zweiter  Species, 
Ausser  der  allgemeinen  Fläche  dritter  Ordnung,  auf  deren 
Untersuchung  wir  uns  hier  beschränkt  haben,  giebt  es  noch  solche 
mit  ein,  zwei,  drei  oder  vier  sogenannten  Knotenpunkten,  in 
denen  alle  auf  der  Fläche  enthaltenen  Raumcurven  dritter  Ordnung 
sich  schneiden  (Seite  200),  sowie  die  geradlinigen  Flächen  dritter 
Ordnung.  Eine  geradlinige  F^  wird  erzeugt  durch  drei  coUineare 
Strahlenbündel  von  solcher  Lage,  dass  irgend  drei  homologe 
Strahlenbüschel  derselben  zu  einem  und  demselben  geraden  Ge- 
bilde w  perspectivische  Lage  haben.  Die  Fläche  geht  zweimal 
durch  die  Gerade  u  und  wird  von  jeder  Ebene  des  Büschels  m  in 
noch  einer  Geraden  geschnitten.  Wir  haben  diese  geradlinigen 
Flächen  dritter  Ordnung  bereits  im  Anhange  der  ersten  Abtheilung 
besprochen. 
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BOndel  von  Flächen  zweiter  Ordnung. 

Drei  Flächen  zweiter  Ordnung,  welche  nicht  in  einem  F^- 
Büschel  liegen,  bestimmen  einen  ^F^-Bündel*',  d.  h.  einen  Bündel 
von  Flächen  zweiter  Ordnung.  Nämlich  jede  Fläche  zweiter  Ord- 
nung, welche  mit  zwei  der  gegebenen  in  einem  /'^-Büschel  liegt, 
bestimmt  mit  der  dritten  einen  neuen  -F^- Büschel,  dessen  sämmt- 
liche  Flächen  wir  zu  dem  jP2-Bündel  rechnen.  Wir  wollen  zeigen, 
dass  dieser  Bündel  jeden  i'^^^Bügchel  enthält,  welcher  irgend  zwei 
seiner  Flächen  verbindet,  und  dass  er  durch  je  drei  seiner  Flächen, 
die  in  keinem  F2-Büschel  liegen,  völlig  bestimmt  ist. 

Die  Polar- Ebenen  eines  beliebigen  Punktes  P  bezüglich  der 
Flächeu  eines  i^'^^üüschels  schneiden  sich  in  einer  Geraden,  und 
letztere  hat  mit  der  Polar -Ebene  von  P  bezüglich  einer  anderen 
Fläche  zweiter  Ordnung  einen  Punkt  P  gemein;  die  Punkte  P 
und  P  sind  folglich  conjugirt  bezüglich  jeder  i^,  welche  mit  der 
letzteren  Fläche  und  irgend  einer  Fläche  des  i'^^.ßügciiels  in  einem 
neuen  i^- Büschel  liegt.     Also: 

^Einem    beliebigen  Punkte   P  ist    hinsichtlich    eines   F^- 

^Bündels  ein  Punkt  P*  conjugirt;  oder  die  Polar-Ebenen  von 

„P  bezüglich   aller  Flächen   des  Bündels  gehen  durch  einen 

„Punkt  P."" 
Dieser  zu  P  conjugirte  Punkt  kann  construirt  werden,  wenn  irgend 
drei  in  keinem  i'^-^-Büschel  liegende  Flächen  des  Bündels  gegeben 
sind.  Wenn  die  drei  Flächen  mit  einander  einen  Punkt  gemein 
haben,  so  ist  derselbe  sich  selbst  conjugirt  und  liegt  auf  allen 
Flächen  des  Bündels,  Alle  durch  sieben  gegebene  Punkte  oder 
durch  eine  cubische  Raumcurve  gehenden  Flächen  zweiter  Ordnung 
bilden  demnach  einen  i^- Bündel.  Die  Flächen  eines  2^ -Bündels 
haben  im  Allgemeinen  höchstens  acht  Punkte  mit  einander  gemein, 
von  denen  jeder  durch  die  sieben  übrigen  eindeutig  bestimmt  ist 
(Seite  151);  dieselben  heissen  die  „Knotenpunkte'^  oder  „Basis- 
punkte'' des  i'^^-Bündels.  Eine  cubische  Raumcurve  ist  die  „Knoten- 
liuie^  eines  speciellen  i*^- Bündels. 

„Hinsichtlich   eines   /^-Bündels    sind    den   Punkten    einer 

„Geraden  «  im  Allgemeinen  die  Punkte  einer  cubischen  Raum- 
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„curve  cüiijugirt;  die  Polaren  der  Geraden  bezüglich  der  Flächeu 
^des  Bündels  sind  Sehnen  dieser  Raumeurve.^ 

Wenn  nämlich  ein  Punkt  P  die  Gerade  n  beschreibt,  so  beschreiben 
seine  Polar -Ebenen  in  Bezug  auf  irgend  drei  Flächen  des  BüudeU 
drei  zu  u  projectivische  Ebenenbüschel,  und  ihr  zu  P  conjugirter 
Schnittpunkt  P'  beschreibt  eine  cubische  Raumcurve,  welche  nur 
bei  besonderer  Lage  von  u  in  eine  Gerade  und  einen  Kegelschnitt 
zerfallt.  Die  Axen  der  drei  Ebenenbüschel  sind  (Seite  92)  Sehnen 
der  Raumcurve  und  zugleich  die  Polaren  von  w  bezüglich  der 
drei  Flächen  des  Bündels.  —  Sind  P  und  Q  zwei  beliebige  Punkte 
von  ti,  so  schneiden  sich  deren  Polar-Ebenen  bezüglich  ii^eml 
einer  Fläche  des  Bündels  in  der  Polare  von  «,  also  in  einer  Sehne 
der  Raumcurve;  sie  verbinden  diese  Sehne  mit  den  beiden  zu  /' 
und  Q  conjugirten  Punkten  P*  und  Q  der  Raumcurve.  Da  nun 
das  Sehnensystem  einer  cubischen  Raumcurve  aus  je  zwei  Punkten 
derselben  durch  collineare  Strahlenbündel  projicirt  winl,  so  er- 
giebt  sich; 

^Die  Polar -Ebenen  beliebiger  Punkte  P,  Q,  Ä,  .  . .  bezüg- 
„lich  der  einzelnen  Flächen  des  F- -Bündels  sind  homolog«* 
^Ebenen  von  coUinearen  Strahlenbündeln  /^,  H\  W  . .  .*• 

Ist  die  collineare  Beziehung  dieser  Strahlenbündel  festgestellt, 
etwa  mittelst  zwei  in  dem  i^-Bündel  enthaltener  /'^-Büschel,  ^u 
können  zu  jeder  Ebene  von  P'  die  entsprechenden  Ebenen  von 
Q',  R\  ...  linear  construirt  werden.  Die  Fläche  des  /^--Bündels, 
in  Bezug  auf  welche  irgend  eine  durch  P*  gehende  Ebene  t:.  die 
Polare  des  Punktes  P  ist,  ist  demnach  völlig  bestimmt,  weil  man 
hinsichtlich  derselben  von  jedem  anderen  Punkte  Q  die  Polar- 
Ebene  construiren  kann;  sie  beschreibt  einen  /^-Büschel,  wenn 
die  Ebene  tu  einen  gewöhnlichen  Ebenenbüschel  beschreibt.  Uebcr- 
haupt  ergiebt  sich: 

„Der  F^'HvL'nAA  ist  projectivisch  auf  den  Strahlenbündel  /• 
;, bezogen,  wenn  jeder  seiner  Flächen  die  Polar- Ebene  von  P 
„bezüglich  derselben  zugewiesen  ist;  und  zwar  entspricht  jeder 
^Ebene  von  1^  eine  Hache  des  i'^-Bündels  und  jedem  Ebenen- 
„büschel  I.  Ordnung  von  P*  ein  /''^.Büschel  derselben.  I>er 
„/'^-Bündel  enthält  demnach  jeden  ^--Büschel,  welcher  irgend 
^zwei  seiner  Flächen  verbindet 

Weil  zwei  gewöhnliche  Ebenenbüschel  von  P*  allemal  eine  Ebene 
mit  einander  gemein  haben,  so  ergiebt  sich  weiter: 
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;,Zwei  in  einem  /''^.ijündei  enthaltene  F-- Büschel  haben 
^allemal  eine  Fläche  mit  einander  gemein,  nämlich  die  reelle 
^oder  imaginäre  Ordnungsfiäche  eines  reellen  räumlichen  Polar- 
„systems.  Ein  /^^-Bündel  ist  bestimmt  durch  je  drei  seiner 
^Flächen,  die  in  keinem  -P^-Büschel  liegen.^ 

Die  Polar-Ebenen  des  Punktes  P  bezüglich  aller  durch  P 
gehenden  Flächen  des  i'^-Bündels  bilden  einen  Ebenenbüschel 
PP,     Also : 

^Durch  einen  beliebigen  Punkt  P,  welchem  ein  anderer 
;,Punkt  P  conjugirt  ist,  gehen  unendlich  viele  Flächen  des 
^T''^. Bündels;  dieselben  bilden  einen  /''2_Büg(jhel,  dessen  Gruud- 
;,curve  von  der  Geraden  PP*  in  P  berührt  wird.*' 

Durch  einen  nicht  auf  der  Grundcurve  liegenden  Punkt  Q  geht 
eine  einzige  Fläche  dieses  i'^^. Büschels;  dieselbe  enthält  die  Gerade 
PP\  wenn  Q  auf  PP^  liegt.     Also : 

,Zwei  beliebige  Punkte  P,  Q  können  im  Allgemeinen  durch 
;,eine  einzige  Fläche  des  -F2-Bündels  verbunden  werden.  Durch 
^jede  Gerade,  welche  zwei  conjugirte  Punkte  P,  P*  verbindet, 
;,geht  eine  Fläche  des  Bündels.^ 

Verbindet  man  im  F^ -Bündel  eine  beliebige  Fläche  P\  mit 
jeder  Fläche  eines  nicht  durch  F\  gehenden  i'''- Büschels,  so  er- 
hält man  alle  durch  F\  gehenden  P* -Büschel  des  Bündels.  Die 
Fläche  F]  wird  demnach  von  den  übrigen  Flächen  des  Bündels 
nicht  in  einem  Bündel,  sondern  in  einem  Büschel  von  Raumcurven 
vieii;er  Ordnung  geschnitten,  und  für  die  auf  F\  liegenden  Geraden 
ergiebt  sich  (vgl.  Seite  159): 

^Die  Flächen  des  P^ -Bündels  schneiden  eine  beliebig  auf 
^einer  von  ihnen  liegende  Gerade  in  den  Punktenpaaren  einer 
^involutorischen  Punktreihe ;  die  Ordnungspunkte  dieser  Punkt- 
„reihe  sind  conjugirt  hinsichtlich  des  P^. Bündels." 

Da  alle  durch  einen  Punkt  P  gehenden  Flächen  des  Bündels  einen 
i'^-Büschel  bilden,    so   müssen   die  durch   P  gehenden  Geraden 
dieser    Flächen    Sehnen    der    Grundcurve    dieses    Büschels    sein. 
Umgekehrt  liegt  jede  Sehne  dieser  Curve  auf  einer  Fläche   des 
Büschels  (Seite  149);  und  weil  die  Curve  aus  P  durch  eine  Kegel- 
fläche dritter  Ordnung  projicirt  wird  (Seite  214),  so  ergiebt  sich: 
^Die  Geraden  aller  Flächen  des  P2- Bündels   bilden  einen 
;,Strahlencomplex  dritten  Grades;   zu  demselben  gehören  die 
„Strahlen  aller  Knotenpunkte   des  P^-Bündels.      Die  Verbin- 
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^dungslinien    der    Knotenpunkte    sind    Doppelstrahlen    dieses 

^Complexes.". 
Von  einer  beliebigen  Ebene  wird  der  ^"2- Bündel  in  einem  Kegel- 
sclinittnetze  geschnitten,  dessen  Strahlenpaare  auf  den  die  Ebene 
berührenden  Flächen  des  Bündels  liegen.  Bekanntlich  liegen  die 
Berührungspunkte  auf  einer  Curve  (ß  dritter  Ordnung,  die  Strahlen- 
paare aber  umhüllen  eine  Curve  dritter  Classe  (I.  Abth.  Seite  209). 
„Den  Punkten  einer  Ebene  ^   sind  hinsichtlich  eines  F^- 

^Bündels  die  Punkte  einer  Fläche  F^  dritter  Ordnung  conjugirt; 

„auf  F^  liegen  auch  die  Pole  von  ^  bezüglich  aller  Flächen 

„des  Bündels,  sowie  die  Mittelpunkte  aller  in  dem  F2-Bündel 

„enthaltenen  Kegelflächen.'' 
Sucht  man  nämlich  zu  jedem  Punkte  von  ^  die  Polar- Ebenen  in 
Bezug  auf  irgend  drei  Flächen  des  Bündels,  so  erhält  man  drei 
zu  cp  reciproke  und  folglich  zu  einander  collineare  Strahlenbündel, 
welche  die  Fläche  F^  erzeugen.  Die  Mittelpunkte  der  Strahlen- 
bündel sind  die  Pole  von  <p  und  liegen  auf  F^\  sie  fallen,  wenn 
die  drei  Flächen  Kegelflächen  sind,  mit  deren  Mittelpunkten  zu- 
sammen. In  ihren  Schnittpunkten  mit  F^  wird  die  Ebene  <p  von 
unendlich  vielen  Flächen  des  F^-Bündels  berührt;  die  Berührungs- 
punkte liegen  in  einer  Curve  (ß  dritter  Ordnung  und  sind  paar- 
weise conjugirt  hinsichtlich  des  Bündels.  Den  Punkten  einer 
Geraden  von  tf  sind  diejenigen  einer  cubischen  Raumcurve  von  F^ 
conjugirt;  die  Raumcurven  dritter  Ordnung,  welche  auf  diese 
Weise  den  Geraden  von  9  entsprechen,  bilden  das  erste  CuiTen- 
System  der  Fläche  F^.  Die  Pole  von  9  bezüglich  aller  einem 
/''2-Büschel  des  Bündels  angehörigen  Flächen  liegen  in  einer 
cubischen  Raumcurve  des  zweiten  Curvensystems  von  F^,  Die 
Mittelpunkte  aller  Flächen  des  -F'^-Bündels  liegen  als  Pole  der 
unendlich  fernen  Ebene  gleichfalls  auf  einer  Fläche  dritter  Ordnung. 
„Die  Mittelpunkte  aller  in  einem  -F'- Bündel  enthaltenen 

„Kegelflächen  zweiter  Ordnung  liegen  im  Allgemeinen  in  einer 

„Raumcurve  C^  sechster  Ordnung,  welche  die  Kerncurve  des 

„/'"^-Bündels  heissen  möge.^ 
Nämlich  den  Punkten  von  zwei  beliebigen  Ebenen  9  und  7  sind 
hinsichtlich  des  /»"^-Bündels  die  Punkte  von  zwei  Flächen  F^  und 
G3  dritter  Ordnung  conjugirt,  welche  jene  Mittelpunkte  und  alle 
den  Schnittpunkten  von  9  und  7  conjugirten  Punkte  mit  einander 
gemein  haben.  Die  letzteren  Punkte  liegen  auf  einer  Raumcurve 
dritter  Ordnung;   die  Schnittlinie  von  F^  und  G^  aber  ist  eine 
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Raumcurve  neunter  Ordnung  (Seite  215),  und  zerfallt  in  diese 
cubische  RaumcuiTe  und  die  im  Satze  genannte  Raumcurve  (ß 
sechster  Ordnung.  Jedem  Punkte  der  letzteren,  welche,  wenn  F^ 
und  G^  sich  längs  einer  Linie  berühren,  sich  auf  eine  Curve  von 
niedrigerer  Ordnung  reducirt,  ist  ein  Punkt  von  cp  und  zugleich 
ein  anderer  Punkt  von  y,  also  die  Verbindungslinie  beider  Punkte 
conjugirt;  woraus  folgt: 

„Jedem  Punkte  K  der  Kerncurve  C^  sind  hinsichtlich  des 

„2^-Bündels  alle  Punkte  einer  Geraden  k  conjugirt;  und  wenn 

„irgend  einem  Punkte  K  eine  Gerade  k  conjugirt  ist,  so  liegt 

„er  auf  der  Kerncurve.^ 

Bewegt  sich  auf  dieser  Geraden  k  ein  Punkt  P,  so  beschreiben 
dessen  Polar-Ebenen  in  Bezug  auf  irgend  drei  Flächen  des  Bündels 
drei  projectivische  Ebenenbüschel,  deren  Axen  durch  K  gehen. 
Im  Allgemeinen  kommt  deshalb  P  dreimal  in  solche  Lage,  dass 
seine  Polar- Ebenen  durch  eine  und  dieselbe  Gerade  gehen  (L  Abth. 
Seite  108),  d.  h.  es  liegen  auf  k  im  Allgemeinen  drei  Punkte  von 
C^,  und  deren  conjugirte  Gerade  gehen  durch  K.  Wir.  wollen 
die  Gerade  A  eine  „Doppelsehne''  von  C*  nennen,  und  erhalten 
den  Satz: 

„Bezüglich  des  i^-Bündels  ist  jedem  Punkte  der  Kerncurve 

„C^  eine  Doppelsehne  derselben  conjugirt.     Auf  jeder  Doppel- 

„sehne  liegen  im  Allgemeinen  drei  Punkte  von  O^  und  durch 

„jeden  Punkt  von  C^  gehen  im  Allgemeinen  drei  Doppelsehnen 

„dieser  Raumcurve.^  . 

•  Auf  C^  liegt  jeder  Punkt,  dessen  Polar-Ebenen  in  Bezug  auf 
irgend  zwei  Flächen  des  i^-Bündels  zusammenfallen;  denn  nimmt 
man  eine  dritte  Fläche  des  Bündels  hinzu,  so  ergiebt  sich  sofort, 
dass  dem  Punkte  alle  Punkte  einer  Geraden  conjugirt  sind. 

„Der  Kerncurve  C^  ist  demnach  das  gemeinschaftliche  Pol- 

„tetraeder  von  je  zwei  Flächen  des  F^.BünJeig  eingeschrieben.^ 
Weil   in   einem   i^-Büschel  im   Allgemeinen   höchstens   vier 
Kegelflächen  enthalten  sind  (Seite  156),  so  ergiebt  sich: 

„Die  Polar-Ebenen  eines  beliebigen  Punktes  P  bezüglich 

„aller  Kegelflächen  eines  F^ -Bündels  umhüllen  eine  Kegelfläche 

„vierter  Classe.^ 
Dieselbe  ist,  beiläufig  gesagt,  die  allgemeine  Kegelfläche  vierter 
Classe. 

Unter  den  speciellen  F2- Bündeln  ist  derjenige  von  besonderem 
Interesse,  dessen  Flächen  sich  in  einer  Geraden  g  schneiden.    Von 
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drei  beliebigen  Flächen  dieses  Bündels  schneidet  jede  die  beiden 
übrigen  in  g  und  in  zwei  cubischen  Raumcurven,  welche  g  zur 
gemeinschaftlichen  Sehne,  und  folglich  ausserhalb  g  im  Allgemeineu 
und  höchstens  vier  Punkte  G  mit  einander  gemein  haben  (Seite  U3). 
Daraus  folgt: 

„Der  specielle  F^-Bündel,  dessen  Flächen  durch  eine  Ge- 
^rade  g  gehen,  hat  ausserhalb  g  im  Allgemeinen  höchstens 
„vier  Knotenpunkte  6?,  die  auf  allen  seinen  Flächen  liegen.* 
Weil  zwei  beliebige  Punkte  im  Allgemeinen  durch  eine  einzige 
Fläche  des  i^^^.BünJejg  verbunden  werden  können,  und  weil  ander- 
seits durch  neun  Punkte,  von  denen  drei  auf  g  liegen,  eine  und 
im  Allgemeinen  nur  eine  (die  Gerade  g  enthaltende)  Fläche  zweiter 
Ordnung  gelegt  werden  kann,  so  ergiebt  sich: 

„Alle  Flächen  zweiter  Ordnung,   welche  eine  Gerade  g  mit 
„vier  beliebig   ausserhalb   g   angenommenen  Punkten   G  ver- 
„binden,  bilden  einen  speciellen  F^-Bündel;   derselbe  enthält 
„vier  Ebenenpaare.'' 
Jedes  der  vier  Ebeuenpaare  besteht  aus  einer  Ebene,  welche  drei 
von  den  vier  Punkten  G^  und  aus  derjenigen  Ebene,  welche  ilen 
vierten  Punkt  G  mit  g  verbindet.    Die  Kerncurve  dieses  siiecielleu 
Bündels  zerfällt  in  die  vier  Schnitt-  oder  Doppellinien  dieser  vier 
Ebenenpaare  und  die  Gerade  g.    Jeder  Punkt  von  g  ist  der  Mittel- 
punkt einer  Eegelfläche  des  /''^-Bündels. 
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Da»  F^-fiebiisdi,  mm  projedivisehe  Beziehoeg  auf  ein  riniich« 
System  uud  die  Steiiier'selie  Fläche  vierter  OrdDUg. 

Vier  Flächen  zweiter  Ordnung,  welche  nicht  in  einem  /"*-- 
Bündel  liegen,  bestimmen  ein  ;,i^-GebÜ8ch"  oder  Gebüsch  von 
Flächen  zweiter  Ordnung.  Nämlich  je  zwei  Flächen  zweiter  Ord- 
nung, welche  mit  drei  der  gegebenen  in  einem  /'^.Büudel  liegen, 
bestimmen  mit  der  vierten  einen  neuen  /^--Bündel,  dessen  sämmt- 
liche  Flächen  wir  zu  dem  F^-Gebüsche  rechnen.  Jeder  die^T 
durch  die  vierte  Fläche  gehenden   /'--Bündel  hat  demnach  mit 


Das  F2-Gebüsch.  235 

dem  durch  die  übrigen  drei  Flächen  bestimmten  /'^-Bündel  einen 
/''2- Büschel,  und  letzterer  hat  mit  jedem  in  dem  einen  oder  anderen 
Bündel  liegenden  i'^^. Büschel  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  gemein 
(Seite  231).  Der  JP^. Bündel,  welchen  die  vierte  gegebene  Fläche 
mit  irgend  zwei  Flächen  des  F 2. Gebüsches  bestimmt,  enthält  folg- 
lich auch  Flächen  des  durch  die  anderen  drei  gegebenen  Flächen 
bestimmten  i'^'^-Bündels,  und  gehört  somit  zu  dem  F^. Gebüsche. 
Daraus  folgt: 

;,Das  i^'^-Gebüsch  enthält  jeden  7^2. Büschel,  welcher  irgend 
„zwei  seiner  Flächen   verbindet,  also  auch  jeden  -F*^-Bündel, 
„welcher  durch  beliebige  drei  seiner  Flächen  bestimmt  ist;  es 
;,ist  durch  je  vier  seiner  Flächen,   die   in  keinem  F^-Bündel 
„liegen,  ebenso  wie  durch  die  zuerst  angenommenen  vier  Flächen 
„bestimmt.    Ein  /'^2. Büschel  und  ein  F^-Bündel  des  Gebüsches 
„haben  allemal  eine  Fläche  desselben  mit  einander  gemein.^ 
Wenn   zwei   Punkte   in  Bezug   auf  die   ersten   vier  Flächen 
zweiter  Ordnung  conjugirt  sind,  so  sind  sie  hinsichtlich  des  -F^. 
Gebüsches,   d.  h.  in  Bezug  auf  alle  Flächen  desselben  conjugirt 
(Seite  229).     Wenn  insbesondere  ein  Punkt  auf  den  ersten  vier 
Flächen  liegt,   also  sich  selbst  conjugirt  ist,   so  gehen  durch  ihn 
alle  Flächen  des  i^2. Gebüsches.    Beispielsweise  bilden  alle  durch 
sechs   beliebige   Punkte   gehenden  flächen   zweiter   Ordnung   ein 
specielles  i'^'^-Gebüsch.     Die  noch   specielleren  F^-Gebüsche,   in 
Bezug  auf  welche  jeder  Punkt  des  Raumes  einem  anderen  Punkte 
oder  sich  selbst  conjugirt  ist,  schliessen  wir  von  unserer  Unter- 
suchung aus. 

„Die  Polar- Ebenen  beliebiger  Punkte  P,  Q,  /?,  .  .  .  bezüg- 
„lich  der  einzelnen  Flächen  des  F 2. Gebüsches  sind  homologe 
„Ebenen  coUinearer  räumlicher  Systeme''; 
vorausgesetzt,  dass  keiner  dieser  Punkte  sich  selbst  oder  einem 
anderen  Punkte  hinsichtUch  des  Gebüsches  conjugirt  ist.  Be- 
schreibt nämlich  eine  Fläche  des  Gebüsches  einen  i»^ 2.  Büschel 
oder  ^2.Bündel,  so  beschreiben  die  Polar-Ebenen  von  P  und  Q 
bezüglich  derselben  zwei  homologe  Ebenenbüschel  oder  -Bündel 
der  im  Satze  erwähnten  coUinearen  Räume  (vgl.  Seite  230).  — 
Weist  man  jeder  Fläche  des  /^'2_  Gebüsches  die  Polar- Ebene  von 
P  bezüglich  derselben  als  entsprechende  zu,  so  ergiebt  sich: 

„Das  2^2. Gebüsch  ist  auf  ein  räumliches  System  2i  pro- 
„jectivisch  so  bezogen,  dass  jeder  seiner  Flächen  eine  Ebene 
„von  2j  entspricht  und  jedem  seiner  F2-Büschel  ein  zu  dem- 
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„selben  projectivischer  Ebenenbüschel  erster  Ordnung  von  i!,. 
„Jeder  Raumcurve  vierter  Ordnung,  in  welcher  zwei  Flächen 
„des  Gebüsches  sich  schneiden,  entspricht  in  2|  eine  Gerade 
„als  Schnittlinie  der  zugehörigen  beiden  Ebenen;  jeder  Grujjpe 
„von  acht  Punkten,  in  welchen  drei  beliebige  Flächen  des  Ge- 
„büsches  sich  schneiden  und  die  wir  associirte  Punkte 
„nennen  wollen,  entspricht  in  Sj  der  Schnittpunkt  der  ent- 
„ sprechenden  drei  Ebenen.* 

Umgekehrt  entspricht  einer  beliebigen  Geraden  von  2|  im  Allge- 
meinen eine  Raumcurve  vierter  Ordnung  des  /'^.ßeijQgches,  und 
einem  beliebigen  Punkte  von  I|  eine  Gruppe  von  acht  assocürten 
Punkten;  doch  sind  diese  acht  Schnittpunkte  von  drei  Flächen  des 
Gebüsches  und  jene  Raumcurve  nicht  immer  reell.  Auch  die 
Flächen  des  Gebüsches,  welche  den  Ebenen  von  2|  entsprechen, 
können  zum  Theil  durch  räumliche  Polarsysteme  vertreten  sein, 
die  keine  reelle  Ordnungsflächen  haben  (vgl.  Seite  231). 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  gehen  unendlich  viele  Flächen 
des  Gebüsches,  nämlich  von  jedem  i'^^ -Büschel  desselben  eine; 
alle  diese  Rächen  aber  bilden  einen  Z''^- Bündel,  und  ihnen  ent- 
sprechen im  Räume  i'i  die  Ebenen  eines  Strahlenbündels.    Also: 

,.  Einem  im  /^'^.Qebüsche  beliebig  angenommenen  Punkte 
„und  seinen  assocürten  Punkten  entspricht  allemal  ein  Punkt 
„des  Raumes  l'].  Zwei  Gruppen  associirter  Punkte  können 
„durch  eine  Raumcurve  vierter  Ordnung  verbunden  werden, 
„weil  die  entsprechenden  beiden  Punkte  von  2|  auf  einer  Ge- 
„raden  liegen;  ebenso  sind  drei  Gruppen  associirter  Punkte 
„allemal  auf  einer  Fläche  des  Gebüsches  enthalten.  Drei  be- 
„  liebige  Punkte  können  im  Allgemeinen  durch  eine  einzige 
„Fläche  des  Gebüsches  verbunden  werden;  derselben  entspricht 
„die  Verbindungs-Ebene  der  zugehörigen  drei  Punkte  von  ü,.* 

Wenn  ein  Punkt  A  irgend  eine  Gerade  «  beschreibt,  so  be- 
schreiben seine  Polar-Ebenen  in  Bezug  auf  vier  beliebige  Flächen 
des  i'^ -Gebüsches  vier  projectivische  Ebenenbüschel;  im  Allgemeinen 
kommt  deshalb  der  Punkt  höchstens  viermal  in  solche  Lage,  dass 
seine  vier  Polar -Ebenen  sich  in  einem  und  demselbem  Punkte 
A*  schneiden  (Seite  93).  Wenn  irgend  einem  Punkte  bezüglich 
eines  in  dem  Gebüsche  enthaltenen  7''* -Bündels  eine  Gerade  con- 
jugirt  ist,  so  ist  ihm  hinsichtlich  des  /''^ .Gebüsches  ein  Punkt 
dieser  Geraden  conjugirt.     Also: 
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„Diejenigen  Punkte,  welche  paarweise  conjugirt  sind  hin- 
„sichtlich  des  F^-Gebüsches,  liegen  auf  einer  Fläche  A'"*  vierter 
„Ordnung.  Dieselbe  enthält  die  Kemcurven  aller  in  dem  Gebüsche 
„enthaltenen  /''2-Bündel  (Seite  232),  also  auch  die  Mittelpunkte 
„aller  Kegelflächen  des  /^--Gebüsches,  und  wird  nach  Jacob 
„Steiner  die  Kernfläche  des  Gebüsches  genannt.^ 

Weil  ein  /''^.Bügchel  im  Allgemeinen  höchstens  vier  Kegelflächcn 
enthält,  so  umhüllen  die  Polar-Ebenen  des  beliebigen  Punktes  P 
bezüglich  aller  Kegelflächen  des  F--Gebüsches  eine  Fläche  vierter 
Classe;  oder 

„Den  Kegelflächen  des  i'^^-Gebüsches  entsprechen  in  dem 
„Räume  2]  die  Berührungs-Ebenen  einer  Fläche  <!)*  viert<*r 
„Classe;  dieselbe  ist  eindeutig  auf  die  Kernfläche  A"^  bezogen, 
„indem  jeder  Berührungs- Ebene  von  O*  der  Mittelpunkt  M 
„der  zugehörigen  Kegelfläche  auf  K^  entspricht.'' 

Wir  können  nun  zeigen,  dass  O^  von  der  Berührungs-Ebene 
in  demjenigen  Punkte  3/|  des  Raumes  2|  berülirt  wird,  welcher 
dem  Punkte  M  des  i'' 2 -Gebüsches  entspricht,  dass  also  jedem 
Punkte  der  Kernfläche  K'^  nicht  nur  eine  Berührungs-Ebene  von 
<&*,  sondeiTi  zugleich  deren  Berührungspunkt  entspricht.  Nämlich 
einer  beliebigen  Geraden  g^  der  Berührungs-Ebene  entspricht  auf 
der  zugehörigen  Kegelfläche  des  Gebüsches  eine  Raumcurve  vierter 
Ordnung;  letztere  aber  hat  den  Punkt  M\  zum  Doppelpunkte  und 
schneidet  in  ihm  zweimal  die  Kernfläche  A*,  wenn  ^i  durch  M^ 
geht.  In  diesem  Falle  hat  also  (ji  mit  der  Räche  von  üj,  welche  der 
Kernfläche  des  Gebüsches  entspricht,  zwei  im  M^  sich  vereinigende 
Punkte  gemein,  und  berührt  dieselbe  in  Af,;  jene  Fläche  von  £| 
hat  mit  anderen  Worten  dieselben  Berührungs -Ebenen  wie  <!)*. 
Damit  ist  der  Satz  bewiesen: 

„Den  Punkten  der  Kernfläche  A''*  entsprechen  in  dem  räum- 
„lichen  Systeme  ^^  ^^^  Punkte  der  Fläche  <!>*  vierter  Classe.'' 

Jede  Verbindungs-Gerade  s  von  zwei  associirten  Punkten  des 
/'^^-Gebüsches  nenne  ich  einen  „HauptstrahP  desselben.  Den 
beiden  associirten  Punkten  entspricht  im  Räume  2|  ein  und  der- 
selbe Punkt  P|,  einem  beliebigen  dritten  Punkte  von  8  entspricht 
in  2|  ein  Punkt  Q|,  und  der  Geraden  Sy  von  i'i,  welche  I\  mit 
Qi  verbindet,  entspricht  folglich  in  dem  /'^.Gebüsche  eine  Raum- 
curve vierter  Ordnung,  welche  mit  «  drei  Punkte  gemein  hat,  also 
in  8  und  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  zerfällt.  'Also: 
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„Jedem  Hauptstrahle  s  des  i^2.Qe|)ügches  ist  eine  Raumcorve 

„dritter   Ordnung   associirt,   von   welcher   er   eine   Sehne   ist: 

„durch  ihn  geht  ein  Büschel  von  Flächen  des  Gebüsches,  und 

„ihm  entspricht  in  dem  räumlichen  Systeme  2|  eine  Gerade  ir,.^ 

Einem  beliebigen  Ebenenbüschel  von  li^   dessen  Axe  mit  s^ 

keinen  Punkt  gemein  hat,  entspricht  ein  F^-Büschel  des  Gebüsches ; 

derselbe  wird  von  s  in  einer  involutorischen  Punktreihe  geschnitten, 

deren  Punktenpaare  den  einzelnen  Punkten  von  Sf    entsprechen. 

Daraus  folgt: 

„Die   Hauptstrahlen   des   /'"^-Gebüsches    sind   Träger    von 
„involutorischen    Punktreihen,     deren    Punktenpaare     aus    je 
„zwei  associirten  Punkten  bestehen;  sie  werden  von  den  Flächen 
„des   Gebüsches    in   eben    diesen   Punktenpaaren    geschnitten. 
„Die  beiden  sich  selbst  associirten  Ordnungspunkte  einer  solchen 
„involutorischen    Punktreihe    sind    conjugirt    hinsichtlich    des 
„JF^-Gebüsches    und    liegen   folglich    auf  der   Kernfläche   K*. 
„Alle  Flächen  des  Gebüsches,  welche  durch  einen  sich  selbst 
„associirten  Punkt  gehen,  berühren  in  ihm  den  Hauptstrahl  «, 
„welcher  ihn  mit  dem  ihm  conjugirten  Punkte  verbindet^ 
In   dem   später   zu  betrachtenden  besonderen  Falle,   in  welchem 
alle   Flächen   des   Gebüsches    einen   Punkt   mit  einander  gemein 
haben,  machen  übrigens  die  durch  diesen  Punkt  gehenden  Haupt- 
strahlen eine  Ausnahme  von  diesen  Sätzen.    Aus  dem  vorhergehenden 
Beweise  folgt  noch: 

„Jede  Gerade  »,  welcher  in  ^i  eiue  Gerade  «|  entspricht, 
„ist  ein  Hauptstrahl  des  2^ -Gebüsches.*' 
Den  durch  «j  gehenden  Ebenen  von  2i  entsprechen  die  durch 
8  gehenden  Flächen  des  F^- Gebüsches,  welche  sich  in  dem  Haupt- 
strahle  s  und  der  ihm  associirten  cubischen  Raumcurve  schneiden. 
Weil  8  eine  Sehne  dieser  Raumcurve  ist,  so  giebt  es  unter  jenen 
Flächen  im  Allgemeinen  zwei  Kegelflächen;  denselben  entsprechen 
zwei  durch  «|  gehende  Berührungs- Ebenen  der  Hache  <&*,  deren 
Berührungspunkte  beide  auf  s^  liegen,  weil  sie  den  auf  s  liegen- 
den Mittelpunkten  der  beiden  Kegelflächen  entsprechen  (Seite  237). 
Daraus  folgt: 

^ Jedem  Hauptstrahle  s  des  f^-Gebüsches  entspricht  in  i, 
„eine  Doppeltangente  der  Fläche  O^  vierter  Classe." 
Dieser  Satz  ist  umkehrbar,  wenn  die  Tangenten  von  t|)4  defintrt 
werden  als  Schnittlinien  unendlich  nahe  benachbarter  Berülirun^- 
Ebenen  der  Fläche. 
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Acht  associirte  Punkte  des  i^-Gebüsches  können  zu  zweien 
durch  28  Hauptstrahlen  verbunden  werden;  denselben  entsprechen 
28  durch  einen  Punkt  gehende  Doppeltangenten  der  Fläche  <b^. 
Durch  einen  auf  <t>^  liegenden  Punkt  Mi  gehen  höchstens  22  Doppel- 
tangenten dieser  Fläche,  weil  vpft  den  acht  entsprechenden  associirten 
Punkten  zwei  in  einem  sich  selbst  associirten  Punkte  M  zusammen- 
fallen; sechs  von  diesen  22  Doppeltangenten  liegen  in  der  Ebene, 
welche  in  Mi  die  Fläche  <!>*  berührt,  und  sind  als  sechs  Paare 
unendlich  nahe  benachbarter  Doppeltangenten  aufzufassen. 

;,Die  Doppeltangenten  der  Fläche  O*  bilden  demnach  ein 

„Strahlensystem   28ster  Ordnung   (12ter  Classe),   und   <I)*   ist 

„nach  Kummer's  Bezeichnung  die  Brennfläche  dieses  Systems, 

„d.  h.  der  Ort  aller  Punkte  und  aller  Ebenen,  für  welche  zwei 

„Strahlen  des  Systems  zusammenfallen.^ 
Durch   einen  beliebigen  Punkt  im  F^.Qebüsche  gehen  höchstens 
sieben  Hauptstrahlen  desselben,  weil  der  Punkt  höchstens  sieben 
associirte  Punkte  hat. 

„Jeder  Geraden  l  im  i''^. Gebüsche,  welche  keine  associirten 

„Punkte  verbindet,   entspricht  in  2i  ein  zu   l  projectivischer 

„Kegelschnitt  Xp*' 
Legt  man  nämlich  durch  drei  Punkte  Ai,  J5,,  Cj  von  ili,  deren 
entsprechende  -4,  JB,  C  auf  l  liegen,  eine  Ebene,  so  entspricht 
dieser  eine  durch  l  gehende  Fläche  des  Gebüsches  und  der  Geraden  l 
entspricht  folglich  eine  in  jener  Ebene  liegende  Linie  X|.  Be- 
ziehen wir  aber  zwei  Ebenenbüschel,  deren  Axen  beliebig  durch 
Ai  und  ß|  gelegt  sind,  so  auf  einander,  dass  in  jedem  dritten 
Punkte  Ol  von  Xi  zwei  homologe  Ebenen  sich  schneiden,  -so  sind 
dieselben  projectivisch,  weil  die  ihnen  entsprechenden  /^-Büschel 
des  Gebüsches  dadurch  perspectivisch  auf  die  Punktreihe  l  bezogen 
sind  (Seite  162);  demnach  ist  Xj  ein  zu  l  projectivischer  Kegel- 
schnitt.    In  zwei  Gerade  kann  X|  nicht  zerfallen  (Seite  238). 

„Der  einer  Geraden  l  entsprechende  Kegelschnitt  X|  von  2| 

„berührt  die  Fläche  O*  im  Allgemeinen  in  vier  Punkten  Mi ; 

„dieselben  entsprechen  den  Punkten  Af,  welche  die  Kernfläche 

„A'*  mit  l  gemein  hat.^ 
Legt  man  nämlich  durch  einen  dieser  Punkte  M  eine  beliebige 
Fläche  des  -F2- Gebüsches,  so  schneidet  dieselbe  in  AI  und  einem 
zweiten  Punkte  N  die  Gerade  /,  und  ihr  entspricht  in  2|  eine 
Ebene,  welche  mit  dem  Kegelschnitt  Xj  zwei  Punkte  3/,  und  iV, 
gemein  hat;  ist  aber  jene  Fläche  eine  Kegelfläche  mit  dem  Mittel- 
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punkte  J/,  so  fällt  N  mit  M  zusammen,  und  die  ihr  entsprechende 
Berührungs- Ebene  von  <I>4  tangirt  folglich  den  Kegelschnitt  X|  in 
ihrem  Berührungspunkte  Mi.  —  Einer  beliebigen  Linie  x  im  F^- 
Gebüsche,  welche  die  Kemfläche  K^  in  n  Punkten  schneidet,  ent- 
spricht ebenso  eine  Linie  X|  in  S|,  welche  in  den  zugehörigen 
«Punkten  die  Fläche  O*  berührt;  doch  ist  X|  doppelt  oder  drei- 
fach u.  s.  w.  zu  zählen,  wenn  die  Punkte  der  Linie  x  zu  zweien 
oder  dreien  u.  s.  w.  associirt  sind,  sodass  z.  B.  jedem  Haupt- 
strahle 8  des  i'^- Gebüsches  eine  doppelt  gelegte  Gerade  8|  entspricht 
Wenn  eine  fläche  des  F- -Gebüsches  in  zwei  Ebenen  zerfällt, 
so  liegt  die  Schnitt-  oder  Doppellinie  dieses  Ebenenpaares  auf  der 
Kernfläche  jK*.  Denn  jeder  Punkt  dieser  Doppellinie  ist  Mittel- 
punkt M  einer  in  die  beiden  Ebenen  zerfallenden  Kegelfläche  des 
Gebüsches.  Aus  einer  früheren  Bemerkung  (Seite  237)  folgt  ohne 
Weiteres: 

;,Jedem  Ebenenpaare  des  i'^-Gebüsches  entspricht  in  ü| 
;,eine    singulare   Berührungs- Ebene   der   Fläche   <l>^;    nämlich 
^(t>^   wird    von    dieser    Ebene    in    allen    Punkten    des   Kegel- 
^ Schnittes  berührt,  welcher  der  Doppellinie  des  Ebenenpaares 
„entspricht." 
Wir  wenden  uns  nunmehr  zu  der  von  Steiner  entdeckten 
Fläche   vierter   Ordnling   dritter  Classe,   welche   mit  der  projec- 
tivischen  Beziehung  zwischen  dem  i^^-Gebüsche  und   dem  räum- 
lichen  Systeme  i'i    in   nahem  Zusammenhange  steht.     Wenn  im 
7*^2 -Gebüsche  ein  Punkt  sich  stetig  bewegt  und  irgend  eine  Curve 
oder  Fläclie  beschreibt,  so  bewegt  auch  der  entsprechende  Punkt 
in  2|  sich  stetig  und  beschreibt  die  entsprechende  Cürve   oder 
Fläche  von  Sp 

^  Einer  im  i^^^-ßebüsche  beliebig  angenommenen  Ebene  <p 

„entspricht  nun  in  üi    eine  St  einer 'sehe  Fläche    F\   vierter 

^Ordnung,  welche  doppelt  unendlich  viele  Kegelschnitte  ent- 

„hält;  dieselbe  ist  eindeutig  auf  die  Ebene  9  bezogen,  sodass 

Jedem  Punkte  von  <p  ein  einziger  Punkt  von  i^,  und  umgekehrt 

„einem  beliebigen  Punkte  von  F\  im  Allgemeinen  ein  und  nur 

„ein  Punkt  von  9  entspricht 

Die  Fläche  F\  hat  mit  einer  beliebigen  Geraden  von  ü|  höchstens 

vier  Punkte  gemein,  weil  die  der  Geraden  entsprechende  Raum- 

curve  vierter  Ordnung  mit  der  Ebene   cp   höchstens   vier  Punkte 

gemein  hat.     Einer  beliebigen  Geraden  /  von  ?p   aber   entspricht 

ein  auf  F*  liegender  Kegelschnitt  X|. 
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Den  die  Ebene  <p  berührenden  Flächen  des  jP^. Gebüsches 
entsprechen  in  2|  die  Berührungs- Ebenen  der  Fläche  F\.  Durch 
eine  beliebige  Gerade  gehen  aber  im  Allgemeinen  höchstens  drei 
Berührungs -Ebenen  von  F\^  weil  ein  beliebiger  i'^^.ßügehel  im 
Allgemeinen  höchstens  drei  die  Ebene  <p  berührende  Flächen  ent- 
hält (Seite  149).     Also: 

;,Die  Steiner 'sehe  Fläche  F*^  vierter  Ordnung  ist  von  der 
^dritten  Classe.*' 
Ist  l  irgend  eine  Gerade  von  cp  und  Xi  der  ihr  entsprechende 
Kegelschnitt  von  F\^  so  hat  die  Ebene  von  X|  im  Allgemeinen 
noch  einen  zweiten  Kegelschnitt  \\  mit  F\  gemein ;  denn  ihr  ent- 
spricht im  F 2. Gebüsche  eine  geradlinige  Fläche  zweiter  Ordnung, 
welche  mit  der  Ebene  cp  die  Gerade  l  und  folglich  noch  eine 
zweite  Gerade  Z'  gemein  hat,  und  im  Punkte  IV  die  Ebene  be- 
rührt.    Also: 

^Die   Steiner 'sehe  Fläche  F\    wird   von  den  Ebenen,   in 
;, welchen    ihre   Kegelschnitte    paarweise   liegen,    in   je   einem 
^^gemeinschaftlichen  Punkte  der  Kegelschnittpaare  berührt." 
Weil  alle  diese  Kegelschnitte  Xj,  \\  die  Fläche  <!>*  im  Allgemeinen 
in  je  vier  Punkten  berühren  (Seite  239),  so  ergiebt  sich:     • 

;,Die  Steiner'sche  Fläche  F*  berührt  die  Fläche  O*  vierter 
„Classe  längs  einer  Raumcurve  (achter  Ordnung),  welche  der 
;, Schnittlinie  der  Ebene  cp  und  der  Kernfläche  K^  des  Gebüsches 
^  entspricht*^ 

Dem  Punkte  ßi,  in  welchem  F\  von  der  Ebene  der  Kegel- 
schnitte X|  und  X',  berührt  wird,  entspricht  in  <p  der  Schnittpunkt 
B  der  Geraden  l  und  Z';  jedem  anderen  gemeinschaftlichen  Punkte 
f/|  der  Kegelschnitte  Xj  und  X',  entsprechen  zwei  verschiedene 
Punkte  U  und  U'  der  Geraden  l  und  l*.  Diese  beiden  Punkte 
Uy  IP  sind  associirte  Punkte  des  -F^. Gebüsches  und  dem  sie  ver- 
bindenden Hauptstrahle  entspricht  eine  Gerade  in  2i,  durch  deren 
Punkte  die  Fläche  F*  zweimal  hindurchgeht.  Die  Kegelschnitte 
X]  und  X'^  haben  ausser  J5|  höchstens  drei  Punkte  mit  einander 
gemein :   also : 

;,Die  beliebige  Ebene  9  enthält  höchstens  drei  Hauptstrahlen 
^des  i'^^. Gebüsches  und  mindestens  einen  Hauptstrahl;  das  von 
^den  Hauptstrahlen  gebildete  Strahlensystem  ist  demnach  von 
„der  dritten  Classe  und  der  siebenten  Ordnung." 
Wenn  in  <p  drei  Hauptstrahlen  liegen,  so  sind  deren  Schnitt- 
punkte drei  associirte  Punkte;  denn  jedem  dieser  Schnittpunkte  O 

Reyo,  Oeomotrie  der  Lage.    II.    2.  Aufl.  \Q 
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sind  in  den  beiden  durch  ihn  gehenden  Hauptstrahlen  zwei  Punkte 
associirt,  deren  Verbindungslinie  ebenfalls  ein  Hauptstrahl  ist  und 
mit  dem  dritten  Hauptstrahle  der  Ebene  zusammenfallen  muss. 

^Die  Steiner'sche  Fläche  F\  enthält  folglich  mindestens 
„eine    und    höchstens    drei    Doppelpunkts -Gerade;    dieselben 
„schneiden  sich  in  einem  dreifachen  Punkte  0|  der  Fläche.*' 
Den  ebenen  Schnittlinien  der  Steiner'schcn  Fläche  F*   ent- 
sprechen in  der  Ebene  <p  Kegelschnitte,  welche  mit  den  in  <p  liegenden 
Hauptstrahlen  je  zwei  associirte  Punkte  gemein  haben;  diese  Kegel- 
schnitte nämlich  liegen  auf  denjenigen  Flächen  des  -F2«(Jebü8ches, 
welche  den  Ebenen  der  Schnittlinien  entsprechen  (vgl.  Seite  238). 
Auch  die  Geraden  /,  V  von  cp,  welche  irgend  zwei  in  einer  Be- 
rührungs-Ebeüe  liegenden  Kegelschnitten  X|,  k\  von  F\  entsprechen, 
haben   mit  jedem   in   9   liegenden   Hauptstrahle    zwei    associirte 
Punkte  Ay  A*  gemein;  und  wenn  l  sich  um  A  dreht,  so  muss  Z' 
sich  um  A'  drehen.     Nun  werden  zwei  beliebige  dieser  Geraden 
Z'  durch  den  Strahlenbüschel  A  projectivisch  auf  einander  bezogen; 
die  ihnen  entsprechenden,  durch  einen  Doppelpunkt  Ai  gehenden 
Kegelschnitte  X',  von  F\  werden  folglich  durch  die  Kegelschnitte 
X|  und  deren  Ebenen  projectivisch  auf  einander  bezogen.  Darausfolgt: 
„Die  Berührungs-Ebenen  der  Stein  er' sehen  Fläche,  welche 
„eine  ihrer  Doppelpunkts-Geraden  in  irgend  einem  Punkte  A^ 
„schneiden,  bilden  einen  Ebenenbüschel  zweiter  Ordnung.^ 
Dieser  Ebenenbüschel  ist  sowohl  zu  dem  Strahlenbüschel  A 
als  auch  zu  A'  projectivisch.    Die  beiden, von  l  und  Z'  beschriebenen 
Strahlenbüschel  -4,  A'  sind  also  auch-  projectivisch ;  sie  erzeugen 
einen  Kegelschnitt,   dessen  Punkten 'die  Berührungspunkte  jener 
Ebenen  auf  F\  entsprechen. 

Wenn  der  Punkt  A  sich  selbst  associirt  ist,  so  fällt  A'  mit 
ihm  zusammen;  die  projectivischen  Strahlenbüschel  A,  A'  von  9 
sind  in  diesem  Falle  concentrisch,  und  haben  im  Allgemeinen  zwei 
Strahlen  entsprechend  gemein.  In  jedem  dieser  beiden  Strahlen 
wird  die  Ebene  9  von  einer  Kegelfläclie  des  i^'^.Gebüsches  berührt; 
in  den  Punkten  des  entsprechenden  Kegelschnittes  wird  deswegen 
F\  von  einer  Berührungs-Ebene  der  Fläche  <b*  tangirt  Daraus, 
und  weil  die  in  <p  liegenden  Hauptstrahlen  je  zwei  sich  selbst 
associirte  Punkte  enthalten,  ergiebt  sich: 

„Die  Steiner'sche  Fläche  F\  hat  im  Allgemeinen  vier  sin- 
„guläre  Berührungs-Ebenen,  von  welchen  sie  in  den  Punkten 
.  „je  eines  Kegelschnittes  berührt  wird.^ 
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Diese  vier  singulären  Berührungs-Ebenen  sind  imaginär,  wenn 
die  sich  selbst  associirten  Punkte  irgend  eines  in  9  liegenden 
Hauptstrahles  imaginär  sind.  Enthält  die  Ebene  <p  drei  reelle 
Hauptstrahlen,  und  sind  deren  sich  selbst  associirten  Punkte  alle 
sechs  reell,  so  bilden  letztere,  wie  man  leicht  beweist,  die  Eckpunkte 
eines  vollständigen  Vierseits,  in  dessen  Seiten  9  von  vier  Kegel- 
flächen des  2^2. Gebüsches  berührt  wird. 

Von  jeder  durch  eine  ihrer  Doppelpunkts -Geraden  W|  gelegten 
Ebene  wird  die  Stein  er 'sehe  Fläche  in  einem  Punkte  von  Wj 
berührt  und  zugleich  in  ifj  und  einer  durch  den  dreifachen  Punkt  0| 
gehenden  Curve  zweiter  Ordnung  geschnitten.  Der  Ebene  ent- 
spricht nämlich  eine  Fläche  des  i^- Gebüsches,  welche  durch  den 
entsprechenden  Hauptstrahl  u  geht  und  folglich  die  Ebene  cp  in 
einem  Punkte  von  u  berührt,  indem  sie  dieselbe  in  u  und  einer 
anderen  Geraden  schneidet. 

Pröjicirt  man  die  Steiner'sche  Fläche  aus  ihrem  dreifachen 
Punkte  Oj  durch  einen  Strahlenbündel,  so  entspricht  jedem  Strahle 
desselben  derjenige  Punkt  von  ^p,  dessen  entsprechenden  der  Strahl 
pröjicirt.  Jeder  Geraden  l  von  9  entspricht  in  dem  Bündel  Oj 
eine  zu  l  projectivische  Kegelfläche  z^weiter  Ordnung,  welche  durch 
die  Doppelpunkts -Geraden  von  F\  geht;  jedem  Strahlenbüschel 
von  0|  entspricht  ein  Kegelschnitt  von  -f,  welcher  durch  die 
Schnittpunkte  O  der  in  cp  liegenden  Hauptstrahlen  geht.  Daraus 
kann  man  schliessen: 

^Die  Steiner'sche  Fläche  wird  aus  ihrem  dreifachen  Punkte 
^durch  einen  Strahlenbündel  pröjicirt,  welcher  auf  die  Ebene 
„<f  quadratisch  bezogen  ist*^ 

Die  oben  aufgestellte  projectivische  Beziehung  zwischen  dem  F^- 
Gebüsche  und  dem  räumlichen  Systeme  2|  führt  noch  zu  anderen 
Flächen  vierter  Ordnung.  So  entspricht  jeder  in  2j  angenommenen 
Fläche  zweiter  Ordnung  Lf  eine  Fläche  vierter  Ordnung  L^  in 
dem  F2-Gebüsche ;  denn  L^hat  mit  einer  Geraden  ebenso  viele  Punkte 
gemein,  wie  L]  mit  dem  entsprechenden  Kegelschnitte  von  2|, 
also  höchstens  vier,  wenn  die  Gerade  nicht  ganz  auf  L^  liegt 
Einer  Ebene,  welche  L]  in  einem  Punkte  berührt,  entspricht  eine 
Fläche  des  Gebüsches,  welche  L^  in  den  entsprechenden  associirten 
Punkten  berührt.  Die  Fläche  L]  kann  durch  zwei  reciproke 
Strahlenbündel  erzeugt  werden;  ebenso  kann  L^  auf  unendlich 
viele  Arten  durch  zwei  reciproke  i^^-Bündel  des  Gebüsches  er- 
zeugt werden,  sodass  jede  Fläche  des  einen  Bündels  von  der  cnt- 
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sprechenden  Raumcurve  vierter  Ordnung  des  anderen  in  höchstens 
acht  Punkten  der  Fläche  L^  geschnitten  wird.  Ist  L\  eine  gerad- 
linige Fläche,  also  .erzeugt  durch  projectivische  EbenenbüscheU  so 
kann  L*  auf  unendlich  viele  Arten  durch  zwei  projectivische  F^ 
Büschel  erzeugt  werden.  Ist  insbesondere  L\  eine  Kegelfläcbe 
zweiter  Ordnung,  so  entsprechen  dem  Mittelpunkte  derselben  im 
Allgemeinen  acht  conische  Doppelpunkte  auf  der  Fläche  L*. 

„Zwei  projectivische  i^-Büschel  erzeugen  im  Allgemeinen 

„eine  Fläche  L"*  vierter  Ordnung;  dieselbe  enthält  zwei  Schaaren 

„von  Raumcurven  vierter  Ordnung.    Zwei  beliebige  Raumcurven 

„der  einen  oder  der  anderen  Schaar  sind  allemal  die  Grnnd- 

„curven  von  zwei  projectivischen  i^ -Büscheln,  welche  die  Fläche 

„L^  erzeugen.^ 

Der  Beweis  ergiebt  sich  ohne  Weiteres  aus  dem  Vorhergehenden, 

wenn  man  berücksichtigt,    dass  zwei  i^-Büschel  allemal  durch 

ein  i''^- Gebüsch  verbunden  werden  können.     Da   L*   von   einer 

beliebigen  Ebene  in  einer  Curve  vierter  Ordnung  geschnitten  wird, 

so  ergiebt  sich  beiläufig: 

„Zwei  projectivische  Kegelschnittbüschel,  die  in  einer  Ebene 
„liegen,  erzeugen  im  Allgemeinen  eine  Curve  vierter  Ordnung; 
„dieselbe  kann  auf  unendlich  viele  Arten  durch  projectivische 
„Kegelschnittbüschel  erzeugt  werden.*^ 


Neuiiundzwanzigster  Vortrag. 

Besondere  Fälle  des  F^-Oeblsekes. 


Wir  wenden  uns  nanmehr  dem  besonderen  Falle  zu,  in  welchem 
alle  Flächen  des  i'^- Gebüsches  einen  Punkt  A  oder  auch  mehrere 
Punkte  mit  einander  gemein  haben.  Der  gemeinschaftliche  Punkt  A 
gehört  zu  jeder  Gruppe  associirter  Punkte;  er  ist  jedem  anderen 
Punkte  des  Gebüsches  associirt  und  entspricht  jedem  Punkte  des 
niumlichen  Systems  i;|. 

„Jetle  durch  ^1  gehende  Gerade  s  ist  ein  Hauptstrahl  des 
^ /•'^-Gebüsches;  ihr  entj^pricht  in  2J|  eine  zu  »  projectivische 
^Gornde  «,,*• 
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Verbindet  man  nämlich  zwei  Punkte  von  2|,  welche  irgend  zwei 
Punkten  von  s  entsprechen^  durch  eine  Gerade  S|,  so  entspricht 
derselben  im  JP2- Gebüsche  eine  Raumcurve  vierter  Ordnung,  welche 
mit  8  drei  Punkte  gemein  hat,  •  also  in  8  und  eine  Raumcurve 
dritter  Ordnung  zerfällt;  und  betrachtet  man  8|  als  Schnitt  eines 
Ebenenbüschels  von  ^i,  so  wird  8  der  Träger  ^iner  zu  dem  ent- 
sprechenden i^2.Büschel  perspectivischen  und  folglich  zu  »|  projec- 
tivischen  Punktreihe. 

Es  giebt  deshalb  in  «|  einen  Punkt  ^|,  welchem  in  s  nur 
der  Punkt  A  entspricht,  und  zwar  doppelt,  sodass  jeder  durch  Ay 
gehenden  Ebene  von  2|  eine  den  Hauptstrahl  8mA  berührende 
Fläche  des  2^2.  Gebüsches  entspricht.  Zwei  beliebig  durch  A 
gelegten  Strahlen  8  entsprechen  nur  dann,  wenn  sie  auf  einer 
Fläche  des  Gebüsches  liegen,  zwei  sich  schneidende  Gerade  S| ; 
die  Punkte  A^  dieser  Geraden  sind  deshalb  im  Allgemeinen  von 
einander  verschieden.  Jeder  Ebene  von  2|,  welche  durch  zwei  der 
Punkte  ^1  geht,  entspricht  eine  Fläche  des  Gebüsches,  welche  die 
zugehörigen  beiden  Hauptstrahlen  8  und  also  auch  deren  Ebene 
im  Punkte  A  berührt;  der  Ebene  a^,  welche  beliebige  drei  der 
Punkte  Ai  verbindet,  muss  demnach  eine  Fläche  zweiter  Ordnung 
entsprechen,  welche  im  Punkte  A  drei  verschiedene  Berührungs- 
Ebenen  hat,  d.  h.  eine  reelle  oder  imaginäre  Kegelfläche  mit  dem 
Mittelpunkte  A.     Daraus  folgt: 

;,Alle  Punkte  Ay  von  2|,  welchen  der  gemeinschaftliche  Punkt 
„A  des  ii^-Gebüsches  doppelt  entspricht,  liegen  in  einer  Ebene  a| ; 
„derselben  entspricht  im  Gebüsche  eine  Kegelfläche  zweiter 
y, Ordnung  mit  dem  Mittelpunkte  A.'^ 

In  einer  beliebigen  Ebene  von  2|  liegen  im  Allgemeinen  und 
höchstens  zwei  von  den  Geraden  «|,  welche  den  durch  A  gehenden 
Hauptstrahlen  s  des  Gebüsches  entsprechen;  denn  der  Ebene 
entspricht  eine  Fläche  des  Gebüsches,  auf  welcher  im  Allgemeinen 
höchstens  zwei  dieser  Strahlen  »|  liegen.  Weisen  wir  jedem  Stralile 
8  von  A  denjenigen  Punkt  von  a^  zu,  welcher  auf  der  entsprechen- 
den Geraden  S|  von  2|  liegt,  so  entspricht  jeder  Geraden  von  «i 
eine  Ebene  von  A^  nämlich  die  gemeinschaftliche  Berührungs- 
Ebene  derjenigen  Flächen  zweiter  Ordnung,  welche  den  durch  die 
Gerade  gehenden  Ebenen  entsprechen.     Daraus  folgt: 

;,Diejenigen  Doppeltangenten  der  Fläche  <t>^  vierter  Classe, 
;, welche  den  durch  A  gehenden  Hauptstrahlen  des  F^. Gebüsches 
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^entsprechen,  bilden  ein  Sttahlensystem  zweiter  Classe,  von 

„welchem  <t>^  die  Brennfläche  ist;  dasselbe  wird  von  der  Ebene 

„a|   in   einem   zu   dem  Strahlenbündel  A   collinearen   ebenen 

„Systeme  geschnitten.   —  Das  Strahlensystem  zweiter  ClasiM* 

„ist  von  der  8  —  nten  Ordnung,  wenn  die  Flächen  des  Ge- 

„büsches  ausser  A  noch  n  —  1  Punkte  mit  einander  gemein 

„haben.  ^ 

Zum  Beweise  dieses  Zusatzes  bemerken  wir,  dass  einem  beliebigen 

Punkte  P|  von  2|  im  Allgemeinen  höchstens  acht  associirte  Punkte 

entsprechen,    von   welchen  n   auf  allen   Flächen    des  Gebüsches 

liegen;  nur  denjenigen  Strahlen  von  A^  welche  durch  die  übrigen 

8  —  n  Punkte  gehen,   entsprechen  Strahlen  des  Strahlensystems, 

welche  durch  Py  gehen. 

Der  Kegelfläche  des  J?^-Gebüsches,  welche  A  zum  Mittelpunkt 
hat,  entspricht  in  der  zum  Bündel  A  collinearen  Ebene  a|  ein  zu 
ihr  projectivischer  Kegelschnitt,  und  ihren  Strahlen  entsprechen 
im  Räume  ^|  Strahlen  der  Ebene  a|.  Letztere  ist  demnach  eine 
„singulare^  Ebene  des  Strahlensystems  zweiter  Classe;  die  in  ihr 
enthaltenen  Strahlen  des  Systems  bilden  im  Allgemeinen  einen 
Sti*ahlenbüschel  sechster  Ordnung,  d.  h.  eine  beliebige  Gerade  von 
i!|  schneidet  höchstens  sechs  von  ilmen,  weil  die  entsprechende 
Raumcurve  vierter  Ordnung  mit  der  Kegelfläche  A  ausser  ihrem 
Mittelpunkte  höchstens  sechs  Punkte  gemein  hat.  Ein  beliebiger 
Strahl  von  A  schneidet  die  Kernfläche  K^  ausser  in  A  noch  in 
den  beiden  Punkten,  welche  er  mit  der  ihm  assocürten  Raum- 
curve dritter  Ordnung  gemein  hat;  von  diesen  beiden  Punkten 
aber  fällt  der  eine  mit  A  zusammen,  wenn  der  Strahl  und  folg* 
lieh  auch  die  ihm  associirte  Raumcurve  auf  der  Kegelfläche  A 
des  Gebüsches  liegt.     Daraus  folgt: 

„Der  Punkt  A  ist  ein  conischer  Knotenpunkt  der  Kern- 

„fläche  K^  und   sein  Tangentenkegel   ist  eine  Fläche  des  F^ 

„Gebüsches.     Die  Ebene  a|  anderseits  ist  eine  singulare  Be- 

^rührungs- Ebene  der  Fläche  <!>*  vierter  Classe;   sie  berührt 

^diese  Fläche   in  allen  Punkten  des  Kegelschnittes,   welcher 

„jenem  Tangentenkegel  in  «i   entspricht* 

Während   einem   beliebigen   Punkte    der   Kemfiäche   iC*   nur   ein 

einziger  Punkt  von  <!>*  entspricht,  haben  alle  Punkte  dieses  Kt^el- 

Schnittes  den  Knotenpunkt  A  von  A'*  zum  entsprechenden  Punkte« 

, Einer  beliebig  durch  den  Punkt  A  gelegten  Ebene  9  ent- 

„spricht  in  dem  räumlichen  Systeme  2|  eine  geradlinige  Fläche 
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„F]  dritter  Ordnung;  dieselbe  ist  auf  die  Ebene  cp  eindeutig 
;,bezogen  und  kann  in  Verbindung  mit  der  Ebene  a|  als  eine 
^Steiner'sche  Fläche  vierter  Ordnung  aufgefasst  werden." 
Die  Fläche  FJ  hat  nämlich  mit  einer  beliebigen  Geraden  von  2| 
höchstens  drei  Punkte  gemein,  weil  die  entsprechende  Raumcurve 
vierter  Ordnung  des  F 2. Gebüsches  höchstens  drei  von  A  ver- 
schiedene Punkte  mit  <p  gemein  hat.  Wird  9  durch  Drehung  eines 
Hauptstrahles  8  beschrieben,  so  beschreibt  der  entsprechende 
Strahl  81  die  Fläche  -Ff,  indem  er  an  einer  Geraden  t/|  der  Ebene 
a|  entlang  gleitet;  die  Punktreihe  W|  ist  projectivisch  zu  dem  von 
8  beschriebenen  Strahlenbüschel.  Einer  beliebigen  Geraden  l 
von  9  entspricht  auf  F\  ein  zu  l  projectivischer  Kegelschnitt 
Xi  (Seite  239),  dessen  Ebene  durch  eine  der  ^Erzeugenden"  5| 
von  F^  geht;  dieser  Ebene  nämlich  entspricht  im  F^-Gebüsche 
eine  Fläche  zweiter  Ordnung,  welche  mit  9  die  Gerade  l  und 
folglich  noch  eine  durch  A  gehende  Gerade  s  gemein  hat.  Die 
Ebene  von  X|  berührt  die  Fläche  F^  in  dem  einen  Schnittpunkte 
von  *|  und  X|,  welchem  der  Punkt  sl  entspricht;  dem  anderen 
Schnittpunkte  von  si  und  X|  entsprechen  auf  8  und  l  zwei  asso- 
ciirte  Punkte,  und  der  Verbindungslinie  v  der  letzteren  entspricht 
eine  Doppelpunkts-Gerade  Vi  der  Fläche  FJ.  Da  der  in  9  liegende 
Strahlenbüschel  A  von  den  übrigen  Geraden  l  der  Ebene  (p  in 
projectivischen  Punktreihen  geschnitten  wird,  so  ergiebt  sich: 

^Die  Kegelschnitte  X|    der  geradlinigen  Fläche  FJ  werden 

;,dui'ch   die  Erzeugenden  *|    derselben  projectivisch   auf  ein- 

^ander  und  auf  die  Punktreihe  «|  bezogen;  die  Fläche  kann 

„also  durch  das  gerade  Gebilde  «|   und  einen  zu  ti  projectivi- 

j,schen  Kegelschnitt  erzeugt  werden." 

Von  dieser  Erzeugungsart  ausgehend  haben  wir  diese  Fläche 

dritter  Ordnung   bereits   früher  (I.  Abth.   Seite  179)   besprochen. 

Wir    beschränken    uns    deshalb    hier    auf   wenige   Bemerkungen. 

Durch  die  Ebenen  des  Büschels  i«|  werden   die  Erzeugenden  von 

FJ  und  die  Punkte  aller  auf  FJ  liegenden  Kegelschnitte  involu- 

torisch  gepaart,   sodass  je  zwei  einander  zugeordnete  Erzeugende 

resp.  Punkte  mit  u^  in  einer  Ebene  liegen  und   crstere  sich  in 

einem  Punkte  der  Doppelpunkts -Geraden  vi  schneiden.     Zugleich 

werden  die  Strahlen  des  in  <p  liegenden  Büschels  A  involutorisch 

gepaart,  sodass  je  zwei  einander  zugeordnete  Sti'ahlen  desselben 

durch  zwei  associirte  Punkte  von  v  gehen.     Enthält  die  involuto- 

rischo  Punktreihe  v  zwei  Ordnungspunkte  Jtf,   A^,  so  entsprechen 
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den  Geraden  AM  und  AN  zwei  ;,singuläre^  Erzeugende  von  FJ 
und  den  Punkten  M  und  N  zwei  ^Cuspidalpunkte^.  Die  Fläche 
F\  wird  in  allen  Punkten  einer  solchen  singulären  Erzeugenden 
von  einer  Berührungs-Ebene  der  Fläche  4)^  tangirt;  die  Berührungs- 
Ebenen  der  Punkte  einer  anderen  Erzeugenden  «|  dagegen  bilden 
den  Ebenenbüschel  «|,  welcher  zu  der  Punktreihe  der  Berührungs- 
punkte projectivisch  ist  Jede  ebene  Schnittlinie  von  F]  wird 
in  der  Ebene  (p  durch  einen  Kegelschnitt  dargestellt,  welcher 
durch  A  geht  und  den  Hauptstrahl  v  in  zwei  associirten  Punkten 
schneidet 

Weil  die  Fläche  <t>^  von  den  Erzeugenden  Sy  und  den  Kegel- 
schnitten X|  der  Fläche  F\  im  Allgemeinen  in  je  zwei  resp.  je 
vier  Punkten  berührt  wird  (Seite  238),  so  ergiebt  sieh: 

;,Die  Fläche  F\  berührt  die  Fläche  O*  vierter  Classe  längs 
^ einer  Raumcurve  (sechster  Ordnung),  welche  der  Schnittlinie 
^der  Ebene  9  und  der  Kegelfläche  AT**  des  F^- Gebüsches  ent- 
^  spricht.^ 

Wenn  alle  Flächen  des  /'^-Gebüsches  durch  zwei  Punkte 
A,  B  gehen,  deren  Verbindungslinie  c  heissen  möge,  so  entspricht 
allen  Punkten  dieser  Geraden  c  ein  und  derselbe  Punkt  C|  des 
Raumes  ^|.  Denn  wenn  C\  irgend  einem  von  A  und  B  verschie- 
denen Punkte  von  c  entspricht,  so  gehen  alle  Flächen  des  Z^- 
Gebüsches,  welche  den  durch  Q  gehenden  Ebenen  von  i^i  ent- 
sprechen, durch  die  Gerade  c.  Diese  Flächen  bilden  einen  speciellcn 
/'"2- Bündel  (vgl.  Seite  234);  sie  haben  ausser  c  im  Allgemeinen 
und  höchstens  vier  Punkte  C  mit  einander  gemein,  welche  ein- 
ander und  allen  Punkten  von  c  associirt  sind  und  dem  Punkte  C| 
von  2|  entsprechen.  Die  vier  Ebenenpaare,  welche  durch  c  und 
die  vier  Punkte  C  gelegt  werden  können,  gehören  zu  diesem 
speciellen  -F^-Bündel  und  damit  auch  zu  dem  -f'^-Gebüsche;  ihnen 
entsprechen  in  l'i  vier  durch  Q  gehende  singulare  Berührungs- 
Ebeuen  A,  der  Fläche  **  (Seite  240).  Die  Punkte  A  und  B  sind 
conische  Knotenpunkte  der  Kemfläche  A'^  und  Mittelpunkte  von 
zwei  durch  c  gehenden  Kegelflächen  des  Gebüsches,  welchen  in 
i'i  zwei  durch  C,  gehende  singulare  Berührungs-Ebenen  a|  und  ß| 
von  <t)4  entsprechen.  Die  Kernfläche  Jf*  geht  durch  die  Gerade  c, 
weil  jeder  Punkt  von  c  der  Mittelpunkt  einer  Kegelfläche  des 
Gebüsches  ist  (Seite  234);  allen  diesen  Kegelflächen  entsprechen 
in  ili  Ebenen,  welche  die  Fläche  O*  im  Punkte  C,  berühren,  und 
C|  ist  deshalb  ein  Knotenpunkt  von  O*. 
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Weil  zwei  beliebig  durch  A  oder  B  gelegte  Gerade  des  K^- 
Gebüsches  lauf  die  ihnen  in  1\  entsprechenden  Geraden  projec- 
tivisch  bezogen  sind,  so  ergiebt  sich  sehr  leicht: 

„Einer  durch  die  Gerade  AB  oder   c  gelegten  Ebene  9 
;;,  entspricht  im  Allgemeinen  eine  Regelfläche  F]  zweiter  Ord- 
„nung  in  ly^  welche  eindeutig  auf  cp  bezogen  ist.     Die  beiden 
„Regeischaaren  von  2^   entsprechen  den  Strahlenbüscheln  A 
„und  B  von  (p  und  sind  zu  ihnen  projectivisch;   der  Geraden 
yjC   entsprechen   zwei    durch    C7|    gehende   und   in   a|    und   ßi 
„liegende  Gerade  von  -FJ,  und  einer  beliebigen  Geraden  von  cp 
„entspricht  auf  F]  ßin  durch  C|  gehender  Kegelschnitt." 
Durch   die   Strahlen   des   Büschels  A   werden   nämlich   zwei 
beliebige  Gerade  des  Büschels  B  in  projectivischen  Punktreihen 
geschnitten;  die  entsprechenden  beiden  Punktreihen  von2|  erzeugen 
die  dem  Büschel  A  entsprechende  Regelschaar  von  F\.  —  Die 
Fläche  F]  kann  in  Verbindung  mit  den  Ebenen  «i   und  ß|   als 
eine  Steiner'sche  Fläche  vierter  Ordnung  aufgefasst  werden;  sie 
berührt  die  Fläche  <&*  längs  einer  RaumcuiTe,  welche  der  Schnitt- 
linie von  cp  mit  der  Kernfläche  K^  entspricht. 

Der  Ebene  cpi,  welche  die  Fläche  F]  im  Punkte  Q  berührt, 
entspricht  eine  Fläche  des  Gebüsches,  welche  mit  9  nur  die  Gerade 
c  gemein  hat,  also  eine  von  cp  berührte  Kegelfläche  ist.  Wenn  <p 
den  Ebenenbüschel  c  beschreibt,  so  beschreibt  cpi  einen  zu  c  pro- 
jectivischen Ebenenbüschel  zweiter  Ordnung;  denn  zwei  beliebige 
Ebenen  der  Strahlenbündel  -4  und  5  werden  von  dem  Ebenenbüschel 
c  in  zwei  perspectivischen  Strahlenbüscheln  geschnitten,  und  da 
A  auf  «1  und  B  auf  ßi  coUinear  bezogen  ist  (Seite  245 — 6),  so  ent- 
sprechen diesen  Büscheln  in  «i  und  ß,  zwei  projectivische  Punkt- 
reihen, deren  Paare  homologer  Punkte  auf  den  Ebenen  jenes 
Büschels  zweiter  Ordnung  liegen.  Zu  demselben  gehören  insbesondere 
die  singulären  Berührungs-Ebenen  aj ,  ßj  sowie  die  vier  ki ,  welche 
den  durch  c  gehenden  Ebenenpaaren  des  Gebüsches  entsprechen. 
Hieraus  und  aus  einer  früheren  Bemerkung  folgt: 

„Der  Punkt  ti  von  ü|,  welcher  der  Geraden  AB  oder  c 
„entspricht,  ist  ein  conischer  Knotenpunkt  der  Fläche  O"*,  und 
„letztere  wird  in  ihm  von  den  Ebenen  eines  Ebenenbüschels 
„zweiter  Ordnung  berührt,  welcher  auch  die  sechs  singulären 
„Berührungs- Ebenen  «i,  ß|  und  vier  k^  der  Fläche  enthält," 
Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  alle  Flächen  des  i'"*'^- Gebüsches 
einem  Dreiecke  umschrieben  seien,  in  welchem  den  Eckpunkten 
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A,  -B,  C  die  resp.  Seiten  a,  6,  c  gegenüberliegen.  Diesen  Seiten  ent- 
sprechen in  ly  drei  Punkte  i4|,  Uj,  Ci  und  der  Verbindungs-Ebene 
/\i  dieser  drei  Punkte  entspricht  im  jP2- Gebüsche  eine  Fläche, 
welche  durch  a,  b  und  c  geht  und  folglich  in  die  Ebene  \  des  Drei- 
ecks ABC  und  eine  andere  Ebene  zerfällt.  Jedem  Punkte  der  Ebene 
/\  entspricht  ein  Punkt  von  /\i,  und  umgekehrt;  einer  beliebigen 
Geraden  l  von  /\  entspricht  in  /\i  ein  zu  ihr  projectivischer 
Kegelschnitt  Xj,  welcher  durch  ^|,  -B|  und  C|  geht  Umgekelirt 
entspricht  einer  Geraden  gi  von  /\|  ein  durch  i4,  B  und  C  gehender 
Kegelschnitt  von  /\,  welcher  in  BC  und  eine  durch  A  gehende 
Gerade  g  zerfällt,  wenn  gi  durch  A^  geht.  Die  Strahlenbüschel 
A  von  <\  und  Ay  von  /^|  sind  projectivisch  aufeinander  bezogen; 
sie  sind  Scheine  der  projectivischen  Punktreihen  l  und  Xi,  welche 
in  ^\  und  /\,  einander  entsprechen.  Ueberhaupt  ergiebt  sich: 
„Die  beiden  ebenen  Punktsysteme  /\  und  \|  sind  quadratisch 
;, verwandt;  A^  B,  C  sind  die  drei  Hauptpunkte  von  \  und  ^|, 
„Bi^  Cj  die  zugehörigen  drei  Hauptpunkte  von  .^i.** 
Indem  wir  andere  Specialfälle*)  des  F 2. Gebüsches  theib 
übergehen,  theils  in  den  Anhang  verweisen,  wenden  wir  uns  nun- 
mehr zu  dem  besonders  interessanten  Fall,  in  welchem  alle  Flächen 
des  Gebüsches  durch  sechs  beliebige  Punkte  gehen. 


Dreissigster  Vortrag. 

Das  Strahlensystem  zweiter  Ordnong  zweiter  Classe  ud 
Kofflmer'Hehe  Fläehe  vierter  Ordnimg  mit  sechzehn  Knotenpimkti«.'^^) 


Auf  Grund  der  Ergebnisse  der  letzten  beiden  Vorträge  woUen 
wir  jetzt  das  specielle  -F2- Gebüsch  untersuchen,  dessen  Flächen 
einem  räumlichen  Sechseck  123456  oder  hiklmn  uraschrielH^n 
sind.     Weil    durch    drei    beliebige   Punkte    im   Allgemeinen   eine 

•)  Man  vergleiche  wegen  der  hier  übergangenen  SpecialfÜlle  meine  Ab- 
handlung «über  Strahlensysteme  zweiter  Classe  und  die  KummerVhe  FUcke 
vierter  Ordnung"  in  Borchardrs  Journal  für  d.  r.  u.  a.  Mathematik,  Bd.  H6. 

**)  Kummer,  über  die  algebraischen  Strahlensjsteme.    (Abbandlun^n  der 
Berliner  Akademie,  math.  Klasse,  1866.) 
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Fläche  des  Gebüsches,  und  anderseits  durch  neun  beliebige  Punkte 
im  Allgemeinen  eine  einzige  Fläche  zweiter  Ordnung  hindurchgeht, 
so  ergiebt  sich: 

„Jede  durch  die  sechs  Eckpunkte  i  gehende  Fläche  zweiter 

;, Ordnung  gehört  zu  dem  -F^^Gebüsche." 

Die  Kernfläche  K^  enthält  die  Mittelpunkte  aller  durch  die  sechs 

Eckpunkte  gehenden  Kegelflächen  zweiter  Ordnung;  woraus  folgt: 

;,Die  Kernfläche  K^  des  Gebüsches  geht  durch  die  fünfzehn 

„Kanten  ik  des  Sechsecks  und  durch  die  zehn  Doppellinien 

„seiner  10  Paar  Gegenebenen  ÄiA,   Imn;   sie  geht  ausserdem 

„durch  die  Raumcurve  dritter  Ordnung  k^^  welche  dem  Sechs- 

„eck  umschrieben  werden  kann.^ 

Wir  denken  uns  das  JP^- Gebüsch  wieder  auf  die  früher 
(Seite  235)  angegebene  Art  projectivisch  auf  ein  räumliches  System 
l'i  bezogen.  Der  Punkt  (0)  von  2,,  welcher  einem  beliebigen 
Punkte  der  Raumcurve  k'^  entspricht,  muss  dann  allen  Punkten 
von  k^  entsprechen,  weil  jeder  durch  (0)  gelegten  Ebene  (pi  von 
^i  eine  Fläche  des  Gebüsches  entspricht,  welche  durch  sieben 
und  folglich  durch  alle  Punkte  von  k^  geht.  Jedem  durch  (0) 
gehenden  Strahle  von  cp|  entspricht  ausser  k^  eine  auf  dieser 
Fläche  liegende  Sehne  von  k^.     Also: 

„Die  Punkte  der  cubischen  Raumcurve  k^  sind  associirte 

„Punkte  des  i^- Gebüsches  und  entsprechen  alle  einem  und 

„demselben  Punkte  (0)  des  Raumes  2|.     Das   Sehnensystem 

„von  /c3  ist  auf  den  Strahlenbündel  (0)  projectivisch  bezogen, 

„und  zwar  so,  dass  die  coUinearen  Strahlenbündel,  durch  welche 

„es  aus  den  Punkten  von  k^  projicirt  wird,  zu  dem  Bündel 

„(0)  reciprok  sind.^ 

Den  Tangenten  von  k^   entsprechen   folglich  im  Bündel  (0)  die 

Strahlen  einer  Kegelfläche  zweiter  Ordnung,  und   den   durch  k^ 

gehenden  Kegelflächen  des  Gebüsches,  weil  sie  nur  je  eine  Tangente 

von  k^  enthalten,   die  Berührungs- Ebenen  dieser  Kegelfläche  (0). 

Auch  leuchtet  ein,  dass  die  Tangenten  und  Punkte  von  k^  auf  die 

Strahlen  und  Berührungs-Ebenen  der  Kegelfläche  {0)  projectivisch 

bezogen  sind. 

Jede  Sehne  von  k^  ist  ein  Hauptstrahl  des  F2 -Gebüsches 
und  der  Raumcurve  k^  associirt  (Seite  238);  ihre  beiden  sich  selbst 
associirten  Punkte,  welche  auf  der  Kernfläche  K^  liegen,  sind 
conjugirt  bezüglich  aller  Flächen  des  Gebüsches,  also  auch  in 
Bezug  auf  k^.     Die  Kernfläche  K^  wird  folglich  von  den  Sehnen 
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der  k^  in  je  vier  harmonischen  Punkten  geschnitten,  von  den 
Tangenten  dieser  cubischen  Raumcurve  aber  osculirt,  sodass  1^ 
eine  ^Haupttangentencurve*^  von  K^  ist  Der  Punkt  {0)  ist  des- 
'  halb  ein  Knotenpunkt  der  Fläche  4)"*  vierter  Classe  und  sein 
Tangentenkegel  ist  die  vorhin  erwähnte  Kegelfläche  zweiter  Ord- 
nung (0).  Ausserdem  hat  fl)^  noch  fünfzehn  Knotenpunkte  {^ik\ 
welche  den  15  Kanten  ik  des  Sechsecks  entsprechen  (Seite  249). 
Alle  Doppeltangenten  der  Fläche  <!)*,  welche  den  Strahlen  des 
Sechseck -Punktes  1  entsprechen,  bilden  ein  Strahlensystem  1 
zweiter  Classe  zweiter  Ordnung  (Seite  246).  Dasselbe  enthält  die 
Erzeugenden  von  doppelt  unendlich  vielen  geradlinigen  Flächen 
dritter  Ordnung  und  kann  auf  fünf  Arten  durch  eine  gewöhnliehe 
Regelschaar  beschrieben  werden,  welcher  ein  Strahlenbüschel  des 
Bündels  1  entspricht  (Seite  249).  Seine  Brennfläche  O*  ist  eine 
„Kummer 'sehe"  Fläche  vierter  Classe  mit  16  Knotenpunkten  (O) 
und  {ik)\  sie  ist  auf  die  Kernfläche  K^  eindeutig  bezogen  und 
von  noch  fünf  anderen,  gleichartigen  Strahlensystemen  //,  ///, 
iV,  F,  VI^  welche  den  Strahlenbündeln  2,  5,  4,  5,  6'  entsprechen, 
die  Brennfläche. 

Diese  sechs  Strahlensysteme  zweiter  Ordnung  zweiter  Classe 
haben  sechzehn  gemeinschaftliche  singulare  Ebenen;  sechs  dieser 
Ebenen  (/)  entsprechen  den  sechs  Kegelflächen  des  Gebüsches, 
durch  welche  die  Raumcurve  k^  aus  den  Eckpunkten  i  =  /,  2, 3^ 
4,  5,  6  des  Sechsecks  projicirt  werden,  die  übrigen  zehn  {ikl^ 
entsprechen  den  zehn  Ebenenpaaren  ikl^  mnh  des  Sechsecks.  Dem 
Ebenenpaare  128^  46  6  z.  B.  entspricht  die  singulare  Ebene 
{123\  welche  auch  mit  (4o6\  {213\  (231)  u.  s.  w.  bezeichnet 
werden  kann. 

;,Von  dem  Strahlensysteme  /  zweiter  Ordnung  zweiter  Classe 
„enthält  jede  der  iO  singulären  Ebenen  einen  gewöhulicben 
„Strahlenbüschel;  der  Mittelpunkt  des  in  {1kl)  liegenden 
„Büschels  ist  (kl)  und  derjenige  des  in  (/)  liegenden  Büschels 
„ist  {li)  für  i>  1  und  {0)  für  i=  /.^ 

Nämlich  denjenigen  Strahlen  des  Bündels  7,  welche  die 
Sechseckkante  kl  schneiden,  entsprechen  die  durch  {kl)  gehenden 
Strahlen  der  Ebene  {lkl\  der  Sechseckkante  li  entsprechen 
(Seite  250)  alle  durch  (i  i)  gehenden  Strahlen  der  Ebene  (*),  und 
den  Strahlen  der  Kegelfläche,  welche  aus  dem  Punkte  /  die 
Raumcurve  k^  projicirt,  entsprechen  die  durch  {O)  gehenden 
Strahlen  der  Ebene  {1), 
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;,Die  Kummer 'sehe  Fläche  <!)*  hat  sechzehn  Knotenpunkte  {0) 
;,und  (i/Lyund  sechzehn  singulare  Ebenen  (t)  und  (tÄ/),  welche 
^durch  das  Strahlensystem  1  einander  zugeordnet  sind  wie  folgt: 
;, Knotenpunkte:  (o)  {12)  (13)  {u)  (15)  (16)  (23)    (24)  ...  (46)    (56) 
^sing.  Ebenen:   (1)  (2)    (3)    (4)    (5)    (6}  (123)  (124)  ...  (146)  (156),*' 
Jeder  singulären  Ebene  ist  der  Knotenpunkt  zugeordnet,  durch 
welchen  alle  in  der  Ebene  liegenden  Strahlen  des  Systems  7  gehen.  — 
Die   sechs   Ebenen   (i),   (2),   (5),   {4%   (5),  (6)  geh^n  durch  den 
Knotenpunkt  (0);   sie  bilden  ein  Sechsseit,  welches  einer  Kegel- 
fläche zweiter  Ordnung  umschrieben  und  auf  das  Sechseck  123456 
in  der  Raumcurve  ä:^  projectivisch  bezogen  ist  (Seite  251),  sodass: 

(1) (2) (5) (4) (5) {6)  7^  k^ (12 3 45 6). 
Auch  durch  jeden  der  übrigen  fünfzehn  Knotenpunkte  (ik)  gehen 
sechs  von  den  16  singulären  Ebenen;  dieselben  berühren  ebenfalls 
eine  Kegelfläche  zweiter  Ordnung  (Seite  249)  und  können  mit 
(lÄi),  (tA2),  (iA:5),  (iA:4),  (ik5),  (ik6)  bezeichnet  werden,  wenn 
(ikk)  die  Ebene  (i)  und  (iki)  die  Ebene  (k)  bedeutet  Durch 
den  Knotenpunkt  (12)  z.  B.  gehen  die  sechs  Ebenen  (2),  (i), 
(123\  (124\  (125)  und  (126)^  weil  die  ihnen  entsprechende^i 
Flächen  des  F^.ßebügcheg  durch  die  Sechseckkante  12  gehen. 
In  jeder  der  sechzehn  singulären  Ebenen  liegen  sechs  von 
den  sechzehn  Knotenpunkten;  z.  B.  in  (i)  liegen  die  Knotenpunkte 
(ii),  (f2),  (13),  (i4),  (i5\  (i6),  wenn  (ii)  den  Punkt  (0)  bedeutet, 
und  in  der  Ebene  (123)=^  (456)  liegen  die  sechs  Knotenpunkte 
(23),  (31\  (12)  (56\  (64\  (45),  weU  die  entsprechende  Fläche 
des  F2-Gebüsches  durch  die  zugehörigen  sechs  Linien  geht.  Der 
Kegelschnitt,  längs  welchem  die  Fläche  <&*  von  der  singulären 
Ebene  ( /  2  3)  oder  allgemeiner  (i  k  l)  berührt  wird,  geht  durch  die 
sechs  in  der  Ebene  liegenden  Knotenpunkte;  ihm  entspricht  näm- 
lich die  Doppellinie  eines  Ebenenpaares  des  Gebüsches  (Seite  240), 
und  diese  schneidet  die  sechs  den  Knotenpunkten  entsprechenden 
Sechseckkanten. 

^Die    120    Verbindungslinien    der    27    Knotenpunkte    sind 

;,identisch  mit  den  120  Schnittlinien  der  16  singulären  Ebenen." 

Denn  z.  B.  (0)  und  (12)  liegen  beide  auf  (/)  und  (2);  (12) 

und  (13)  liegen  auf  (7)  und  (123);  ebenso  liegen  (12)  und  (34) 

auf  (125)  =  (346)  und  (126)  =  (345). 

Der  Strahlenbündel  i  ist  (Seite  245)  coUinear  auf  das  ebene 
System  (i)  bezogen,  wenn  man  jedem  Strahle  von  i  den  Punkt  zu- 
weist, in  welchem  (i)  von  der  entsprechenden  Geraden  des  Raumes  2, 
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geschnitten  wird.  Bezieht  man  nun  die  Bündel  i,  2,  3,  4,  />,  6 
perspectivisch  auf  das  Sehnensystem  der  Raumcurve  k^  und  somit 
(Seite  251)  reeiprok  auf  den  Strahlenbündel  (0),  so  werden  da- 
durch auch  die  Ebenen  (/),  (2),  (5),  (4),  (.^),  {6)  reeiprok  auf  den 
Bündel  {0)  und  collinear  auf  einander  bezogen.  Und  zwai*  liegt 
jeder  Strahl  des  Strahlensystems  /  in  derjenigen  Ebene  von  {ü\ 
welche  dem  Schnittpunkte  des  Strahles  mit  der  Ebene  {1)  entspricht, 
und  jeder  Strahl  von  (/)  welcher  durch  den  Punkt  (0)  geht,  fällt 
folglich  mit  dem  ihm  entsprechenden  Strahle  des  Bündels  (^>) 
zusammen. 

Alle  Geraden  des  Raumes  2] ,  welche  in  je  einer  Ebene  S|  von  {O) 
liegen  und  zugleich  durch  den  entsprechenden  Punkt  £|  von  (/) 
gehen,  bilden  einen  linearen  Strahlencomplex.  Denn  diejenigen 
von  ihnen,  welche  durch  einen  beliebigen  Punkt  P,  gehen,  bilden 
einen  Strahlenbüschel  erster  Ordnung,  weil  sie  die  Ebene  {1)  auf  der 
dem  Strahle  {p)Py  entsprechenden  Geraden  p*  schneiden;  und 
wenn  P^  eine  Gerade  g^  beschreibt,  so  beschreibt  p*  einen  zu  g^ 
projectivischen  Strahlenbüschel,  von  welchem  ein  Strahl  durch 
den  ihm  entsprechenden  Punkt  geht,  und  die  Ebene  P^  p'  beschreibt 
folglich  einen  zu  gi  perspectivischen  Ebenenbüschel  erster  Ordnung. 
Zu  dem  linearen  Complexe  gehören  alle  Strahlen  des  Systems  / 
zweiter  Classe  zweiter  Ordnung;  in  dem  Nullsysteme,  aus  dessen 
Leitstrahlen  es  besteht,  ist  demnach  jeder  Strahl  d^s  Systems  /  sich 
selbst  zugeordnet,  und  jeder  Punkt  Pj  hat  die  Verbindungsebenc 
TTi  der  beiden  durch  Pj  gehenden  Strahlen  des  Systems  zur  Null- 
ebene. Einem  Punkte  der  Brennfläche  <1)*,  durch  welchen  zwei 
zusammenfallende  Strahlen  des  Systems  /  gehen,  ist  allemal  eine 
Ebene  von  <1>*  zugeordnet,  in  welcher  zwei  zusammenfallende 
Strahlen  des  Systems  liegen  (vgl.  Seite  239).     Also: 

„Die  sechs  Strahlensysteme  zweiter  Ordnung  zweiter  Classe 
„/,  //,  III,  IV,  V,  VT,  welche  den  sechs  Strahlenbündeln  /, 
^2,  5,  4,  5,  6  entsprechen,  liegen  in  sechs  verschiedenen  linearen 
„Strahlencomplexen  und  bestimmen  die  zugehörigen  sechs  Xull- 
„systeme.*)  Die  gemeinschaftliche  Brennfläche  <1>*  der  sechs 
^ Strahlensysteme  ist  in  jedem  dieser  Nullsysteme  sich  selbst 
„zugeordnet,    sodass   jedem   Punkte    von   <I)^   eine   durch   ihn 


*)  Auf  diese  sechs  Nullsysteme  oder  linearen  „Fundamental -Coroplexe*  hat 
zuerst  (in  den  Math.  Annalen  IL  S.  199  —  22(5)  Herr  F.  Klein  aufmerksam 
gemacht«  von  welchem  auch  die  meisten  der  hier  folj,'enden  Satie  herrühren. 
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„gehende  Ebene  von  0*,  jedem  Knotenpunkte  aber  eine  singulare 
„Ebene  zugeordnet  ist.  Die  Kuramer'sche  Fläche  <!>'*  vierter 
„Classe  ist  folglich  von  der  vierten  Ordnung.^ 

Die  Zuordnung  der  16  Knotenpunkte  und  16  singulären  Ebenen 
in  dem  Nullsysteme  /  ist  aus  der  oben  (Seite  253)  aufgestellten 
Tabelle  ersichtlich.  In  dem  iten  der  sechs  Nullsysteme  ist  dem 
Knotenpunkte  {kl)  die  Ebene  (ikl)  zugeordnet,  weil  durch  (kl) 
alle  in  (ikl)  liegenden  Strahlen  des  iten  Strahlensystems  gehen 
(vgl.  Seite  252).  Verbindet  man  die  sechs  Punkte,  welche  irgend 
einer  Berührungs- Ebene  von  <&*  in  den  sechs  Nullsystemen  zu- 
geordnet sind,  mit  dem  Berührungspunkte  der  Ebene,  so  erhält 
man  sechs  in  der  Ebene  liegende  Doppeltangenten  von  O^ ;  ihrem 
Berührungspunkte  ist  die  Ebene  im  Allgemeinen  nicht  zugeordnet. 

Dem  Sechsseit  (1)  (2)  (3)  (4)  (5)  (6),  welches  zu  dem  Sechseck 
12  3  456  auf  k^  projectivisch  und  einer  Kegelfläche  zweiter 
Ordnung  umschrieben  ist  (Seite  253),  ist  in  dem  iten  der  sechs 
Nullsysteme  das  Sechseck  (i  1)  (i2)  (iS)  {i4)  (iö)  (i-G)  zugeordnet. 
Letzteres  ist  deshalb  einem  Kegelschnitte  so  eingeschrieben,  dass 

(t  1)  (i2)  (i3)  (i4)  (i5)  (iö)  7^  k^(l  2  3  45  6'),  für  (ii)  =--  (0). 

In  dem  iten  der  sechs  Nullsysteme  ist  aber  dieses  Sechseck  dem 
Sechsseit  (ikl)  (ik2)  (ik3)  (ik4)  (ik5)  (ik6)  zugeordnet,  welches 
folglich  ebenfalls  zu  k^  (123456)  projectivisch  ist.  Und  weil 
diesem  Sechsseit,  wenn  beispielsweise  f  ==  2,  ä;  =  3  gesetzt  wird, 
in  dem  ersten  Nullsysteme  das  Sechseck  (23)  (3 1)  (12)  (56)  (64) 
(45)  zugeordnet  ist,  so  muss  auch  dieses  Sechseck  zu  k^(l 23456) 
projectivisch  sein.     Ueberhaupt  ergiebt  sich: 

„Alle  Gruppen  von  je  sechs  singulären  Ebenen,  die  durch 
„einen  Knotenpunkt  gehen,  und  alle  Gruppen  von  je  sechs 
„Knotenpunkten,  die  in  einer  singulären  Ebene  liegen,  sind  zu 
„einander  und  zu  dem  Sechseck  123456  auf  ä:^  projectivisch. 
„Die  sechzehn  Knotenpunkte  der  Kummer'schen  Fläche  <I)* 
„liegen  zu  sechsen  in  sechzehn  Kegelschnitten,  längs  welchen 
„O*  von  den  16  singulären  Ebenen  berührt  wird.^ 

Da  je  zwei  dieser  16  Kegelschnitte  sich  in  zwei  Knotenpunkten 
schneiden  (Seite  253),  so  können  sie  mit  jedem  nicht  auf  ihnen 
liegenden  Knotenpunkte  durch  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  ver- 
bunden werden ;  diese  Fläche  aber  geht  durch  noch  einen  zwölften 
Knotenpunkt  und  durch  vier  von  den  16  Kegelschnitten.  Bei- 
spielsweise liegen  die  zwölf  Knotenpunkte  der  vier  Kegelschnitte 
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(i),  (2),  (134),  (234)  auf  einer  Fläche  zweiter  Ordnung;  ebenso  die- 
jenigen von  (123),  (345),  (661)  und  (246).  Man  beweist  leicht 
den  Satz: 

„Es  giebt  achtzig  Flächen  zweiter  Ordnung,  welche  je  zwölf 
„von  den  16  Knotenpunkten  und  je  vier  von  den  16  Berührungs- 
„Kegelschnitten  enthalten,  und  ebenso  achtzig  Flächen  zweiter 
„Classe,  welche  je  zwölf  von  den  16  singulären  Ebenen  berühren.** 

Die  beiden  Punkte,  welche  einer  Ebene  in  irgend  zwei  von 
den  sechs  Nullsystemen  zugeordnet  sind,  sind  homologe  Punkte 
von  zwei  coUinearen  Räumen;  letztere  aber  liegen  involutorisch, 
weil  die  beiden  Punkte  einander  in  doppelter  Weise  entsprechen. 
Denn  z.  B.  in  den  Nullsystemen  /  und  //  sind  (/i)  und  (20  der 
Ebene  (i),  zugleich  aber  (2t)  und  (1  i)  der  Ebene  (12i)  zugeordnet; 
femer  (34)  und  (56*)  der  Ebene  (134)  =  (256),  und  unigekehrt 
(56)  und  (34)  der  Ebene  (156)  =  (234).  Die  acht  Punkten- 
paare  (12)(0),  (13)(23\  (14)(24\  (1S)(25),  (16)(26),  (34)(5ß), 
(3 5)  (4 6)  und  (36)  (4  5)  bestehen  demnach  aus  je  zwei  einander 
zugeordneten  Punkten  eines  geschaart-involutorischen  Systems  /  //, 
in  welchem  jeder  gemeinschaftliche  Leitstrahl  der  beiden  Xull- 
systeme  /,  II  sich  selbst,  und  die  Ebene  (lik)  der  Ebene  (2ik) 
zugeordnet  ist.  Solcher  involutorischer  Systeme  giebt  es  fünfzehn, 
die  wir  mit  I II,  IUI,  . .  .,  V  VI  bezeichnen.  In  jedem  derselben 
ist  die  Kummer'schc  Fläche  O^  sich  selbst  zugeordnet;  und  zwar 
sind  je  zwei  einander  zugeordnete  Punkte  oder  Ebenen  der 
Fläche  durch  die  beiden  Axen  des  Systems  harmonisch  getrennt. 
Das  Strahlensystem  erster  Ordnung  und  erster  Classe,  welches 
aus  den  Leitstrahlen  des  involutorischen  Systems  ///  besieht, 
wird  von  den  collinearen  Ebenen  (1)  und  (2)  erzeugt  (vgl.  Seite  254). 

Welcher  Knotenpunkt  von  <|)*  einer  beliebigen  singulären 
Ebene  in  jedem  der  sechs  Nullsysteme,  oder  einem  beliebigen 
Knotenpunkte  in  jedem  der  15  involutorischen  Systeme  zugeordnet 
ist,  ersieht  man  aus  folgender  Tabelle: 

I  (/)    (2)    (3)    (4)    (5)    (G)  {123)  (124)  {125)  {126)  (134)  (135)  (136)  {14.^  {1447)  (luf: 


I 

II 

III 

IV 

V 

VI 


{0)  {12)  {13)  {14)  {15)  {10)  {23)  {24)  (25)  {26)  {34)  {35)  {36)  (45)  (4€)    (r,^ 

{12)  {0)  {23)  {24)  {25)  {26)  {13)  {14)  {15)  {16)  {56)  {46)  {4S)  {3(1)  (55)    {34' 

{13)  {23)  {0)  (34)  {3S)  {36)  {12)  {56)  {46)  {45)  {14)  {15)  (16)  {26)  (2S)   {24 

{14){24){34){0){4^{46)  {56)  (12)  (36)  (35)  U3)  {26)  (25)  (75)  (W    <;>?) 

(15)  (25)  {35)  (45)  (0)  (56)  (46)  (36)  (12)  (34)  (26)  (13)  (24)  (14)  (23)    (/#.' 

(16)  (26) (36)  (46)  (56)  (0)    (45)  (35)  (34)  (12)  (25)  (24)  (13)  (23)  (14)   U^- 
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Z.  B.  der  Ebene  (136)  ist  in  dem  III.  Nullsysteme  der  Knoten- 
punkt (16)  und  im  V.  der  Punkt  (24)  zugeordnet;  diese  Punkte 
(16)  und  {24)  aber  entsprechen  einander  doppelt  in  dem  in- 
volutorischen  Systeme  ///  V,  Auch  die  projectivische  Beziehung 
der  in  zwei  singulären  Ebenen  liegenden  Gruppen  von  je  sechs 
Knotenpunkten  ist  aus  der  Tabelle  ersichtlich ;  z.  B.  in  den  Ebenen 
(i),  (123)  und  (135)  ist: 

(0)  (12)  (13)  (14)  (15)  (16)  7K  (23)  (31)  (12)  (56)  (64)  (45) 

7^  (35)  (46)  (51)  (62)  (13)  (24). 

Auch  der  von  Herrn  H.  Weber*)  herrührende  Satz,  dass  aus 
sechs  passend  gewählten  Knotenpunkten,  wie  (i2),  (25),  (34),  (45\ 
(51),  (0)  oder  (25),  (31),  (12),  (14),  (25),  (36),  alle  singulären 
Ebenen  und  die  übrigen  zehn  Knotenpunkte  linear  construirt 
werden  können,  ergiebt  sich  leicht  mit  Hülfe  der  Tabelle. 

Drei  beliebige  von  den  sechs  Nullsystemen,  z.  B.  I,  II  und  III, 
bestimmen  drei  involutorische  Systeme  Hill,  IUI  und  ///,  ausser- 
dem aber  ein  räumliches  Polarsystem  /  II III,  Sucht  man  näm- 
lich zu  irgend  einem  Elemente  des  Raumes  die  zugeordneten  in 
/  und  //  ///,  oder  in  //  und  ///  /,  oder  in  III  und  /  II,  so  er- 
hält man  h#ilologe  Elemente  von  zwei  reciproken  Bäumen;  diese 
Räume  aber  liegen  involutorisch  und  bilden  ein  räumliches  Polar- 
system /  //  ///,  weil  unserer  Tabelle  zufolge  den  Eckpunkten  cter 
acht  Tetraeder: 

(0)(23){31)(12),  (0)(56)(64)(45), 
(23)(14)(15)(16),  (56)(41)(42)(43), 
(3 1)  (2  4)  (2  5)  (2  6),  (6  4)  (5 1)  (5  2)  (5  3), 
(1 2)  (34) (35)  (36),  (45) (6 1)  (62)  (63) 

die  ihnen  gegenüberliegenden  Flächen  entsprechen.  Diese  Tetraeder 
sind  aber  nicht  blos  von  I II III,  sondern  auch  von  dem  Polar- 
systeme IV  V  VI  Poltetraeder,  und  das  letztere  Polarsystem  ist 
folgUch  mit  //////  identisch.  Ebenso  sind  I II IV  und  ///  VVI 
zwei  identische  Polarsysteme;  man  erhält  acht  Poltetraeder  der- 
selben, wenn  man  in  den  vorstehenden  Tetraeder -Ausdrücken  die 
Ziflfern  3  und  4  vertauscht.  Ueberhaupt  bestimmen  die  sechs 
Nullsysteme  zu  dreien  zehn  verschiedene  Polarsysteme;  in  jedem 


*)  Borchardfs  Journal  für  d.  r.  n.  a.  Mathematik,  Bd.  84,  S.  349.  Herr 
Weber  gelangte  bei  einer  Untersuchung  über  Thetafunetionen  zuerst  zu  der 
obigen  Bezeichnung  der  Knotenpunkte  und  singulären  Ebenen  einer  Kummer*- 
schen  Fläche. 

Reye,  Geometrie  der  Lofi^.    II.    2.  Aufl.  |7 
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derselben  ist  die  Kummer'sche  Fläche  <t>^  sich  selbst  zugeordnet, 
ihre  16  Knotenpunkte  sind  die  Pole  ihrer  U\  singulären  Ebenen 
und  bilden  zu  vieren  acht  Poltetraeder. 

In  Bezug  auf  die  drei  Nullsysteme  /,  II  und  III  gruppiren 
sich  die  Punkte  und  Ebenen  des  Raumes  zu  Poltetraedern  eines 
räumlichen  Polarsystems  I II III  =  IV  V  F/;  und  zwar  sind  jedem 
P^ckpunkte  eines  solchen  Tetraeders  in  den  involutorischen  Systemen 
II III^  III I  und  I II  die  übrigen  drei  Eckpunkte  und  in  den 
drei  Nullsystemen  die  durch  ihn  gehenden  Tetraederflächen  zu- 
geordnet, und  Analoges  gilt  von  jeder  Fläche  des  Tetraeders.  In 
Bezug  auf  die  drei  Nullsysteme  7F,  F,  VI  gruppiren  sich  die 
Punkte  und  Ebenen  zu  anderen  Poltetraedern  desselben  Polar- 
systems. Zwei  Tetraeder,  welche  diesen  beiden  verschiedenen 
Gruppirungen  angehören  und  eine  gemeinschaftliche  Fläche  besitzen, 
haben  auch  den  gegenüberliegenden  Eckpunkt  mit  einander  gemein, 
und  ihre  anderen  sechs  Eckpunkte,  welche  jener  Fläche  in  den 
sechs  Nullsystemen  zugeordnet  sind,  bilden  zwei  Poldreiecke  eines 
in  I II III  enthaltenen  ebenen  Polarsystems  und  liegen  folglich 
auf  einem  Kegelschnitt  (Seite  ü3).  In  den  sechs  Nullsystemen 
sind  sonach  einer  beliebigen  Ebene  sechs  Punkte  eines  Kegel- 
schnittes zugeordnet,  und  einem  beliebigen  Punkte  sechs  durch 
ihn  gehende  Ebenen  eines  Ebenenbüschels  zweiter  Ordnung. 

Ein  beliebiger  Punkt  des  Raumes  bildet  mit  den  fünfzehn 
Punkten,  welche  ihm  in  den  \b  involutorischen  Systemen  zugeordnet 
sind,  eine  ähnliche  Gruppe  von  16  Punkten,  wie  die  IG  Knoten- 
punkte einer  Kummer'schen  Fläche.  Nändich  die  16  Punkte  dieser 
Gruppe  liegen  zu  sechsen  auf  16  P^benen  (genauer:  Kegelschnitten), 
welche  ihrerseits  zu  sechsen  durch  die  16  Punkte  gehen.  In  den 
sechs  Nullsystemen  sind  nach  dem  Vorhergehenden  jedem  der 
16  Punkte  die  sechs  durch  ihn  gehenden  Ebenen  zugeordnet,  und 
jeder  der  16  Ebenen  die  sechs  auf  ihr  liegenden  Punkte;  in  den 
zehn  Polarsystemen  sind  jedem  der  16  Punkte  die  zehn  nicht  durch 
ihn  gehenden  Ebenen,  und  jeder  der  16  Ebenen  die  zehn  nicht  auf 
ihr  liegenden  Punkte  zugeordnet;  in  den  fünfzehn  involutorischen 
Systemen  endlich  sind  jedem  der  16  Punkte  (oder  Ebenen)  der 
Gruppe  die  15  übrigen  zugeordnet.  Die  16  Punkte  sind,  beiläufig 
bemerkt,  die  Knotenpunkte  einer  durch  sie  bestimmten  K um mer'- 
schen  Fläche  vierter  Ordnung,  welche  ebenso  wie  <b^  in  jedem 
der  sechs  Nullsysteme  sich  selbst  zugeordnet  ist;  und  mit  <I>^  sind 
dreifach  unendlich  viele  andere  Kummer 'sehe  Flächen  bestimmt 
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Die  Ordhungsfläche  des  Polarsystems  /  II III  enthält  alle 
Strahlen,  welche  in  jedem  der  drei  Nullsysteme  /,  II  und  ///  sich 
selbst  zugeordnet  sind,  und  folglich  auch  die  drei  Paar  Axen  der 
involu torischen  Systeme  II III^  III I  und  1 II;  denn  diese  Axen  sind 
Leitstrahlen  der  von  jenen  Strahlen  gebildeten  Regelschaar.  Ebenso 
enthält  die  Ordnungsfläche  alle  gemeinschaftlichen  Leitstrahlen  der 
Nullsysteme  /F,  V  und  VL  Diese  Leitstrahlen  bilden  die  Leit- 
schaar  der  ersteren  Regelschaar;  denn  wenn  sie  dieselbe  Regel- 
schaar bildeten,  so  gäbe  es  unendlich  viele,  in  allen  sechs  Null- 
systemen sich  selbst  zugeordnete  Strahlen,  und  die  zehn  durch  die 
Nullsysteme  bestimmten  Polarsysteme  hätten  identische  Ordnungs- 
flächen, während  sie  doch  von  einander  verschieden  sind.  Die 
beiden  Axen  von  II 111  sind  folglich  in  jedem  der  Nullsysteme 
/F,  F,  VI  (und  I)  sich  selbst  zugeordnet,  und  schneiden  die 
Axenpaare  der  sechs  involu  torischen  Systeme  IV  V^  IV  VI,  . . .,  VI  L 
Die  Axenpaare  von  je  drei  involutorischen  Systemen,  welche  (wie 
I II,  111 IV  und  V  VI)  zusammen  von  allen  sechs  Nullsystemen  ab- 
hängen, bilden  demnach  die  drei  Paar  Gegenkanten  eines  Tetraeders. 
Uebrigens  hat  entweder  eines  oder  jedes  der  drei  Systeme  Hill, 
III I  und  I II  zwei  imaginäre  Axen,  weil  die  Ordnungsfläche  des 
Polarsystems  1 II III,  wenn  sie  reell  und  geradlinig  ist,  nur  von 
je  zwei  Paar  Kanten  ihrer  Poltetraeder  in  reellen  Punkten  ge- 
schnitten wird. 

Das  i'^-Gebüsch,  durch  welches  wir  zu  der  Kummer 'sehen 
Fläche  4)*  gelangt  sind,  ist  bestimmt  durch  vier  Flächen  zweiter 
Ordnung,  von  welchen  drei  beliebig  durch  eine  cubische  Raum- 
curve  k^  gehen;  von  der  vierten  wird  k^  in  den  sechs  Punkten 
1,  2,  3,  4,  f),  6  geschnitten.  Jenachdem  nun  keine,  zwei,  vier 
oder  sechs  von  diesen  Schnittpunkten  reell  sind,  werden  von  den 
sechs  zu  der  Kummer 'sehen  Fläche  gehörigen  Strahlensystemen 
zweiter  Ordnung  und  zweiter  Classe  keine,  zwei,  vier  oder  alle 
sechs  reell.  Der  letzte  dieser  vier  Fälle,  zwischen  denen  eine 
Anzahl  geometrisch  evidenter  Uebergangsialle  und  Ausartungen 
stehen,  liegt  den  Untersuchungen  dieses  Vortrages  zu  Grunde. 


17' 


Anhang. 


Aufgaben    "and   Lehrsätze. 


Collineare  und  reclproko  Yerwandtschaft. 

1.  Von  zwei  collinearen  oder  zwei  reciproken  ebenen  Systemen 
sind  zwei  einander  entsprecliende  Vierecke  gegeben.  Zu  einem 
beliebigen  Punkte  des  einen  Systems  den  entsprechenden  Punkt 
resp.  Strahl  des  anderen  zu  construiren,  und  ebenso  zu  einem 
beliebigen  Strahle  des  einen  Systems  den  entsprechenden  Strahl 
resp.  Punkt  des  anderen  (Seite  5  bis  7). 

2.  Von  zwei  collinearen  Systemen,  die  perspectivisch  in  der- 
selben Ebene  liegen  (Seite  17),  sind  gegeben  das  Centrum  und 
die  Axe  der  Collineation,  sowie  zwei  einander  entsprechende  Punkte 
oder  Strahlen.  Zu  einer  beliebigen  Curve  des  einen  Systems  soll 
die  entsprechende  Curve  des  anderen  construirt  werden,  und 
ausserdem  zu  der  unendlich  fernen  Geraden  des  zweiten  Systems 
die  entsprechende  Gegenaxe  des  ersten. 

3.  Wenn  zwei  collineare  ebene  Systeme  eine  Punktreihe  u 
entsprechend  gemein  haben  und  das  eine  derselben  um  die  Cre- 
rade  u  gedreht  wird,  so  beschreibt  der  Pujikt,  in  welchem  die 
Verbindungslinien  homologer  Punkte  der  Systeme  sich  schneiden, 
einen  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  in  dem  anderen  System  liegt  und 
einem  unendlich  fernen  Punkte  des  ersten  beweglichen  Systems 
entspricht,  und  dessen  Ebene  auf  u  senkrecht  steht 

4.  Wird  ein  Gegenstand  mit  einer  durchsichtigen  Flüssigkeit, 
etwa  mit  Wasser,  überdeckt,  so  erscheint  er  wegen  der  Brechung 
des  Lichtes  anders  als  in  freier  Luft  Weil  aber  jede  gerade 
Linie  auch  unter  der  Flüssigkeit  als  gerade  Linie  erscheint,  und 
parallele  Gerade  allemal  als  parallele  sich  darstellen,  so  erscheint 
der  Gegenstand  so,  als  wäre  er  in  einen  ihm  collinearen,  oder 
genauer  gesagt  affinen  (Seite  54)  verwandelt.  Ebenso  erscheinen 
einem  Fische  alle  über  dem  Wasser  befindlichen  Gegenstände  affin 
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verwandelt,  z.  B.  eine  Kugel  als  EUipsoid,  ein  Würfel  als  schiefes 
Parallelepipedon. 

5.  Wenn  zwei  reciproke  ebene  Systeme  2  und  Sj  solche 
Lage  haben,  dass  ein  gerades  Gebilde  u  von  2  perspectivisch  ist 
zu  dem  ihm  entsprechenden  Strahlenbüschel  von  i'i,  so  liegt  das- 
selbe gerade  Gebilde,  wenn  es  zu  üj  gerechnet  wird,  auch  zu  dem 
entsprechenden  Strahlenbüschel  von  2  persi)ectivisch.  Wenn  also 
die  Systeme  nicht  in  derselben  Ebene  liegen,  so  geht  jede  Ebene, 
welche  einen  Punkt  des  einen  Systems  mit  der  entsprechenden 
Geraden  des  anderen  verbindet,  durch  den  Mittelpunkt  von  einem 
jener  beiden  zu  u  perspectivischen  Strahlenbüschel,  und  die  beiden 
Systeme  erzeugen  somit  zwei  Strahlenbündel. 

6.  Wenn  zwei  reciproke  Systeme  2  und  2|  in  derselben 
Ebene  liegen  und  zwar  so,  dass  irgend  ein  gerades  Gebilde  u  von 
2  perspectivische  Lage  hat  zu  dem  entsprechenden  Strahlenbüschel 
t/|  von  21|,  so  liegt  im  Allgemeinen  noch  ein  zweites  gerades  Ge- 
bilde ü  von  2  perspectivisch  zu  dem  entsprechenden  Strahlen- 
büschel Vi  von  2j.  Rechnen  wir  alsdann  dieselben  geraden  Ge- 
bilde u  und  ü  zu  dem  zweiten  Systeme  2i,  so  entsprechen  ihnen 
im  ersten  Systeme  2  die  resp.  Strahlenbüschel  F^  und  f/j,  und 
zwar  liegt  u  zu  Fj  und  v  zu  C/|  perspectivisch;  Der  Punkt  uv 
ist  auf  der  Geraden  t/j  V^  enthalten ,  und  entspricht  derselben  in 
doppelter  Weise.  Diese  besondere  Lage  von  zwei  reciproken  Systemen 
kann  benutzt  werden,  um  auf  einfache  Art  zu  einem  beliebigen 
Gebilde  des  ersten  Systems,  z.  B.  zu  einer  Curve,  das  reciproke 
Gebilde  im  anderen  Systeme  zu  construiren.  —  In  besonderen 
Fällen  können  die  Geraden  u  und  i;  und  zugleich  die  Punkte  Ui 
und  Vi  sich  vereinigen;  alsdann  entspricht  jedem  Punkte  von  u 
ein  Strahl  von  C/j   in  doppelter  Weise. 

7.  Die  grösste  Anzahl  von  Wendepunkten,  welche  eine  ebene 
Curve  wter  Ordnung  besitzen  kann,  ist  gleich  der  grössten  Anzahl 
von  Rückkehrpunkten  einer  ebenen  Curve  nter  Classe. 

8.  Zu  den  Aufgaben  1  und  2  sind  analoge  Aufgaben  für 
collineare  oder  reciproke  räumliche  Systeme  aufzustellen  und  zu 
lösen  (Seite  21  u.  27). 

9.  Sind  zwei  collineare  räumliche  Systeme  2  und  2|  nicht 
affin,  so  entspricht  der  unendlich  fernen  Ebene  des  einen  allemal 
eine  eigentliche  Ebene  (die  sogenannte  ;,Gegen-Ebene'')  des  ande- 
ren Systems.  Zwei  homologe  ebene  Systeme  von  2  und  2j  sind 
nur  dann  affin  (Seite  46),  wenn  ihre  Ebenen  zu  den  resp.  Gegen- 


262  Aafgaben  und  Lehrsätze. 

Ebenen  von  1  und  1\  parallel  laufen;  ebenso  entspricht  einer 
Punktreibe  u  von  2  nur  dann  eine  ibr  projectivisch  äbnliche 
Punktreibe  Uy  von  2i,  wenn  w  zu  der  Gegen-Ebene  von  2  parallel 
läuft  und  also  aucb  Ui  zu  derjenigen  von  2|.  Den  Geraden,  welche 
auf  der  Gegen-Ebene  von  2  senkrecht  stehen,  entsprechen  in  2| 
die  Strahlen  eines  Bündels,  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Gegen-Ebene 
von  2|  liegt  Die  räumlichen  Systeme  enthalten  daher  nur  zwei 
einander  entsprechende  Gerade  n  und  «| ,  von  denen  jede  auf  der 
Gegen-Ebene  ihres  Systems  senkrecht  steht.  Einem  Rotations- 
Cylinder  von  2,  welcher  die  Gerade  n  zur  Axe  hat,  entspricht  iu 
2|  eine  eigentliche  Kegelfläche  IL  Ordnung,  welche  nj  zur  Haupt- 
axe  hat,  und  welche  mit  der  Cy linderfläche  eine  Schnittcurve  er- 
zeugt, wenn  die  Geraden  n  und  n|  auf  einander  gelegt  werden. 
Jeder  Punktreihe  Vi  von  2|,  deren  Träger  einen  Punkt  jener 
SchnittcuiTC  enthält  und  die  Axe  n^  rechtwinklig  schneidet,  ent- 
spricht dann  in  2  eine  projectivisch  gleiche  Punktreihe  v: 
ebenso  jeder  Punktreihe,  deren  Träger  zu  Vi  parallel  läuft  und 
von  der  Gegen-Ebene  des  Systems  2i  denselben  Abstand  hat  wie  ü|. 
Hieraus  erkennt  man,  dass  zwei  affine  ebene  Systeme  nicht  immer 
projectivisch  gleiche  homologe  Punktreihen  enthalten,  also  auch 
nicht  immer  in  perspectivische  Lage  gebracht  werden  können. 
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10.  Zwei  Strahlenbundel  sind  reciprok  auf  einander  bezogen; 
es  sind  die  Punkte  zu  bestimmen,  welche  die  von  ihnen  erzeugte 
Fläche  n.  Ordnung  mit  einer  beliebig  gegebenen  Geraden  oder 
Ebene  gemein  hat.  Diese  Aufgabe  gehört  zu  denjenigen  des  zweiten 
Grades;  ebenso  die  folgende: 

IL  Zu  untersuchen,  ob  zwei  gegebene  reciproke  Strahlen- 
bündel ein  Ellipsoid,  ein  Paraboloid,  ein  Hyperboloid,  oder  eine 
Kegelfläche  IL  Ordnung  erzeugen. 

12.  Eine  Gerade  g  und  ein  Punkt  6r|  bewegen  sich  mit 
einander  in  zwei  festen  Ebenen  2  und  2|,  und  zwar  so,  dass  sie 
beständig  aus  einem  ausserhalb  der  Ebenen  gegebenen  Punkt«  6* 
unter  rechten  Winkeln  gesehen  werden,  also  Sg  auf  S  G^  senkrecht 
steht.  Die  Yerbindimgs-Ebene  gGi  umhüllt  alsdann  eine  Fläche 
IL  Ordnung  (Seite  2ü  und  39). 

13.  Sind  ein  Strahlenbündel  S  und  ein  ebenes  System  2 
reciprok  auf  einander  bezogen,  und  legt  man  durch  jede  Gerade 
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von  S  eine  Ebene  parallel  zu  dem  eutsiwecheuden  Strahle  von  S 
und  durch  jeden  Punkt  von  ^  eine  Ebene  parallel  zu  der  ent- 
sprechenden Ebene  von  ä,  so  umhüllen  alle  diese  Ebenen  ein 
Paraboloid,'  welches  auch  von  1  berührt  wird. 

14.  Sind  ein  Strahlenbündel  8  und  ein  ebenes  System  ^  col- 
linear  auf  einander  bezogen,  und  legt  man  durch  jeden  Punkt 
oder  Strahl  von  il  eine  Ebene  senkrecht  zu  der  entsprechenden 
Geraden  oder  Ebene  von  ä,  so  umhüllen  alle  diese  Ebenen  (wie 
in  13)  ein  Paraboloid,  welches  auch  von  ü  berührt  wird. 

15.  In  zwei  collinearen  Strahlenbündeln  giebt  es  im  Allge- 
meinen unendlich  viele  Paare  homologer  Ebenen,  die  einander  recht- 
winklig schneiden;  dieselben  bilden  zwei  Ebenenbüschel  IL  Ord- 
nung. Fällt  man  nämlich  auf  die  Ebenen  des  einen  Bündels 
Normalen  aus  dem  Mitteli^unkte  S  des  anderen,  so  wird  S  das 
Ceutrum  von  zwei  reciproken  Bündeln;  und  alle  Ebenen  von  ä, 
welche  durch  die  entsprechenden  Normalen  gehen,  bilden  einen 
jener  Ebenenbüschel  IL  Ordnung  (Seite  61). 

16.  Durch  ein  einfaches  windschiefes  Sechseck  ABCDEF 
ist  ein  räumliches  Polarsystem  bestimmt,  in  welchem  jedem  Eck- 
punkte des  Sechsecks  die  ihm  gegenüberliegende  Fläche  entspricht. 
Bezieht  man  nämlich  zwei  Räume  ^  und  ^|  reciprok  auf  einander, 
sodass  den  Punkten  Ä^  B^  C^  D^  E  von  2  die  resp.  Ebenen  CDE^ 
DEF^  EFA^  FAB^  ABC  von  ^y  entsprechen,  so  entsprechen 
den  Punkten  A^  E  und  F  von  üj  die  resp.  Ebenen  CDE^  ABC 
und  BCD  von  2,  und  die  Geraden  AB  und  DE  entsprechen 
einander  in  doppelter  Weise.  Die  Ebenen  ABC^  ABE^  CDE 
und  D  EA  bilden  folglich  ein  Tetraeder,  in  welchem  jeder  Eckpunkt 
der  ihm  gegenüberliegenden  Fläche  doppelt  entspricht,  und  die 
reciproken  Systeme  2  und  Sj  liegen  involutorisch. 

17.  Die  Berührungspunkte  aller  Tangenten  zu  bestimmen, 
welche  aus  einem  beliebigen  Punkte  an  eine  gegebene  Fläche 
IL  Ordnung  gezogen  werden  können  (Seite  37). 

18.  Durch  eine  beliebige  Gerade  an  eine  gegebene  Fläche 
IL  Ordnung  Berührungs- Ebenen  zu  legen. 

19.  Auf  einer  Fläche  IL  Ordnung  ist  ein  Kegelschnitt  gegeben; 
den  Schnittpunkt  derjenigen  Ebenen  zu  bestimmen,  welche  in  den 
Punkten  dieses  Kegelschnittes  die  Fläche  IL  Ordnung  berühren. 

20.  Die  Normalen  einer  Fläche  IL  Ordnung,  welche  auf  der 
letzteren  in  den  Punkten  einer  Curve  IL  Ordnung  senkrecht  stehen, 
sind    parallel    zu    den    Strahlen    einer   Kegelfläche    IL   Ordnung. 
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Welche  Ausnahme  erleidet  der  Satz,  wenn  die  Ebene  der  Fuss- 
punkten-Curve  eine  Durchmesser-Ebene  der  Fläche  IL  Ordnung  ist? 

21.  Sind  gegeben  eine  Fläche  F^  IL  Ordnung  und  irgend  ein 
fester  Punkt  C/,  so  können  je  zwei  Punkte  des  Raumes  einander  zu- 
geordnet werden,  welche  hinsichtlich  der  Fläche  F^  conjugirt  sind 
und  deren  Verbindungslinie  durch  U  geht.  Dann  sind  den  sämmt- 
liehen  Punkten  einer  beliebigen  Ebene  cp,  welche  nicht  durch  (/geht, 
die  sämmtlichen  Punkte  einer  Fläche  F]  IL  Ordnung  zugeordnet. 
Und  zwar  enthält  F]  den  Punkt  U  und  den  Pol  der  Ebene  cp,  und 
hat  mit  der  Fläche  F^  nur  diejenigen  Punkte  gemein,  welche  auf 
der  Ebene  9  oder  auf  der  Polar-Ebene  von  U  enthalten  sind  (vergl. 
L  Abth.  Seite  84).     Rückt  9  ins  Unendliche,  so  ergiebt  sich: 

22.  Die  Halbirungspunkte  aller  Sehnen,  welche  aus  einem 
beliebigen  Punkte  U  an  eine  Fläche  F^  II.  Ordnung  gezogen 
werden  können,  liegen  auf  einer  Fläche  FJ  IL  Ordnung.  Dieselbe 
geht  durch  U  und  durch  den  Mittelpunkt  der  Fläche  F^,  und  hat 
mit  F^  alle  ihre  unendlich  fernen  Punkte  gemein,  sowie  die  Be- 
rührungspunkte aller  Tangenten,  die  von  U  Rn  F^  gezogen  werden 
können.  Auf  der  Fläche  F]  liegen  auch  die  Mittelpunkte  aller 
Curven  IL  Ordnung,  in  welchen  die  Fläche  F^  yon  den  durch  U 
gehenden  Ebenen  geschnitten  wird. 

23.  Wie  lautet  zu  Nr.  21  der  reciproke  Satz? 

24.  Eine  Fläche  IL  Ordnung  durch  eine  Ebene  so  zu  schneiden, 
dass  der  entstehende  Kegelschnitt  einen  gegebenen  Punkt  zum 
Mittelpunkt  hat. 

25.  Die  Ebenen  aller  Kegelschnitte,  welche  auf  einer  gegebenen 
Hache  IL  Ordnung  liegen  und  deren  Mittelpunkte  auf  einer  ge- 
gebenen Geraden  enthalten  sind,  umhüllen  einen  parabolischen 
Cy linder.     Welche  Ausnahmen  erleidet  dieser  Satz? 

26.  Der  Inhalt  eines  Tetraeders,  von  welchem  zwei  Paar 
Gegenkanten  auf  einem  hyperbolischen  Paraboloid  liegen,  wird 
durch  das  Paraboloid  halbirt.  Denn  jede  zu  zwei  der  Gegeukauten 
parallele  Ebene  schneidet  das  Tetraeder  in  einem  Parallelogramm, 
dessen  eine  Diagonale  auf  dem  Paraboloid  liegt. 

27.  Die  Mittelpunkte  aller  Tangentenkegel  eines  EUipsoides, 
welche  mit  den  Ebenen  ihrer  Berührungs- Ellipsen  Körper  von 
gegebenem  Rauminhalt  begrenzen,  liegen  auf  einem  zu  jenem  ähn- 
lichen, concentrisch  und  ähnlich  liegenden  Ellipsoide.  Der  Beweis 
dieses  Satzes  sowie  des  folgenden  ergiebt  sich  sofort,  wenn  man 
das  Ellipsoid  auf  eine  Kugel  affin  bezieht. 
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28.  Das  kleinste  Ellipsoid,  welches  einem  Tetraeder  umschrieben 
werden  kann,  wird  in  dessen  Eckpunkten  von  vier,  den  gegen- 
überliegenden Tetraederflächen  parallelen  Ebenen  berührt. 

29.  Zwei  reciproke  ebene  Systeme  2,  i'i  können  im  Allgemeinen 
auf  vier  verschiedene  Arten  in  involutorische  Lage  gebracht  werden. 
Wir  bezeichnen  mit  Ü  und  C,  die  „Centra^  von  2  und  2i,  d.  h. 
diejenigen  Punkte,  welchen  die  unendlich  fernen  Geraden  der  beiden 
Systeme  entsprechen;  dieselben  liegen  im  Allgemeinen  nicht  unend- 
lich fern.  Dem  Strahlenbüschel  C  von  2  entspricht  die  unendlich 
ferne  Punktreihe  von  2!i,  und  wenn  wir  letztere  aus  Ci  projiciren, 
so  erhalten  wir  einen  zu  C  projectivischen  Strahlenbüschel  Q.  Sind 
nun  a,  h  die  beiden  zu  einander  normalen  Strahlen  des  Büschels  C, 
welchen  in  6i  zwei  zu  einander  normale  Strahlen  a|,  h^  entsprechen 
(I.  Abth.  Seite  16I<^),  so  kann  man  die  reciproken  ebenen  Systeme 
auf  vier  Arten  in  involutorische  Lage  bringen,  indem  man  a  auf 
hl  und  zugleich  b  auf  a|  legt  Bei  dieser  Lage  nämlich  entsprechen 
den  Seiten  des  aus  a,  h  und  der  unendlich  fernen  Geraden  von  2 
gebildeten  uneigentlichen  Dreiecks  die  ihnen  gegenüberliegenden 
Eckpunkte  (vgl.  Seite  61).  Liegen  die  beiden  Centra  (7,  Cy  unend- 
lich fern,  so  hat  die  Aufgabe  in  der  Regel  keine  Lösung. 

30.  Zwei  reciproke  Strahhnbündel  S,  S|,  deren  Mittelpunkte 
nicht  unendlich  fern  liegen,  in  involntarische  Lage  zu  bringen,  — 
Wir  haben  in  den  reciproken  Bündeln  zwei  homologe  Dreikante, 
etwa  zwei  rechtwinklige,  aufzusuchen,  die  so  zur  Deckung  gebracht 
werdet!  können,  dass  jede  Kante  des  einen  der  ihr  entsprechenden 
Ebene  des  anderen  gegenüberliegt.  Zu  dem  Ende  ordnen  wir  im 
Bündel  S  jedem  Strahle  die  zu  ihr  rechtwinklige  Ebene  zu,  sodass 
S  ein  rechtwinkliger  polarer  Strahlenbündel  wird.  Dadurch  wird 
zugleich  im  Bündel  Sy  jeder  Ebene  ein  Strahl  zugeordnet,  sodass 
auch  /S|  ein  polarer  Bündel  wird;  und  zwar  entsprechen  je  zwei 
conjugirten  Stralilen  oder  Ebenen  von  S^  allemal  zwei  zu  einander 
normale  Ebenen  resp.  Strahlen  von  S,  Der  polare  Bündel  S^  hat 
im  Allgemeinen  drei  zu  einander  normale  Hauptaxen  (2|,  2»|,  q, 
und  da  dieselben  paarweise  conjugirt  sind,  so  entsprechen  ihnen 
drei  zu  einander  normale  Ebenen  a,  ß,  y  des  Bündels  S,  Legt 
man  nun  die  Bündel  so  auf  einander,  dass  a^  mit  ßy  und  b^ 
mit  7  a  zusammenfällt,  was  auf  vier  Arten  möglich  ist,  so  ist  die 
verlangte  involutorische  Lage  hergestellt.  Die  Aufgabe  hat  also 
im  Allgemeinen  vier,  und  nur  dann  unendlich  viele  Lösungen, 
wenn  der  Bündel  Sy  unendlich  viele  Hauptaxen  hat. 
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31.  Zwei  reciproke  räumliche  Systeme  2,  i-|  in  involutoriscke 
Lage  zu  bringen.  —  Seien  C  und  C|  die  ^Centra*^  von  i  und  2|, 
d.  li.  die  punkte,  welchen  die  unendlich  fernen  Ebenen  der  beiden 
Systeme  entsprechen.  Liegen  diese  Centra  selbst  unendlich  fem, 
so  hat  die  Aufgabe  in  der  Regel  keine  Lösung.  Ist  C  und  damit 
zugleich  6]  ein  eigentlicher  Punkt,  so  entsprechen  den  Ebenen 
und  Strahlen  von  C  die  unendlich  fernen  Punkte  und  Geraden 
von  2|,  und  wenn  man  letztere  aus  (7|  projicirt,  so  sind  die 
Bündel  C  und  C|  reciprok  auf  einander  bezogen.  Bringt  man 
nun  (Nr.  30)  diese  reciproken  Bündel  in  involutorische  Lage,  m> 
sind  auch  die  reciproken  Räume  in  involutorische  Lage  gebracbt 
Die  Aufgabe  hat  demnach  wie  die  vorhergehende  im  Allgemeinen 
vier  Lösungen. 

32.  Auf  einer  gegebenen  Fläche  IL  Ordnung  ist  ein  Keyd- 
schnitt  80  zu  construiren^  dass  derselbe  einen  beliebig  angenommenen 
Punkt  S  zum  Brennpunkt  hat.  Damit  die  Aufgabe  ausführbar  sei, 
darf  S  nicht  auf  der  Fläche  liegen.  In  dem  ebenen  Polai'system, 
dessen  Ordnungscurve  der  gesuchte  Kegelschnitt  ist,  müssen  je  zwei 
conjugirte  Sti*ahlen  des  Büschels  S  auf  einander  rechtwinklig  sein. 
Construiren  wir  also  in  dem  polaren  Strahlenbündel  /S,  von  welchem 
je  zwei  einander  zugeordnete  Elemente  conjugirt  sind  bezüglich 
der  Fläche,  die  cyclischen  Ebenen  (I.  Abth.  Seite  156),  so  haben 
diese  mit  der  Fläche  je  einen  reellen  oder  imaginären  Kegelschnitt 
gemein,  von  welchem  S  der  Brennpunkt  ist  Die  Aufgabe  hat 
also  im  Allgemeinen  zwei  Lösungen. 

Ist  die  gegebene  Fläche  II.  Ordnung  eine  KegelHäche,  so 
können  wir  die  Aufgabe  wie  folgt  lösen.  Wir  verbinden  den  Punkt 
S  mit  dem  Mittelpunkte  der  Kegelfläche  durch  eine  Gerade  t#; 
dann  sind  die  Ebenen  des  Büschels  u  paarweise  conjugirt  hin^ 
sichtlich  der  Fläche.  Die  Ebene  e  des  gesuchten  Kegelschnittes 
niuss  durch  S  gehen  und  den  involutorischen  Ebenenbüschel  h  in 
einem  rechtwinkligen  Strahlenbüschel  schneiden.  Solcher  Schnitt- 
Ebenen  8  giebt  es  keine  oder  zwei,  je  nachdem  der  Ebenenbüschel 
u  Ordnungs -Ebenen  besitzt  oder  nicht,  je  nachdem  also  der  Punkt 
S  ausserhalb  oder  innerhalb  der  Kegelfläche  liegt.  Die  beiden 
Ebenen  e  sind  im  letzteren  Falle  leicht  zu  construiren,  wenn  be- 
rücksichtigt wird,  dass  sie  auf  einer  der  beiden  zu  einander 
reell twinkl igen  coiijugirten  Ebenen  des  Büschels  u  senkrecht  stehen 
müssen.  Sie  liegen  symmetrisch  zu  der  Geraden  w,  und  fallen 
zusammen,  wenn  der  Ebenenbüschel  u  ein  rechtwinkliger  ist 
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33.  Eine  Fläche  IL  Ordnung^  die  einen  Mittelpunkt  besitzt^ 
wird  von  zwei  Büscheln  j)aralleler  Ebenen  in  Kreisen  geschnitten. 
Diese  Kreis -Ebenen  sind  nämlich  parallel  zu  den  beiden  cyclischen 
Durchmesser-Ebenen  der  Fläche,  in  welchen  je  zwei  conjugirte 
Durchmesser  auf  einander  senkrecht  stehen.  Der  gleiche  Satz 
lässt  sich  auch  für  das  elliptische  Paraboloid  beweisen.  Die 
Rotationsflächen  II.  Ordnung  besitzen  nur  eine  Schaar  von  Kreisen, 
und  deren  Ebenen  sind  senkrecht  zur  Rotationsaxe. 

34.  Zwei  collineare  Strahlenbündel  S,  S|  in  perspectivische 
Lage  zu  bringen.  —  Zwei  perspectivische  Bündel  haben  einen 
Ebeuenbiischel  entsprechend  gemein;  wir  suchen  deshalb  zunächst 
in  den  gegebenen  Bündeln  S,  S|  zwei  homologe  Ebenenbüschel, 
die  projectivisch  gleich  sind.  Zu  dem  Ende  ordnen  wir  (wie  in 
Nr.  30)  im  Bündel  S  jedem  Strahle  die  zu  ihm  normale  Ebene 
zu,  sodass  S  ein  rechtwinkliger  und  zugleich  5(  ein  polarer  Bündel 
wird;  in  dem  Bündel  /S|  bestimmen  wir  sodann  die  beiden  Focal- 
axen  mj,  t?|.  Je  zwei  zu  einander  normale  Ebenen  von  «|  (oder 
t?|)  sind  dann  conjugirt  in  dem  polaren  Bündel  Ä|,  und  ihnen 
entsprechen  folglich  zwei  conjugirte,  d.  h.  zu  einander  normale 
Ebenen  des  rechtwinkligen  Bündels  S,  Sind  also  «,  p,  y,  8  vier 
harmonische  Ebenen  von  m,  und  i&t  a  zu  y  sowie  ß  zu  o  normal, 
so  entsprechen  ihnen  im  Bündel  S  vier  harmonische  Ebenen  «j, 
Pii  Ti)  ^1  ^^^  Büschels  U|,  sodass  «i  zu  yi  und  ß|  zu  S|  normal 
ist.  Die  homologen  Ebenenbüschel  w(aPY8)  und  Mi(aißiYi8i) 
sind  folglich  projectivisch  gleich  und  können  so  aufeinander  gelegt 
w^erden,  dass  die  vier  Ebenen  a,  ß,  y»  5  mit  den  ihnen  entsprechen- 
den «1,  ßi,  Yi}  8i  zusammenfallen.  Bei  dieser  Lage  aber  sind 
die  collinearen  Bündel  S  und  Sj  perspectivisch  und  Scheine  eines 
und  desselben  ebenen  Systems.  Die  Aufgabe  hat  vier  Auflösungen, 
von  welchen  zu  jeder  der  beiden  Focalaxen  mi,  vi  zwei  gehören. 

35.  Liegt  der  Mittelpunkt  S  eines  polaren  StraJilcnbündels 
auf  einer  Fläche  F^  JI,  Ordnung,  so  geht  die  Verbindungs- Ebene 
solcher  drei  Punkte  A,  B,  C  von  F^,  welcher  aus  dem  Punkte  S 
durch  drei  conjugirte  Strahlen  des  polaren  Bündels  prqjicirt 
u>erden,  durch  einen  festen  Punkt.*)  Nämlich  zu  einem  gegebeneu 
Strahle  SA  können  unendlich  viele  Paare  von  Strahlen  SB  und 
SC  construiii;  werden,  welche  in  dem  polaren  Bündel  nicht  nur 
dem   Strahle   SÄ^  sondern  auch  einander  conjugirt  sind.     Diese 

*)  Der  hier  folgende  Beweis  dieses  St  einer 'sehen  Satzes  ist  von  Herrn 
Schröter  (in  dem  Journal  fdr  Mathematik  Bd.  64  Seite  70)  gegeben  worden. 
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Strahlenpaare  liegen  in  der  Polar-Ebene  von  SA  und  bilden  eineu 
involutorischeu  Strahlenbüschel;  sie  schneiden  die  Fläche  F^  in 
je  zwei  einander  zugeordneten  Punkten  B^  C  eines  involutorischen 
Kegelschnittes,  und  folglich  gehen  die  Verbindungslinien  BC  durch 
einen  und  denselben  Punkt  Ai  und  die  Ebenen  ABC  durch  eine 
Gerade  AAy,  Halten  wir  irgend  einen  zu  SA  conjugirten  Strahl 
SB  fest  und  ändern  sodann  die  Lage  der  Punkte  A  und  C,  so 
dreht  sich  die  Ebene  ABC  um  eine  Gerade  BBi^  die  ebenso 
gefunden  werden  kann  wie  vorhin  AA^;  und  diese  Gerade  BBi 
liegt  mit  AAi  in  der  anfänglich  angenommenen  Ebene  ABC, 
wird  also  von  AAi  geschnitten.  Nun  wird  aber  jede  solche 
Gerade  ÄAi  oder  BBi  auch  von  demjenigen  Strahle  t  des  Bün- 
dels S  geschnitten,  dessen  Polar-Ebene  die  Fläche  F^  im  Punkte 
S  berührt.  Denn  halten  wir  z.  B.  A  fest  und  nehmen  wir  den 
Punkt  B  in  der  Ebene  ^4^  an,  so  fällt  -SC  in  jene  Berührungs- 
Ebene  hinein  und  der  Punkt  C  vereinigt  sich  mit  S;  die  Ebene 
ABC,  in  welcher  auch  AAi  liegt,  fällt  also  mit  At  zusammen, 
oder  AAi  und  t  liegen  in  einer  Ebene.  Seien  nun  A  und  A' 
zwei  gaijz  beliebige  Punkte  der  Fläche  F^,  und  sei  SB  derjenige 
Strahl  des  polaren  Bündels  /S,  welcher  die  Ebene  SAA'  zur  Polare 
hat;  sei  ferner  A*Ä\  die  zu  3-4|  und  BB^  analoge  Gerade  des 
Punktes  A*.  Dann  müssen  AÄi  und  A*A'^  jede  der  Geraden 
Bi3^  und  t  schneiden;  und  da  die  letzteren  in  einer  Ebene  liegen, 
welche  im  Allgemeinen  nicht  durch  die  beliebig  gewählten  Punkte 
A  und  A*  hindurchgeht,  so  müssen  AÄi  und  Ä' Ä\  den  Schnitt- 
punkt von  BBi  und  t  mit  einander  gemein  haben.  Die  Ebene 
ABC  geht  also  stets  durch  einen  bestimmten  auf  t  liegenden 
Punkt,  der  seine  Lage  nicht  ändert,  wenn  der  anfänglich  gewählte 
Punkt  A  mit  irgend  einem  anderen  Punkte  A*  der  Fläche  IL  Ord- 
nung vertauscht  wird.  —  Wie  lautet  der  reciproke  Satz? 

36.  Ist  S  irgend  ein  Punkt  einer  Fläche  F^  IL  Ordnung,  so 
geht  die  Verbindungs- Ebene  solcher  drei  Punkte  von  JF"-,  welche 
aus  S  durch  drei  zu  einander  rechtwinklige  Gerade  projicirt 
werden,  durch  einen  festen  Punkt.  Derselbe  liegt  auf  der  in  S 
errichteten  Normalen  der  Fläche  F^  (Lehrs.  35). 

37.  Die  Punkte,  in  denen  je  drei  Berührungs- Ebenen  eines 
Paraboloides  sich  rechtwinklig  schneiden,  liegen  in' einer  Ebene 
(folgt  aus  dem  zu  Nr.  35  reciproken  Satze). 

38.  Zwei  Flächen  F^  und  Ff  zweiter  Ordnung,  von  denen 
entweder  jede  oder  keine  geradlinig,   aber  keine  Kegelfläche  ist, 
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sollen  collinear  so  auf  einander  bezogen  werden,  dass  irgend  drei 
Punkten  -4,  ß,  C  von  F^  drei  beliebig  angenommene  Punkte  A^ , 
ßj,  Cy  von  F]  entsprechen.  Wir  setzen  voraus,  dass  weder  A^ 
B  und  C  noch  A^^  By  und  Q  in  einer  Geraden  liegen.  Wir 
können  und  müssen  dann,  um  die  Aufgabe  zu  lösen,  die  Ebenen 
ABC  und  4|SjC|  collinear  auf  einander  beziehen,  sodass  die 
Curven  IL  Ordnung,  in  welchen  sie  F^  und  F\  schneiden,  ein- 
ander entsprechen  und  zugleich  den  Punkten  -4,  5,  C  die  resp. 
Punkte  -4j,  J5|,  C|  (Seite  10).  Ausserdem  können  und  müssen  wir 
zwei  Punkten  D,  E  von  i^,  deren  Berührungs- Ebenen  sich  in 
irgend  einer  Geraden  der  Ebene  ABC  schneiden,  diejenigen  beiden 
Punkte  2)|,  Ei  von  F]  zuweisen,  deren  Berührungs-Ebenen  durch 
die  entsprechende  Gerade  von  AiBiC^  gehen.  Bezieht  man  zwei 
Räume  ^  und  I£|  collinear  auf  einander,  sodass  den  Punkten  A^ 
B,  C,  D,  E  von  2  die  Punkte  Ay,  J5,,  Cj,  Z>|,  Ä,  von  i\  ent- 
sprechen, so  sind  die  Flächen  F^  und  F\  homologe  Flächen  der- 
selben; denn  der  Fläche  F'^  entspricht  eine  Fläche  zweiter  Ord- 
nung, die  mit  F\  nicht  nur  den  durch  -4|,  By  und  Cy  gehenden 
Kegelschnitt,  sondern  auch  alle  durch  Dy  und  Ey  gehenden  Kegel- 
schnitte von  F\  gemein  hat.  Die  Aufgabe  hat,  weil  2),  und  Ey 
mit  einander  vertauscht  werden  können,  zwei  Lösungen.  Eine 
Fläche  zweiter  Ordnung  kann  auf  unendlich  viele  Arten  collinear 
auf  sich  selbst  bezogen  werden. 
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zweiten  Grades. 

39.  Ein  veränderliches  windschiefes  Viereck  bewege  sich  so, 
dass  seine  vier  Seiten  a,  «i,  03,  «3  sich  um  die  resp.  festen  Punkte 
o,  /S|,  £12,  /S3  drehen,  und  dass  drei  Eckpunkte  ««i,  aya^  und 
«2  0^3  in  den  resp.  festen  Ebenen  ei,  62,  es  fortgleiten.  Dann  be- 
schreibt der  vierte  Eckpunkt  aa^  eine  durch  S  und  S^  gehende 
Raumcurve  dritter  Ordnung  (Seite  87),  die  drei  ersten  Eck- 
punkte aber  beschreiben  drei  Kegelschnitte,  und  alle  vier  Cur- 
ven gehen  durch  den  Schnittpunkt  der  drei  Ebenen  si,  £2,  S3. 
Der  Satz  erleidet  Ausnahmen,  wenn  die  vier  Punkte  S,  Sj,  Ä2,  Sr^ 
in  einer  Ebene  liegen,  oder  wenn  die  drei  Ebenen  si,  62,  83  in 
einer  Geraden  sich  schneiden.  Wie  lautet  der  analoge  Satz  für 
ein  veränderliches  neck  im  Baume? 

40.  Drei  beliebige  Ebenenbüschel  w,  Wj,  u^  seien  so  auf  ein- 
ander bezogen,  dass  jede  Ebene  von  w  auf  den  entsprechenden  beiden 
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Ebenen  von  «|  und  t/2  senkrecht  stellt.  Dann  liegen  die  Schnitt- 
punkte von  je  drei  homologen  Ebenen  der  Büschel  auf  einer  Raum- 
curve  dritter  Ordnung,  von  welcher  die  Axen  1/,  ii| ,  «2  drei  Sehnen 
sind  (Seite  92).  Welche  Ausnahme  tritt  ein,  wenn  die  Axe  n  mit 
der  Richtung  der  Axe  Wj   (oder  «>)  einen  rechten  Winkel  bildet? 

41.  Es  giebt  höchstens  zwei  Punkte,  aus  welchen  drei  be- 
liebige Gerade  f/,  if|,  U2  ^^^^^  ^^^^  zu  einander  rechtwinklige 
Ebenen  projicirt  werden. 

42.  Ein  gerades  Gebilde  u  und  ein  Ebenenbüschel  U|  sind  projeo- 
tivisch  auf  einander  bezogen,  und  ihre  Träger  sind  nicht  zu  einander 
rechtwinklig.  Fällt  man  dann  aus  jedem  Punkte  von  u  eine  Senk- 
rechte auf  die  entsprechende  Ebene  von  «,,  so  liegen  die  Fusspnnkte 
aller  dieser  Senkrechten  auf  einer  Raumcurve  dritter  Ordnung, 
von  welcher  die  Geraden  v  und  «j  zwei  Sehnen  sind  (Seite  92). 
Eine  unendlich  ferne,  uneigentliche  Sehne  der  Raumcurve  lässt 
sich  leicht  angeben;  die  Curve  ist  daher  eine  räumliche  EUipHe. 

43.  Wenn  die  beiden  Schenkel  eines  veränderlichen  Winkels 
an  je  zwei  festen,  aber  sich  nicht  schneidenden  Geraden  hingleiten 
und  zugleich 


seine  Ebene  um  eine  feste  Ge- 
rade sich  dreht,  so  beschreibt 
sein  Scheitelpunkt  eine  Raum- 
curve dritter  Ordnung,  von  wel- 
cher die  fünf  gegebenen  Geraden 
Sehnen  sind  (Seite  91). 


sein  Scheitelpunkt  auf  einer 
festen  Geraden  sich  bewegt,  so 
beschreibt  seine  Ebene  einen 
Ebenenbüschel  dritter  Ordnung, 
von  welchem  die  fünf  gegebenen 
Geraden  Axen  sind« 


Nur  darf  die  fünfte  feste  Gerade  keine  der  vier  ersten  schneiden, 
und  diese  dürfen  in  keiner  Regelschaar  liegen. 

44.  Mittelst  collinearer  Strahlenbündel  eine  Raumcurve  dritter 
Ordnung  zu  construiren,  von  welcher  gegeben  sind:  a.  zwei  Punkte 
und  vier  Sehnen,  oder  b.  drei  Punkte  und  drei  Sehnen,  oder  c. 
fünf  Punkte  und  eine  Sehne. 

45.  Als  Schnitt  von  zwei  Kegelflächen  IL  Ordnung  eine 
Raumcurve  dritter  Ordnung  zu  construiren,  von  welcher  gegeben 
sind:  a.  sechs  Punkte,  oder  b.  fünf  Punkte  und  die  Tangente 
von  einem  derselben,  c.  vier  Punkte  und  die  Tangenten  von  zwei 
derselben,  d.  drei  Punkte  und  deren  Tangenten,  e.  drei  Punkte 
und  die  Tangenten  und  Schmiegungs- Ebenen  von  zwei  derselben. 

4G.  Als  Erzeugniss  von  drei  projectivischen  Ebenenbüscheln 
I.  Ordnung  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  zu  construiren,  von 
welcher  gegeben  sind:  a.  drei  Punkte  und  drei  Sehnen,  oder  b. 
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drei   Punkte,    die  Tangente   und  Schmiegungs- Ebene   von   einem 
derselben  und  zwei  Sehnen. 

47.,  Bei  besonderer  gegenseitiger  Lage  der  gegebenen  Stücke 
bieten  die  letzten  drei  Aufgaben  (44  bis  46)  Ausnahmen  dar  oder 
werden  unbestimmt.  Sind  z.  B.  von  einer  Raumcurve  dritter  Ord- 
nung zwei  Punkte  und  vier  Sehnen  gegeben,  so  artet  die  Curve 
aus,  wenn  eine  der  vier  Sehnen  die  drei  übrigen  oder  auch  die 
Verbindungslinie  der  beiden  Punkte  schneidet;  die  Curve  wird 
entweder  unmöglich  oder  unbestimmt,  wenn  durch  einen  der  beiden 
gegebenen  Punkte  eine  Gerade  gelegt  werden  kann,  welche  drei 
von  den  vier  Sehnen  schneidet.  Für  jeden  Fall  der  Aufgaben 
44  bis  46  sind  die  Ausnahmen  anzugeben. 

48.  Zu  den  Aufgaben  44  bis  46  sind  die  reciproken  Aufgaben 
für  Ebenenbüschel  dritter  Ordnung  aufzustellen  und  zu  lösen. 

49.  Eine  RaumcuiTe  dritter  Ordnung  wird  aus  jedem  ausser- 
halb gelegenen  Punkte  P' durch  eine  Kegelfläche  dritter  Ordnung 
projicirt,  welche  ^inen  eigentlichen  oder  uneigentlichen  ^Doppel- 
strahP  besitzt,  nämlich  die  durch  P  gehende  Sehne.  Die  Tangenten 
der  Raumcurve  bilden  eine  Fläche  vierter  Ordnung  (Seite  llf)); 
folglich  ist,  jene  Kegelfläche  von  der  vierten  Classe.  Jede  durch 
P  gehende  Schmiegungs-Ebene  der  Raumcurve  ist  eine  stationäre 
Berührungsebene  der  Kegelfläche  dritter  Ordnung.  Es  giebt  deren 
mindestens  eine  und  höchstens  drei,  und  im  letzteren  Falle  liegen 
die  zugehörigen  drei  „Wendestrahlen*^  der  Kegelflächc  dritter 
Ordnung  in  einer  Ebene  (Seite  101).  Liegt  der  Punkt  P  auf  einer 
Tangente  der  Raumcurve  dritter  Ordnung,  so  hat  die  Kegelfläche 
einen  „RückkehrstrahF  in  dieser  Tangente. 

50.  Zwei  einer  Raumcui-ve  A;^  dritter  Ordnung  eingeschriebene 
Dreiecke  werden  aus  einem  beliebigen  Punkte  von  Ic^  durch  zwei 
Dreikante  projicirt,  welche  einer  Kegelfläche  II.  Ordnung  einge- 
schrieben und  folglich  (vgl.  L  Abth.  Seite  122)  einer  anderen 
Kegelfläche  IL  Ordnung  umschrieben  sind.  Daraus  folgt:  Eine 
cubische  Raumcurve  und  ein  ihr  eingeschriebenes  Tetraeder  werden 
von  einer  beliebigen  Ebene  in  einem  Dreieck  und  einem  Vierseit 
geschnitten,  welche  einer  Curve  IL  Ordnung  umschrieben  sind. 

51.  Ist  einer  cubischen  Raumcurve  ein  einfaches  Siebeneck 
1 234/} 67  eingeschrieben,  so  schneiden  dessen  Kanten  die  ihnen 
gegenüberliegenden  dächen  in  den  Eckpunkten  eines  anderen  ein- 
fachen Siebenecks,  welches  dem  ersteren  um-  und  zugleich  einge- 
schrieben ist.     Z.  B.  die  Kanten  25,  34,  45  schneiden  die  resp. 
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Flächen  /5ö7,  67 1^  7 12  in  drei  Punkten,  welche  mit  dem  Punkte  7 
in  einer  Ebene  liegen,  wie  sich  sofort  ergiebt,  wenn  man  aus  7 
das  Sechseck  1234^)6  durch  ein  (Pascarsches)  Sechskant  projicirt. 

52.  Die  Hauptaxe  des  durch  eine  Raumcurve  dritter  Ord- 
nung bestimmten  Nullsystems  möge  ;,Hauptaxe  dieser  Raumcurve'' 
heissen.  Wird  die  Raumcurve  in  der  Richtung  ihrer  Hauptaxe  ver- 
schoben oder  um  die  Hauptaxe  gedreht,  so  ändert  sich  das  durch 
sie  bestimmte  Nullsystem  nicht  Das  aus  einem  beliebigen  Punkte  P 
der  Raumcurve  auf  die  Hauptaxe  gefällte  Perpendikel  liegt  in  der 
Schmiegungs-Ebene  von  P.  Ist  a  der  Abstand  der  Hauptaxe  von 
einer  beliebigen  Tangente  der  Raumcurve  und  a  der  Winkel,  welchen 
sie  mit  der  Tangente  bildet,  so  ist  das  Product  a .  tang  a  constant 

53.  Zwei  cubische  Raumcurven  k^  und  A,,  welche  fünf  Punkte 
mit  einander  gemein  haben,  können  allemal  durch  eine  geradlinige 
Fläche  zweiter  Ordnung  verbunden  werden.  Zieht  man  nämlich 
an  k^  aus  irgend  zwei  Punkten  von  k\  zwei  Sehnen  und  verbindet 
diese  mit  k'^  durch  eine  Fläche  zweiter  Ordnung,  so  geht  letztere 
auch  durch  AJ,  weil  sie  mit  k\  sieben  Punkte  gemein  hat  (Seite  151). 
Ist  die  Fläche  eine  Regelfläche,  so  besteht  ihre  eine  Regelschaar 
aus  Sehnen  von  A^  und  die  andere  aus  Sehnen  von  AJ. 

54.  Einem  räumlichen  Fünfeck  können  doppelt  unendlich 
viele  Raumcurven  dritter  Ordnung  umschrieben  werden.  Durch 
einen  beliebig  angenommenen  Punkt  geht  eine  derselben,  und  eine 
beliebige  Gerade  des  Raumes  ist  Sehne  von  einer  dieser  Raum- 
curven. Von  einer  durch  keinen  Eckpunkt  des  Fünfecks  gehenden 
Ebene  2  werden  diese  cuhischen  Raumcurven  in  Poldreiecken  eifies 
ebenen  Poltirsystems  geschnitten.  Nämlich  jede  Gerade  a  von  2 
ist  Sehne  von  einer  jener  Raumcurven  k^  und  kann  demjenigen 
Punkte  A  von  2  zugeordnet  werden,  in  welchem  k^  von  2  ausser- 
halb a  geschnitten  wird;  und  jeder  Punkt  B  von  2  liegt  auf 
einer  jener  Curven  AJ,  und  kann  der  in  2  liegenden,  nicht  durch 
B  gehenden  Sehne  6  von  AJ  zugeordnet  werden.  Wenn  aber 
a  sich  um  B  dreht,  so  muss  A  die  Gerade  6  beschreiben,  wie 
der  Satz  behauptet;  denn  A3  und  AJ  können  durch  eine  gerad- 
linige Fläche  zweiter  Ordnung  verbunden  werden  (Nr.  53),  welche 
durch  a  und  b  geht  und  auch  den  Punkt  A  enthält  —  Wenn  A 
auf  einer  Kante  des  Fünfecks  liegt,  so  zerfallt  A^  in  diese  Kante 
und  einen  in  der  gegenüberliegenden  Fläche  liegenden  Kegel- 
schnitt. Daraus  ergiebt  sich  die  folgende  Eigenschaft  von  acht 
Punkten  einer  Raumcurve  dritter  Ordnung: 
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55.  Eine  cubische  Raumcurve  und  die  zehn  Paare  gegenüber- 
liegender Elemente  (Kanten  und  Flächen)  eines  ihr  eingeschriebenen 
räumlichen  Fünfecks  werden  von  einer  durch  keinen  Eckpunkt 
des  letzteren  gehenden  Ebene  iu  einem  Poldreieck  und  zehn  Paar 
zugeordneten  Elementen  eines  ebenen  Polarsystems  geschnitten 
(vgl.  Seite  68). 

56.  Zu  einer  anderen  Eigenschaft  von  acht  Punkten  einer 
cubischen  Raumcurve  gelangen  wir  mit  Hülfe  der  Sätze  über  die 
acht  Schnittpunkte  von  drei  Flächen  zweiter  Ordnung  (Seite  151). 
Sind  von  diesen  Schnittpunkten  sechs  auf  einer  cubischen  Raum- 
curve Ä;3  beliebig  angenommen,  so  ist  durch  den  siebenten  der 
achte  völlig  bestimmt;  und  zwar  liegt  er  mit  dem  siebenten  auf 
einer  Sehne  s  von  k\  Da  s  mit  k^  durch  einen  F2 -Büschel  ver- 
bunden werden  kann,  so  wird  s  von  einer  beliebig  durch  die  sechs 
Punkte  gelegten  Fläche  zweiter  Ordnung  in  einem  Pimktenpaare 
geschnitten,  welches  mit  den  sechs  ersteren  die  acht  Schnittpunkte 
von  drei  Flächen  zweiter  Ordnung  bildet.  Alle  diese  Punktenpaare 
aber  gehören  zu  der  involutorischen  Punktreihe,  in  welcher  irgend 
ein  durch  die  sechs  Punkte  gehender  F^-Büschel  von  s  geschnitten 
wird  (Seite  159).  Daraus  ergiebt  sich  u.  A. :  Die  zehn  Paar  Gegen- 
ebenen eines  der  cubischen  Raumcurve  k^  eingeschriebenen  Sechsecks 
tcerden  von  einer  beliebigen  Sehne  der  k^  in  zehn  Punkfenpaaren 
einer  involutorischen  Punktreihe  geschnitten,  in  welchem  auch  die 
beiden  Schnittpunkte  von  k^  und  der  Sehne  einander  zugeordnet  sind. 
Dieser  Satz  erinnert  an  denjenigen  des  Desargues  (I.  Abth.  Seite  1 26). 

57.  Wenn  zwei  reciproke  Systeme  in  derselben  Ebene,  aber 
nicht  involutorisch  liegen,  so  entsprechen  jedem  Punkte  P  der 
Ebene  zwei  Gerade,  deren  Schnittpunkt  Pi  dem  Punkte  P  zu- 
geordnet werden  möge.  Beschreibt  P  eine  Gerade,  so  beschreibt 
der  zugeordnete  Punkt  Pi  im  Allgemeinen  eine  Curve  II.  Ord- 
nung. Zwischen  den  Punktsystemen  P  und  Pi  besteht  eine  geo- 
metrische Verwandtschaft  zweiten  Gerades  und  sie  liegen  involu- 
torisch. Man  beweise,  dass  die  sämmtlichen  Verbindungslinien 
Pi^i  von  je  zwei  einander  zugeordneten  Punkten  in  einem  Haupt- 
punkte sich  schneiden  und  sich  selbst  zugeordnet  sind. 

58.  Soll  zwischen  zwei  ebenen  Systemen  2  und  2i  eine 
geometrische  Verwandtschaft  zweiten  Gerades  aufgestellt  werden, 
so  können  nicht  nur  irgend  zwei  eigentliche  Dreiecke  derselben 
als  Hauptdreiecke  einander  zugeordnet  werden  (d.  h.  die  resp. 
Eckpunkte  derselben  als  Hauptpunkte),  sondern  es  kann  noch  zu 
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irgend  einem  Punkte  A  von  il  der  entsprechende  A^  von  ili  will- 
kürlich gewählt  werden.  Dadurch  ist  aber  jedem  Punkte  P  von  ^ 
der  entsprechende  Punkt  P|  von  2|  zugewiesen  (Seite  123  und  124). 

59.  Umschreibt  man  einem  Dreiecke  die  sämmtlichen  Kegel- 
schnitte, welclie  entweder  eine  gegebene  Gerade  berühren  oder 
eine  Curve  IL  Ordnung,  die  durch  zwei  Eckpunkte  des  Dreiecks  gebt, 
oder  eine  Curve  dritter  Ordnung,  welche  durch  zwei  Punkte  des 
Dreiecks  geht  und  den  dritten  zum  Doppelpunkt  hat,  oder  endlich 
eine  Curve  vierter  Ordnung,  welche  jeden  Eckpunkt  des  Dreiecks 
zum  Doppelpunkt  hat:  so  werden  je  zwei  dieser  Kegelschnitte  von 
den  übrigen  projectivisch  geschnitten.  Wird  nämlich  die  Ebene 
der  Kegelschnitte  auf  ein  anderes  ebenes  System  geometrisch  be- 
zogen, so  dass  die  drei  Hauptpunkte  der  Ebene  mit  den  Eck- 
punkten des  Dreiecks  zusammenfallen,  so  entsprechen  jenen  Kegel- 
schnitten die  sämmtlichen  Tangenten  einer  Curve  II.  Ordnung. 

60.  Wenn  von  fünf,  einem  Dreiecke  UVW  umschriebenen 
Kegelschnitten  vier  gegeben  sind,  und  der  fünfte  der  Bedingung 
genügen  soll,  dass  die  vier  ersten  ihn  in  noch  vier  harmonischen 
Punkten  schneiden,  so  umhüllt  er  im  Allgemeinen  eine  gewisse 
Curve  vierter  Ordnung,  welche  auch  die  vier  ersten  Kegelschnitte 
berührt  und  die  Eckpunkte  des  Dreiecks  U  V  W  zu  Doppelpunkten 
hat  (Nr.  59). 

61.  Besteht  zwischen  zwei  ebenen  Systemen  ^  und  £|  eine 
geometrische  Verwandtschaft  zweiten  Grades,  so  können  diejenigen 
Geraden  von  S,  welchen  in  2i  eine  Ellipse  entspricht,  leicht  von 
den  übrigen  unterschieden  werden,  welchen  eine  Parabel,  oder  eine 
Hyperbel  entspricht.  Man  suche  in  2  denjenigen  Kegelschnitt  3, 
welcher  der  unendlich  fernen  Geraden  8|  von  üj  entspricht;  einer 
beliebigen  Geraden  g  von  1  entspricht  alsdann  in  2|  eine  Ellipse, 
Parabel  oder  Hyperbel,  je  nachdem  g  mit  o  keinen  reellen  Punkt, 
einen  Punkt  oder  zwei  Punkte  gemein  hat 

62.  Jeder  Curve  IL  Ordnung,  welche  dem  Hauptdreieck 
eines  ebenen  Systems  i^  eingeschrieben  ist,  entspricht  in  dem 
quadratisch  verwandten  Systeme  2i  eine  Curve  viei^ter  Ordnung, 
welche  die  drei  Hauptpunkte  von  2|  zu  Rückkehrpunkten  (oder 
Spitzen)  hat  Die  Tangenten  an  diesen  drei  Rückkehrpmkkteu 
schneiden  sich  in  einem  Punkte;  denn  welche  drei  Geraden  ent- 
sprechen ihnen  in  2? 

63.  Wenn  eine  ebene  Curve  ?iter  Ordnung  mit  einem  Kegel- 
schnitt im  Allgemeinen  und  höchstens  2n  Punkte  gemein  hat,  so 


^ 
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lässt  sich  hieraus  mit  Leichtigkeit  der  Satz  beweisen :  Jeder  Cvrve 
n  ter  Ordnung  eines  ebenen  Systems  ü  entspi^cht  in  einem  qtiadratisch 
verwandten  Systeme  2]  eine  Cwve  2nter  Ordnung.  Geht  jedoch 
die  erste  Curve  ein  oder  mehrmals  durch  einen  Hauptpunkt  von 
2,  so  enthält  die  zweite  ebenso  oft  die  entsprechende  Hauptlinie 
von  £,,  und  zerfällt  demnach  in  diese  HaupÜinie  und  eine  Curve 
niedrigerer  Ordnung. 

64.  Wenn  zwei  quadratisch  verwandte  Ebenen  die  sämmt- 
lichen  Punkte  ihrer  Schnittlinie  entsprechend  gemein  haben,  so 
liegen  auf  der  letzteren  zwei  einander  zugeordnete  Hauptpunkte 
der  Ebeneil  (Seite  124).  Die  Verbindungslinien  entsprechender 
Punkte  werden  alsdann  von  denjenigen  beiden  Geraden  geschnitten, 
welche  die  übrigen  beiden  Paare  zugeordneter  Hauptpunkte  mit 
einander  verbinden.  Diesen  besonderen  Fall  der  geometrischen 
Verwandtschaft  hat  Steiner  (System.  Entwickelung  etc.  Seite  251 
bis  295)  mit  gewohnter  Meisterschaft  eingehend  untersucht. 
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65.  Zwei  Elemente  heissen  ;, einander  zugeordnet  bezüglich 
eines  linearen  Strahlencomplexes^,  wenn  sie  in  dem  Nullsystem, 
aus  dessen  Leitstrahlen  der  Complex  besteht,  einander  zugeordnet 
sind.  Jedem  Punkte  ist  bezüglich  des  Gomplexes  seine  durch  ihn 
gehende  Nullebene,  und  jeder  Ebene  ihr  Nullpunkt  zugeordnet. 
Eine  Gerade  ist  sich  selbst  oder  einer  anderen  Geraden  zugeordnet, 
jenachdem  sie  dem  linearen  Complexe  angehört  oder  nicht 

06.  Ein  ^yComplexbüschel*  besteht  aus  allen  linearen  Strahlen- 
complexen,  welche  durch  ein  Strahlensystem  erster  Ordnung  und 
erster  Classe  gehen;  dieses  Strahlensystem  heisst  der  ^Träger^  des 
Complexbüschels.  Durch  vier  beliebige  Strahlen,  die  nicht  auf  einer 
Fläche  zweiter  Ordnung  oder  zweiter  Classe  liegen,  geht  ein  be- 
stimmter Gomplexbüschel;  die  vier  Strahlen  bestimmen  den  Träger 
desselben.  Durch  einen  beliebigen  Strahl,  welcher  nicht  allen  Com- 
plexen des  Büschels  angehört,  geht  allemal  ein  einziger  derselben. 

67.  Ein  Complexbüschel  ist  durch  je  zwei  seiner  linearen 
Complexe  bestimmt.  Die  beiden  Axen  seines  Trägers  sind  einander 
zugeordnet  in  Bezug  auf  jeden  seiner  Complexe;  sie  sind  die  Axen 
von  zwei  „singulären^  Complexen  des  Büschels.  Jeder  dieser 
singulären  Complexe  besteht  aus  allen  Geraden,  welche  eine  der 
beiden  Axen  schneiden. 

18* 
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68.  Einer  Geraden  gf,  die  weder  dem  Träger  des  Complex- 
büschels  angehört  noch  eine  der  Axen  des  Trägers  schneidet,  sind 
bezüglich  der  Complexe  des  Büschels  die  Strahlen  einer  R^elscfaaar 
R  zugeordnet,  welche  durch  g  und  die  beiden  Axen  des  Trägers  geht 
Denn  alle  Strahlen  des  Trägers,  welche  g  schneiden,  liegen  in  einer 
Regelschaar  (Seite  78),  und  von  dieser  ist  R  die  Leitschaar.  Da  ein 
linearer  Strahlencomplex  bestimmt  ist  durch  einen  seiner  Strahlen 
und  zwei  einander  zugeordnete  Gerade,  so  ist  jeder  Strahl  der 
Regelschaar  R  der  Geraden  g  zugeordnet  in  Bezug  auf  einen  der 
Complexe  des  Büschels.  Bezüglich  eine^  singulären  Complexes 
ist  jeder  beliebigen  Geraden  g  die  Axe  desselben  zugeordnet 

69.  Die  Nullebenen  von  zwei  beliebigen  Punkten  der  Geraden 
g  bilden  zwei  zu  der  R^elschaar  R  perspectivische  und  zu  einander 
projectivische  Ebenenbüschel  L  Ordnung;  und  die  Nullpunkte  von 
zwei  durch  g  gehenden  Ebenen  bezüglich  der  linearen  Complexe 
bilden  zwei  projectivische  und  zu  R  perspectivische  Punktreihen 
I.  Ordnung.    Daraus  folgt  der  Satz: 

70.  Die  Nullebenen  beliebiger  Punkte  bezüglich  aller  Complexe 
eines  Complexbüschels  bilden  Ebenenbüschel,  und  die  Nullpunkte 
beliebiger  Ebenen  bilden  Punktreihen  erster  Ordnung,  welche  durch 
den  Complexbüschel  projectivisch  auf  einander  bezogen  sind.  Zu 
denselben  sind  auch  die  Regeischaaren  projectivisch,  welche  (Nr. 68.) 
beliebigen  Geraden  in  Bezug  auf  den  Complexbüschel  zugeordnet 
sind.  —  Von  jedem  Elementargebilde,  welches  zu  einem  jener 
Ebenenbüschel  oder  geraden  Gebilde  projectivisch  ist,  sagen  wir, 
es  sei  auf  den  Complexbüschel  projectivisch  bezogen. 

71.  Uebrigens  fallen  die  Nullebenen  eines  Punktes,  welcher 
auf  einer  Axe  des  Trägers  des  Complexbüschels  liegt,  zusammen, 
und  dasselbe  gilt  von  den  Nullpunkten  einer  Ebene,  welche  durch 
eine  der  beiden  Axen  des  Trägers  geht.  Für  die  Punkte  niid 
Ebenen  dieser  beiden  Axen  erleidet  also  der  vorhergehende  Satz 
Ausnahmen.  Wenn  eine  Gerade  g  eine  dieser  Axen  schneidet,  so 
sind  ihr  bezüglich  der  Complexe  des  Büschels  die  Strahlen  eines 
gewöhnlichen  Strahlenbüschels  zugeordnet;  derselbe  ist  zu  dem 
Complexbüschel  projectivisch,  sein  Mittelpunkt  liegt  auf  der  anderen 
Axe  des  Trägers  in  der  Ebene,  welche  die  erstere  Axe  mit  g  ver- 
bindet, und  seine  Ebene  ist  dem  Schnittpunkte  von  g  und  dieser 
ersteren  Axe  zugeordnet. 

72.  Zwei  projectivische  Complexbüschel  erzeugen  einen 
Strahlencomplex  zweiten  Gerades;  derselbe  enthält  jeden  Strahl, 
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welchen  zwei  homologe  Complexe  der  Büschel  mit  einander  gemein 
haben,  und  kann  demnach  durch  ein  Strahlensystem  erster  Ord- 
nung und  erster.  Classe  beschrieben  werden.  Alle  durch  einen 
beliebigen  Punkt  P  gehenden  Strahlen  dieses  quadratischen 
Strahlencomplexes  bilden  eine  Kegelßäche  (einen  ^Complexkegel^) 
zweiter  Ordnung;  dieselbe  wird  erzeugt  durch  die  projectivischen 
Nullebenenbüschel,  welche  dem  Punkte  P  in  Bezug  auf  die  beiden 
projectivischen  Complexbüschel  zugeordnet  sind  (Nr.  70.).  Alle  in 
einer  belieTbigen  Ebene  liegenden  Strahlen  des  quadratischen 
Complexes  bilden  einen  Strahlenbüschel  zweiter  Ordnung;  derselbe 
wird  durch  die  beiden,  der  Ebene  zugeordneten  Nullpunktreihen 
erzeugt. 

73.  Der  quadratische  Strahlencomplex  geht  durch  die  Träger 
der  beiden  ihn  erzeugenden  Complexbüschel,  weil  jeder  Strahl  dieser 
Träger  in  zwei  homologen  Complexen  der  Büschel  liegt.  '  Man 
kann  beweisen  (vgl.  Nr.  90),  dass  der  quadratische  Complex  zwei 
Schaaren  von  Strahlensystemen  erster  Ordnung  und  erster  Classe 
enthält,  ähnlich  wie  eine  Regeliläche  zwei  Schaai-en  von  Geraden, 
und  dass  jede  dieser  Schaaren  durch  zwei  projectivische  Complex- 
büschel erzeugt  werden  kann,  deren  Träger  zwei  beliebige  Strahlen- 
systeme der  anderen  Schaar  sind.  Die  Axe  eines  singulären 
Complexes  des  einen  Büschels  bildet  mit  der  Geraden,  welche  ilir 
bezüglich  des  entsprechenden  Complexes  des  andern  Büschels  zu- 
geordnet iat,  das  Axenpaar  des  Strahlensystems,  in  welchem  die 
beiden  homologen  Complexe  sich  durchdringen.  Jede  Axe  eines 
Strahlensystems  der  einen  Schaar  ist  somit  auch  Axe  eines 
Strahlensystems  der  anderen  Schaar.  Alle  Punkte  einer  solchen 
Axe  sind  ^^singuläre*'  Punkte  des  quadratischen  Strahlencomplexes, 
d.  h.  ihre  Complexkegel  zerfallen  in  je  zwei  Strahlenbüschel  erster 
Ordnung;  und  alle  Ebenen  der  Axe  sind  singulare  Ebenen  des 
quadratischen  Complexes,  indem  die  in  ihnen  liegenden  Strahlen 
desselben  je  zwei  gewöhnliche  Strahlenbüschel  bilden.  Der  Ort 
aller  singulären  Punkte  und  Ebenen  des  quadratischen  Complexes 
ist  demnach  zugleich  der  Ort  der  Axen  aller  in  dem  Complexe 
enthaltenen  Strahlensysteme  erster  Ordnung  und  erster  Classe, 
also  eine  geradlinige  Fläche.  Weiter  unten  (Nr.  85)  wird  sich 
ergeben,  dass  diese  Fläche  von  der  vierten  Ordnung  und  vierten 
Classe  ist.  Jeder  auf  ihr  liegenden  Axe  sind  zwei  andere  Axen 
zugeordnet;  durch  letztere  gehen  die  Ebenen  der  beiden  Strahlen- 
büschel,   in  welche   der   Complexkegel   eines  beliebigen   Punktes 
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jener  Axe  zerfällt  —  Der  tetraedrale  Complex  ist  ein  Specialfall 
dieses  quadratischen  Complexes. 

74.  Drei  lineare  Strahlencomplexe,  die  in  keinem  Comptex- 
büschel  liegen,  haben  im  Allgemeinen  eine  ßegelschaar  oder  bei 
besonderer  gegenseitiger  Läge  zwei  gewöhnliche  Strahlenbüschel 
mit  einander  gemein.  Wenn  sie  nämlich  irgend  drei  gemein- 
schaftliche Strahlen  a,  &,  c  haben,  so  gehen  sie  durch  alle  Strahlen 
der  Regelschaar  a6c,  oder  falls  a  und  b  sich  schneiden,  durch 
alle  Strahlen  des  Büschels  ab  und  desjenigen  zweiten  Strahlen- 
büschels I.  Ordnung,  welcher  einen  Strahl  des  ersteren  mit  c  ver- 
bindet (Seite  78).  Die  drei  Complexe  haben  nur  dann  zwei  Stralilen- 
büschel  mit  einander  gemein,  wenn  die  Axen  der  beiden  Strablen- 
systeme,  in  welchen  irgend  einer  von  ihnen  die  beiden  anderen 
durchdringt,  sich  paarweise  schneiden.  Hat  überhaupt  eines  dieser 
Strahlensysteme  reelle  Axen  t/,  v,  so  gehen  die  Complexe  durch 
alle  Strahlen,  welche  u  und  v  schneiden  und  dem  dritten  Complexe 
angehören;  woraus  wieder  der  Satz  folgt.  Nur  dann,  wenn  jene 
Axen  imaginär  sind,  ist  es  möglich,  dass  die  drei  Complexe  keinen 
reellen  Strahl  mit  einander  gemein  haben. 

75.  Wenn  drei  beliebige  lineare  Strahlencomplexe  einen  reellen 
Strahl  l  mit  einander  gemein  haben,  so  haben  sie  unendlich  viele 
Strahlen  mit  einander  gemein.  Zum  Beweise  legen  wir  durch  / 
zwei  Ebenen  a  und  ß,  und  beziehen  die  beiden  Strahlensysteme, 
in  welchen  der  erste  der  drei  Complexe  die  beiden  übrigen  durch- 
dringt, perspectivisch  auf  a.  Diese  zwei  Strahlensysteme  erster 
Ordnung  und  erster  Classe  sind  dann  auch  perspectivisch  auf  den 
Strahlenbündel  A  bezogen,  welcher  dem  ebenen  Systeme  a  bezüg- 
lich jenes  ersten  Strahlencomplexes  zugeordnet  ist  und  den  Strahl  / 
enthält.  Sie  werden  von  ß  in  zwei  zu  a  und  zu  einander  collinearen 
ebenen  Systemen  geschnitten  (Seite  78),  welche  einen  Strahlen- 
büschel A  und  folglich  noch  eine  Punktreihe  a  entsprechend 
gemein  haben;  und  jeder  die  Gerade  a  schneidende  Strahl  des 
einen  Strahlensystems  liegt  auch  in  dem  anderen,  und  ist  ein 
gemeinschaftlicher  Strahl  der  drei  Complexe. 

76.  Ein  linearer  Strahlencomplex  hat  mit  einem  Strablen- 
system  erster  Ordnimg  und  erster  Classe  entweder  keinen  reellen 
Strahl  oder  eine  Regelschaar  oder  zwei  gewöhnliche  Stralilen- 
büschel  geraein,  falls  er  nicht  durch  alle  Strahlen  des  Systems 
geht.  Vier  lineare  Strahlencomplexe,  oder  zwei  Strahlensysteme 
erster  Ordnung  und  erster  Classe,  oder  ein  linearer  Complex  und 
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eine  Regelschaar  haben  im  Allgemeinen  höchstens  zwei  Strahlen 
mit  einander  gemein  (Nr.  74). 

77.  Drei  lineare  Strahlencomplexe,  die  nicht  in  einem  Com- 
plexbüschel  liegen,  bestimmen  einen  durch  sie  gehenden  ^Complex- 
bündel^.  Zu  demselben  gehört  der  Complexbüschel,  welcher  irgend 
zwei  von  den  drei  Complexen  verbindet,  sowie  jeder  lineare  Complex, 
der  mit  einem  Gomplexe  dieses  Büschels  und  dem  dritten  gegebenen 
Complexe  in  einem  Complexbüschel  liegt.  Ausserdem  rechnen  wir 
zu  dem  Complexbündel  alle  Strahlensysteme  erster  Ordnung  und 
erster^ Classe,  in  welchen  je  zwei  Complexe  des  Bündels  sich  durch- 
dringen. Der  ;,Träger^  des  Complexbündels  ist  im  Allgemeinen 
eine  reelle  oder  imaginäre  Regelschaar,  durch  welche  alle  Complexe 
und  Strahlensysteme  des  Bündels  gehen;  in  besonderen  Fällen 
besteht  er  aus  zwei  Strahlenbüscheln  I.  Ordnung.  Die  Leitstrahlen 
des  Trägers  sind  die  Axen  der  singulären  Complexe  des  Bündels. 

78.  Einer  Geraden  ^,  die  weder  dem  Träger  des  Complex- 
bündels angehört  noch  ein  Leitstrahl  dieses  Trägers  ist,  sind  bezüg- 
lich der  Complexe  des  Bündels  die  Strahlen  eines  Strahlensystems 
erster  Ordnung  und  erster  Classe  zugeordnet;  dasselbe  geht  durch  g 
und  die  drei  Geraden,  welche  der  Geraden  g  bezüglich  der  drei 
zuerst  angenommenen  Complexe  zugeordnet  sind  (Nr.  68),  und  ist 
durch  diese  vier  Geraden  oder  durch  beliebige  vier  andere  von 
seinen  Strahlen  bestimmt  (Seite  80).  Die  Nullpunkte  von  zwei  be- 
liebig durch  g  gelegten  Ebenen  bezüglich  aller  Complexe  des 
Bündels  bilden  zwei  zu  dem  Strahlensysteme  perspectivische  und 
folglich  zu  einander  coUineare  ebene  Systeme;  ebenso  bilden  die 
Nullebenen  beliebiger  Punkte  von  g  coUineare  Strahlenbündel,  welche 
zu  dem  Strahlensysteme  pefspectivisch  sind.   Daraus  folgt  der  Satz: 

79.  Die  Nullpunkte  beliebiger  Ebenen  bezüglich  aller  Com- 
plexe eines  Complexbündels  bilden  ebene  Systeme,  und  die  Null- 
ebenen beliebiger  Punkte  bilden  Strahlenbündel,  welche  durch  den 
Complexbündel  projectivisch,  d.  h.  collinear  oder  reciprok  auf  ein- 
ander bezogen  sind.  Zu  denselben  sind  auch  die  Strahlensysteme 
erster  Ordnung  und  erster  Classe  projectivisch,  welche  beliebigen 
Geraden  in  Bezug  auf  den  Complexbündel  zugeordnet  sind.  — 
Von  jedem  Gebilde  zweiter  Stufe,  welches  zu  einem  jener  ebenen 
Systeme  oder  Strahlenbündel  projectivisch  ist,  wollen  wir  sagen, 
es  sei  zu  dem  Complexbündel  projectivisch. 

80.  Das  von  den  Nullpunkten  einer  beliebigen  Ebene  ge- 
bildete ebene  System  ist  auf  den  Complexbündel  projectivisch  so 
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bezogen,  dass  jedem  Punkte  desselben  ein  Complex  des  Bündels 
entspricht,  jeder  Punktreihe  erster  Ordnung  ein  Complcxbüschel, 
und  jeder  Geraden  als  Träger  einer  Punktreihe  ein  Strahlensystem 
des  Bündels  als  Träger  des  entsprechenden  Complexbüschels.  Eine 
beliebige  Gerade  der  Ebene  liegt  allemal  in  dem  ihr  entsprechenden 
Strahlensysteme  des  Complexbündels,  und  zwei  beliebige  Ebenen 
werden  gerade  so  wie  vorhin  coUinear  auf  einander  bezogen^ 
wenn  je  zwei  Strahlen,  die  sie  mit  einem  Sti-ahlensysteme  des 
Complexbündels  gemein  haben,  einander  zugewiesen  werden. 

81.  De^  Complexbündel  enthält  (Nr.  80)  alle  Complexbüschel, 
welche  durch  je  zwei  seiner  Complexe  gehen;  er  ist  durch  be- 
liebige drei  seiner  Complexe,  die  in  keinem  Büschel  liegen,  ebenso 
bestimmt,  wie  durch  die  zuerst  angenommenen  drei  Complexe; 
zwei  seiner  Complcxbüschel  haben  allemal  einen  Complex  mit 
einander  gemein,  und  zwei  seiner  Strahlensysteme  können  allemal 
durch  einen  linearen  Complex  verbunden  werden.  Durch  jeden  Strahl 
des  Raumes  geht  ein  Strahlensystem  des  Complexbündels;  durch 
zwei  beliebige  Strahlen  geht  ein  Complex  des  Bündels,  und  zwar  ist 
derselbe  durch  die  beiden  Strahlen  im  Allgemeinen  völlig  bestimmt. 

82.  Die  Punkte  resp.  Ebenen,  welche  beliebigen  Punkten  oder 
Ebenen  bezüglich  der  in  einem  Complexbündel  enthaltenen  Strahlen- 
systeme conjugirt  sind,  bilden  collineare  ebene  Systeme  resp.  Strahlen- 
bündel.   Den  Beweis  dieses  Satzes  unterdrücken  wir  der  Kürze  wegen. 

83.  Zwei  Complexbündel  heissen  reciprok,  wenn  bezüglich 
derselben  einer  und  folglich  (Nr.  79)  jeder  beliebigen  Ebene  zwei 
rcciproke  Systeme  von  Nullpunkten  zugeordnet  sind,  also  auch 
jedem  Punkte  zwei  reciproke  Bündel  von  Nullebenen.  Jedem 
Complexe  des  einen  Complexbündels  entspricht  dann  ein  Strahlen- 
system erster  Ordnung  und  erster  Classe  des  andern;  jedem 
Complexbüscliel,  welcher  durch  ein  Strahlensystem  des  einen 
Bündels  geht,  entspricht  ein  Büschel  von  Strahlensystemen,  welcher 
in  dem  zugehörigen  Complexe  des  andern  liegt. 

84.  Zwei  reciproke  Complexbündel  erzeugen  einen  Strahlen- 
complex  zweiten  Grades.*)  Dieser  quadratische  Complex  geht 
durch  jeden  Strahl,  welchen  irgend  ein  Complex  des  einen  Bündels 
mit  dem  entsprechenden  Strahlensystem  des  andern  gemein  hat; 

*)  Dass  jeder  quadratische  Strahlencomplex  auf  unendlich  Viele  Arten 
durch  zwei  reciproke  Coniplexhündel'  erzengt  werden  kann,  hat  zncret  Herr 
Frdr.  Schur  in  seiner  Inaugural- Dissertation  („Geometrische  Üntersachimgen 
über  Strahlencomplexc  1.  und  2.  Grades",  Berlin  1879)  bewiesen. 
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er  geht  folglich  auch  durch  die  Träger  der  reciproken  Complex- 
bündel  und  kann  durch  eine  Regelschaar  beschrieben  werden. 
Alle  in  einer  beliebigen  Ebene  liegenden  Sti'ahlen  des  quadratischen 
Complexes  bilden  einen  Strahlenbüschel  zweiter  Ordnung  (Seite  61), 
und  alle  durch  einen  beliebigen  Punkt  gehenden  Strahlen  desselben 
bilden  eine  Eegelfläche  zweiter  Ordnung,  den  „Complexkegel"  des 
Punktes.  Singulare  Punkte  und  Ebenen  des  quadratischen  Strahlen- 
complexes  sind  solche,  deren  Gomplexkegel  resp.  Complexstrahlen- 
büschel  in  zwei  gewöhnliche  Strahlenbüschel  zerfallen. 

85.  Durch  eine  beliebige  Gerade  g  gehen  im  Allgemeinen 
höchstens  vier  singulare  Ebenen,  und  auf  ihr  liegen  im  Allgemeinen 
höchstens  vier  singulare  Punkte  des  quadratischen  Strahlencom- 
plexes.  Nämlich  die  Gomplexkegel  von  drei  beliebigen  Punkten 
der  Geraden  g  schneiden  sich  im  Allgemeinen  in  höchstens  acht 
Punkten;  die  Ebenen  aber,  welche  diese  acht  Punkte  mit  g  verbinden, 
sind  singulare  Ebenen  des  quadratischen  Complexes,  weil  von  den 
in  ihnen  liegenden  Complexstrahlen  je  drei  durch  jene  Punkte 
gehen,  und  sie  fallen  paarweise  zusammen,  weil  in  einer  singulären 
Ebene  zwei  Büschel  von  Complexstrahlen  liegen.  Auf  analoge 
Art  beweist  man  den  zweiten  Theil  des  Satzes. 

86.  Vier  lineare  Strahlencomplexe,  die  nicht  in  einem  Complcx- 
bündel  liegen,  bestimmen  ein  durch  sie  gehendes  ;,Complexgebüsch^. 
Zu  demselben  gehört  der  Complexbündel,  welcher  irgend  drei  der 
vier  Complexe  verbindet,  sowie  jeder  lineare  Complex,  welcher 
mit  irgend  zwei  Complexen  dieses  Bündels  und  dem  vierten  ge- 
gebenen Complexe  in  einem  Complexbündel  liegt.  Ausserdem 
rechnen  wir  zu  dem  Complexgebüsche  alle  Strahlensysteme  und 
Regeischaaren,  in  welchen  je  zwei  resp.  drei  Complexe  des  Ge- 
büsches sich  durchdringen.  Wenn  die  vier  ersten  Complexe  zwei 
Strahlen  mit  einander  gemein  haben,  so  besteht  das  Complex- 
gebüsch  aus  allen  durch  diese  beiden  Strahlen  gehenden  linearen 
Strahlencomplexen,  Regeischaaren  und  Strahlensystemen  erster 
Ordnung  und  erster  Classe.  Die  beiden  Strahlen  bilden  den ;, Träger^ 
des  Complexgebüsches ;  wenn  sie  sich  schneiden,  so  ist  das  Gebüsch 
ein  singuläres  und  hat  den  durch  sie  gehenden  Strahlcubüschel 
I.  Ordnung  zum  Träger. 

87.  Das  Complexgebüsch  enthält  (Nr.  86)  alle  Complexbüschel, 
welche  durch  je  zwei,  und  folglich  auch  alle  Complexbündel, 
welche  durch  je  drei  seiner  Complexe  bestimmt  sind;  wie  durch 
die  vier  zuerst  angenommenen,   so   ist  es   durch  je  vier   seiner 
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Complexe  bestimmt,  die  in  keinem  Complexbündel  liegen.  Zwei 
resp.  drei  beliebige  Complexbündel  des  Gebüsches  haben  allemal 
einen  Complexbüschel  resp.  einen  linearen  Complex  mit  einander 
gemein;  der  letztere  geht  durch  die  Träger  der  drei  Bündel. 
Drei  beliebige  Regeischaaren  des  Gebüsches  können  folglich  durch 
einen  linearen  Complex  desselben  verbunden  werden.  Durch  jeden 
Strahl  des  Raumes  geht  eine  Regelschaar  des  Gebüsches;  zwei  be- 
liebige Strahlen  können  durch  ein  Strahlensystem  und  drei  Strahlen 
können  durch  einen  Complex  des  Gebüsches  verbunden  werden,  wel- 
cher durch  die  drei  Strahlen  im  Allgemeinen  völlig  bestimmt  ist 

88.  Einer  Geraden  gr,  die  mit  dem  Träger  des  Complex- 
gebüsches  keinen  Punkt  gemein  hat,  sind  bezüglich  der  Complexe 
desselben  die  Strahlen  eines  linearen  Complexes  zugeordnet;  derselbe 
geht  durch  g  und  ist  bestimmt  durch  g  und  die  vier  Strahlen,  welche 
der  Geraden  g  in  Bezug  auf  vier  beliebige  Complexe  des  Gebüsches 
zugeordnet  sind  (Seite  72;  vgl.  Nr.  78).  Die  beiden  linearen 
Complexe,  welche  zwei  verschiedenen  Geraden  hinsichtlich  des 
Gebüsches  zugeordnet  sind,  haben  die  Axen  aller  singulären  Com- 
plexe des  Gebüsches  mit  einander  gemein  (Nr.  68) ;  diese  Axen 
bildeu  demnach  ein  Strahlensystem  erster  Ordnung  und  erster  Classe, 
und  der  Träger  des  Complexgebüsches  besteht  aus  den  beiden  reellen 
oder  imaginären  Axen  dieses  Strahlensystems.  Zugleich  ei^ebt 
sich:  Vier  lineare  Strahlencomplexe  haben  im  Allgemeinen  zwei 
reelle  oder  conjugirt- imaginäre  Strahlen  mit  einander  gemein. 

80.  Das  Complexgebüsch  kann  auf  ein  räumliches  System  Z 
coUinear  bezogen  werden,  sodass  jedem  Complexe  desselben  eine 
Ebene  von  ^  entspricht,  jedem  Complexbüschel  ein  zu  ihm  projec- 
tivischer  Ebenenbüschel  erster  Ordnung,  jedem  Complexbündel 
und  dessen  Träger  ein  Strahlenbündel  und  dessen  Mittelpunkt 
Und  zwar  kann  man  zu  dem  Behufe  zwei  beliebige  Complex- 
bündel des  Gebüsches  in  der  oben  (Nr.  79)  angegebenen  Weise 
projectivisch  auf  zwei  Strahlenbündel  von  2  beziehen,  sodass  jedem^ 
gemeinschaftlichen  Complexe  der  ersteren  eine  gemeinschaftliche 
Ebene  der  letzteren  ent>pricht;  die  collineare  Beziehung  ist  da- 
durch völlig  festgelegt  (vgl.  Seite  21V  —  Auch  der  lineare  Strahlen- 
complex,  welcher  in  Bezug  auf  das  Complexgebüsch  einer  beliebigen 
Geraden  (7  zugeordnet  ist  wird  dadurch  auf  3!  projectivisch  bezogen; 
und  zwar  eutspricht  jedem  Strahle  de>selben  eine  Ebene  von  ^, 
und  umgekehrt,  dem  Strahle  g  jedoch  entsprechen  alle  Ebenen 
eines  Ebeneubüschels  von  ^. 
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90.  Jeder  Ebene  von  2  entspricbt  in  dem  Complexgebüsche 
ein  linearer  Complex,  jeder  Geraden  von  1  ein  Stralilensystem 
erster  Ordnung  und  erster  Classe,  und  einem  beliebigen  Punkte 
von  1  im  Allgemeinen  eine  ßegelschaar.  Alle  Regeischaaren  des 
Gebüsches,  welche  den  Punkten  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  von  2 
entsprechen^  liegen  in  einem  quadratischen  Strahlencomplex;  wie 
die  Fläche  durch  reciproke  Strahlenbündel,  so  kann  dieser 
quadratische  Complex  durch  reciproke  Gomplexbündel  erzeugt 
werden.  Die  beiden  Strahlen,  welche  die  Gomplexe  des  Gebüsches 
miteinander  gemein  haben,  sind  Doppelstrahlen  dieses  quadratischen 
Complexes.  Hieher  gehört  auch  der  durch  zwei  projectivische 
Complexbüschel  erzeugte  quadratische  Complex  (Nr.  72) ;  denn  zwei 
Complexbüschel  können  allemal  durch  ein  Complexgebüsch  ver- 
bunden werden.  —  Den  singulären  Complexen  des  Gebüsches  ent- 
sprechen im  räumlichen  Systeme  2  die  Berührungs- Ebenen  einer 
Fläche  zweiter  Classe,  w^eil  in  einem  Complexbüschel  im  All- 
gemeinen höchstens  zwei  singulare  Complexe  enthalten  sind  (Nr.  67). 


Das  F^- Gebfisch.    Fläehen  vierter  Ordnung. 

91.  Ich  entlehne  der  analytischen  Geometrie  den  folgenden 
Satz,  von  welchem  mir  ein  einfacher  synthetischer  Beweis  nicht 
bekannt  ist:  ;,Wenn  eine  Curve  vierter  Ordnung  mit  einem  Kegel- 
schnitt mehr  als  acht  Punkte  gemein  hat,  so  zerfällt  sie  in  diesen 
und  einen  zweiten  Kegelschnitt.^  Das  l''^- Gebüsch  ü,  von  welchem 
in  den  folgenden  Nummern  die  Rede  ist,  denke  ich  mir  in  der 
früher  (Seite  235)  angegebenen  Weise  projectivisch  auf  ein  räum- 
liches System  2|  bezogen. 

92.  Einem  Kegelschnitt  des  t"^- Gebüsches  2  entspricht  in  dem 
räumlichen  Systeme  Sj  entweder  eine  ebene  Curve  vierter  Ordnung 
(Seite  242),  oder  eine  Raumcurve  vierter  Ordnung  zweiter  Species 
(vgl.  Seite  228).  Nämlich  diese  Curve  hat  mit  einer  beliebigen 
Ebene  von  2i  höchstens  vier  Punkte  gemein,  weil  der  Kegelschnitt 
die  entsprechende  Fläche  des  i^- Gebüsches  in  höchstens  vier 
Punkten  schneidet.  Legen  wir  im  Falle  der  Raumcurve  durch 
beliebige  neun  Punkte  derselben  eine  Fläche  Lf  zweiter  Ordnung,  so 
entspricht  dieser  in  2  eine  Fläche  L^  vierter  Ordnung;  und  weil 
letztere  mit  dem  Kegelschnitt  mehr  als  acht  Punkte  gemein  hat, 
so  wird  sie  von  der  Ebene  desselben  in  diesem  und  in  noch  einem 
zweiten  Kegelschnitt  getroflfen.    Durch  die  Raumcurve  vierter  Ord- 
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nung  geht  folglich  diese  eine  Fläche  L\  zweiter  Ordnong;  dieselbe 
schneidet  die  Steiner'sche  Fläche  von  2j,  welche  der  Ebene  der 
beiden  Kegelschnitte  entspricht,  in  noch  einer  zweiten  Raomcurre 
vierter  Ordnung  zweiter  Species. 

93.  Einem  Kegelschnitt  des  räumlichen  Systems  ^|  entspricht 
im  ^"2, Gebüsche  5!  eine  Raumcurve  achter  Ordnung,  durch  welche 
eine  Fläche  des  Gebüsches  geht  Denn  jede  Steiner'sche  däche 
von  ü|,  welche  einer  Ebene  von  2t!  entspricht,  hat  mit  dem  Kegel- 
schnitt höchstens  acht  Punkte  gemein,  wenn  derselbe  nicht  ganz 
auf  ihr  liegt  (Nr.  91). 

94.  Einer  Fläche  vierter  Ordnung  von  2|  entspricht  in  dem 
i^- Gebüsche  5!  eine  Fläche  achter  Ordnung;  einer  Fläche  II.  Ord- 
nung von  y.  entspricht  in  ^|  entweder  eine  Ebene  oder  eine  Fläche 
achter  Ordnung. 

95.  Den  Punkten  einer  beliebigen  Geraden  des  Gebüsches 
1'  sind  (Nr.  93)  die  Punkte  einer  Raumcurve  siebenter  Ordnung 
assocürt,  welche  mit  der  Geraden  durch  eine  Fläche  II.  Ordnung 
verbunden  werden  kann.  Ist  jedoch  die  Gerade  ein  Hauptstrahl 
von  ü,  so  sind  ihren  Punkten  diejenigen  einer  Raumcurve  dritter 
Ordnung  assocürt,  von  welcher  die  Gerade  eine  Sehne  ist 

96.  Den  Punkten  einer  beliebigen  Ebene  sind  im  /^-Gebüsche 
5)  die  Punkte  einer  Fläche  siebenter  Ordnung  associirt  (Nr.  94). 
Die  Fläche  geht  durch  alle  Hauptstrahlen  der  Ebene,  deren  es 
nach  Seite  241  mindestens  einen  und  höchstens  drei  giebt,  und 
schneidet  sich  selbst  in  den  Raumcurven  dritter  Ordnung,  welche 
diesen  Hauptstrahlen  associirt  sind.  Sie  enthält  doppelt  unendlich 
viele  Raumcurven  siebenter  Ordnung  (Nr.  95);  dieselben  liegen 
paarweise  auf  Flächen  II.  Ordnung,  welche  von  der  gegebenen 
Ebene  in  je  zwei  Geraden  geschnitten  werden.  Die  gegebene  Ebene 
wird  von  der  Kemfläche  des  Gebüsches  in  einer  Curve  vierter  Ord- 
nung geschnitten,  welche  auch  auf  der  Fläche  siebenter  Ordnung 
liegt;  denn  jeder  Punkt  der  Kernfläche  fällt  mit  einem  seiner 
associirten  zusammen. 

97.  Alle  Punkte  einer  Ebene,  welche  in  einer  zweiten  ge- 
gebenen Ebene  associirte  Punkte  besitzen,  liegen  auf  einer  Curve 
siebenter  Ordnung  (Nr.  95  oder  96). 

98.  Wenn,  wie  wir  jetzt  annehmen  wollen,  die  Flächen  des 
/'^2- Gebüsches  2!  einen  Punkt  A  mit  einander  gemein  haben,  so 
sind  den  Punkten  einer  durch  A  gehenden  Geraden  die  Punkte 
einer  Raumcurve  dritter  Ordnung  associirt,  von  welcher  die  Gerade 


^ 
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eine  Sehne  ist;  ebenso  ist  einer  durch  A  gehenden  Ebene  9  eine 
Iläche  fünfter  Ordnung  associirt,  welche  durch  eine  Raumcurve 
dritter  Ordnung  beschrieben  werden  kann.  Diese  Fläche  fünfter 
Ordnung  hat  mit  der  Ebene  9  deren  nicht  durch  A  gehenden 
Hauptstrahl  u  gemein,  sowie  deren  Schnittlinie  mit  der  Kern- 
fläche K^  des  Gebüsches;  sie  geht  zweimal  durch  diejenige  Raum- 
curve dritter  Ordnung,  welche  dem  Hauptstrahle  u  associirt  ist 
und  auch  den  Punkt  A  enthält. 

99.  Einer  Fläche  LJ  zweiter  Ordnung  von  2]  entspricht  im 
Flächengebüsch  2  eine  Pläche  L*  vierter  Ordnung,  von  welcher  A 
ein  Knotenpunkt  ist.  In  diesem  Knotenpunkt  A  hat  die  Fläche  FJ 
unendlich  viele  Berührungs- Ebenen;  und  zwar  umhüllen  dieselben 
eine  Kegelfläche  zweiter  Ordnung,  weil  ihnen  in  der  Ebene  «i  (nach 
Seite  245)  die  Tangenten  des  Kegelschnittes  entsprechen,  welchen 
«1  mit  L]  gemein  hat.  Zerfällt  dieser  Kegelschnitt  in  zwei  Gerade, 
so  wird  der  Knotenpunkt  ein  sogenannter  ^biplanarer^  mit  nur 
zwei  BerührungSrEbenen. 

100.  Im  Folgenden  werden  wir  häufig  den  Satz  benutzen: 
^Wenn  zwei  Flächen  IL  Ordnung  sich  in  einer  Curve  tj2  IL  Ord- 
nung schneiden,  so  liegen  alle  übrigen  gemeinschaftlichen  Punkte 
derselben  auf  einem  zweiten  Kegelschnitt.^  Wenn  nämlich  ausser- 
halb 7j2  noch  gemeinschaftliche  Punkte  existiren,  so  verbinden  wir 
irgend  drei  derselben  i4,  5,  C  durch  eine  Ebene.  Dieselbe  schneidet 
die  Ebene  von  r^^  in  einer  Geraden,  welche  entweder  den  Kegel- 
schnitt T^2  berührt,  oder  deren  Punkte  durch  t]2  und  folglich  durch 
jede  der  beiden  Plächen  IL  Ordnung  involutorisch  gepaart  sinc^. 
Im  ersteren  Falle  ergiebt  sich  der  Satz  aus  Seite  63,  im  letzteren 
aus  Seite  150  der  I.  Abtheilung.  Der  zweite  Kegelschnitt  kann 
übrigens  ebenso  wie  der  erste  r^'^  in  zwei  Gerade  zerfallen,  oder 
sich  auf  eine  einzige  Gerade  reduciren. 

101.  Betrachten  wir  noch  den  besonderen  Fall  des  F^-Ge- 
büsches  2,  in  welchem  alle  Flächen  desselben  fünf  und  folglich 
alle  Punkte  eines  Kegelschnittes  r{^  mit  einander  gemein  haben. 
Einer  beliebigen  Geraden  des  räumlichen  Systems  ilj  entspricht 
alsdann,  abgesehen  vom  Kegelschnitt  r^^,  nur  ein  Kegelschnitt,  in 
2,  und  einem  Punkte  von  2i  entsprechen  nur  zwei  associirte 
Punkte  von  2  (Nr.  100).  Ist  ferner  Yi  der  Punkt  von  2j ,  welcher 
einem  beliebigen,  mit  t]2  in  einer  Ebene  liegenden  Punkte  von  2 
entspricht,  so  muss  F|  allen  Punkten  der  Ebene  r^  entsprechen; 
deun  jeder  durch  F|  gehenden  Ebene  von  2|  entspricht  in  2  eine 
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Fläche  IL  Ordnung,  welche  in  die  Ebene  7,2  und  eine  zweite  Ebene 
zerfällt.  Jeder  durch  Fj  gehenden  Geraden  si  entspricht  folglieh, 
abgesehen  von  der  Ebene  tj^,  nur  ein  Hauptstrahl  s  von  ^,  dessen 
Punkte  paarweise  associirt  und  dadurch  involutorisch  gepaart  sind, 
und  je  zwei  dieser  Hauptstrahlen  liegen  in  einer  Ebene,  welcher 
eine  durch  F|  gehende  Ebene  entspricht 

102.  Die  sämmtlichen  Hauptstrahlen  s  des  Gebüsches  Z, 
welche  den  Strahlen  des  Punktes  Fi  entsprechen,  schneiden  sich 
in  einem  und  demselben  Punkte  Y.  Denn  dieselben  schneiden 
sich  paarweise,  ohne  jedoch  alle  in  einer  Ebene  zu  liegen.  Die 
einander  entsprechenden  Strahlenbündel  Y  und  Y^  sind  collinear 
auf  einander  bezogen,  und  der  Punkt  Y  entspricht  dem  Punkte 
Fl,  ist  also  jedem  Punkte  der  Ebene  T|2  associirt 

103.  Durch  den  Punkt  F  geht  die  Ebene  jedes  Kegelschnittes 
7  2,  welcher  einer  beliebigen  Geraden  g^  des  i:äumlichen  Systems 
1',  entspricht.  Daraus  folgt:  ^Wenn  vier  Flächen  II.  Ordnung 
einen  Kegelschnitt  tj^  mit  einander  gemein  haben,  so  gehen  die 
Ebenen  der  übrigen  sechs  Kegelschnitte,  in  denen  sie  ausserdem 
paarweise  sich  schneiden,  durch  einen  und  denselben  Punkt  F.* 
Einem  Punkte  P|  von  gi  entspricht  in  7*  ein  Paar  associirter 
Punkte  oder  ein  sich  selbt  associirter  Punkt  oder  gar  kein  reeller 
Punkt,  je  nachdem  der  Hauptstrahl  von  F,  welcher  dem  Strahle 
F,P,  entspricht,  den  Kegelschnitt  7^  jn  2^ei  Punkten  schneidet, 
in  einem  Punkte  berührt  oder  gar  nicht  trifft.  Die  sämmtlichen 
Punkte  von  i|,  welchen  im  Gebüsche  il  je  ein  sich  selbst  asso- 
ciirter Punkt  entspricht,  liegen  auf  einer  Fläche  K]  zweiter  Ord- 
nung; denn  jede  Gerade  gi  enthält  höchstens  zwei  solche  Punkte, 
weil  an  den  entsprechenden  Kegelschnitt  7^  aus  dem  Punkte  V 
höchstens  zwei  Tangenten  gezogen  werden  können. 

104.  Jede  Gerade  x,  welche  dem  Kegelschnitt  t,*  in  einem 
Punkte  X  begegnet,  ist  (Seite  244)  ebenfalls  ein  Hauptstrahl  des 
Gebüsches  S;  doch  sind  ihre  Punkte  nicht  durch  Association  in- 
volutorisch gepaart,  sondern  die  Gerade  x  ist  auf  die  entsprechende 
Gerade  a?|  von  Z|  projectivisch  bezogen,  und  ihren  Punkten  sind 
diejenigen  eines  anderen  Hauptstrahles  z  associirt  Die  Gerade  z 
begegnet  ebenfalls  dem  Kegelschnitt  t,^  in  einem  Punkte;  sie 
bildet  mit  x  zusammen  den  Kegelschnitt,  welcher  der  Geraden  xi 
von  £|  entspricht,  liegt  also  mit  x  in  einer  durch  F  gehenden 
Ebene  und  schneidet  x  in  einem  sich  selbst  associirten  Punkte. 
Geht  die  Gerade  x  auch  durch  den  Punkt  F,  so  fällt  z  mit  ihr 


Das  J5^- Gebüsch.  287 

zusammen;  alsdann  ist  der  Punkt  X  jedem  anderen  Punkte  von 
X  associirt,  und  jedem  Punkte  von  sc,  entspricht  der  Punkt  X 
und  noch  ein  einziger  anderer  Punkt  des  Hauptstrahles  x.  Der 
letzte  Satz  von  Nr.  101  erleidet  demnach  folgende  Ausnahme: 

105.  In  jedem  Hauptstrahle  s  von  2,  welcher  den  Punkt  Y 
mit  einem  Punkte  X  des  Kegelschnittes  r^2  verbindet,  sind  dem 
Punkte  X  alle  übrigen  Punkte  associirt;  die  Gerade  s  ist  projec- 
tivisch  zu  der  entsprechenden  Geraden  s^  von  2|,  aber  alle  Punkte 
der  letzteren  entsprechen  zugleich  dem  Punkte  X  —  Wir  wollen 
fortan  mit  H^  die  Kegelfläche  IL  Ordnung  bezeichnen,  durch  welche 
der  Kegelschnitt  r^^.  aus  dem  Punkte  Y  projicirt  wird,  und  mit 
H^^  die  entsprechende  Kegelfläche  des  Bündels  y,. 

106.  Die  Kegelschnitte  von  2|,  welche  (Seite  239)  den  Ge- 
raden von  ü  entsprechen,  haben  den  Punkt  Yi  mit  einander  ge- 
mein. Einer  nicht  durch  Y  gehenden  Ebene  ^  von  2  entspricht 
(Seite  249)  in  li  eine  durch  Yi  gehende  Regel-,  Kegel-  oder  nicht 
geradlinige  Fläche  F]  zweiter  Ordnung,  jenachdem  die  Ebene  9  mit 
dem  Kegelschnitt  rj2  zwei  Punkte,  einen  oder  keinen  Punkt  gemein 
hat.  Jedem  Punkte  von  F]  entspricht  in  <p  ein  einziger  Punkt, 
und  nur  dem  Punkte  Yi  eine  Gerade;  jedem  Kegelschnitt  von  FJ 
entspricht  in  tp  ein  zu  ihm  projectivischer  Kegelschnitt,  wenn  er 
nicht  durch  F|  geht,  sonst  eine  Gerade. 

107.  Alle  Punkte  einer  Ebene  cj,  welche  in  einer  anderen 
Ebene  ^  associirte  Punkte  besitzen,  liegen  im  Allgemeinen  auf 
einem  Kegelschnitt  Den  Ebenen  9  und  ^  von  i;  entsprechen 
nämlich  im  räumlichen  Systeme  SIj  zwei  Flächen  II.  Ordnung; 
dieselben  haben  eine  durch  Yi  gehende  Curve  II.  Ordnung  gemein, 
welche  der  Geraden  ^^  entspricht,  und  folglich  im  Allgemeinen 
noch  einen  zweiten  Kegelschnitt  k]  (Nr.  100).  Dem  Kegelschnitt 
JkJ  entsprechen  in  9  und  «}  zwei  einander  associirte  Kegelschnitte; 
dieselben  biegen  auf  derjenigen  Fläche  IL  Ordnung  von  2,  welche 
der  Ebene  von  ftj  entspricht. 

108.  Einer  nicht  durch  Y  gehenden  Ebene  9  ist  (Nr.  107) 
im  Gebüsche  2  eine  Fläche  IL  Ordnung  associirt,  welche  durch 
Y  und  den  Kegelschnitt  r^^  geht.  Alle  sich  selbst  associirten 
Punkte  von  9  liegen  folglich  auf  einem  Kegelschnitt,  und  alle  sich 
selbst  associirten  Punkte  des  Gebüsches  ü  müssen  auf  einer  Fläche 
A'2  zweiter  Ordnung  liegen,  welche  im  Kegelschnitt  r^  von  der 
Kegelfläche  IP  berührt  wird.  Die  Fläche  K^  ist  die  Kernfläche 
des   Gebüsches    und    auf  ihr   liegen    die   Mittelpunkte    aller   im 
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Gebüsch  enthaltenen  Kegelflächen  IL  Ordnung.  Dieser  Kernfläche 
entspricht  in  ^j  wiederum  eine  Fläche  Ä'J  zweiter  Ordnung  (Nr.  103). 
Je  zwei  associirte  Punkte  liegen  mit  Y  auf  einer  Geraden,  und 
sind,  wenn  letztere  die  Fläche  K^  schneidet,  durch  K^  harmonisch 
getrennt.  Oflfenbar  sind  wir  hier  zu  derselben  involutorischen 
Beziehung  zwischen  den  Punkten  des  unendlichen  Raumes  gelangt^ 
welche  schon  in  Nr.  21  aufgestellt  wurde. 

109.  Einer  beliebigen  Geraden  ist  (Nr.  108)  im  Gebüsche  2 
ein  durch  Y  gehender  Kegelschnitt  associirt,  einem  beliebigen 
Kegelschnitt  fc2  aber  eine  ebene  oder  eine  Raumcurve  k^  vierter 
Ordnung,  jenachdem  42  mit  y  {^  einer  Ebene  liegt  oder  nicht 
Der  Punkt  Y  ist  ein  Doppelpunkt  von  k^  und  den  beiden  Schnitt- 
punkten von  42  und  der  Ebene  -r^  associirt  Ist  &*  eine  Raum- 
curve  vierter  Ordnung,  so  schneiden  sich  in  ihr  die  Kegelfläche 
Yk'^  und  die  Fläche  IL  Ordnung,  welche  der  Ebene  von  Jfe*  asso- 
ciirt ist;  sie  ist  also  von  der  ersten  Species. 

110.  Wenn  ein  Kegelschnitt  k'^  mit  der  Curve  tj2  in  einer 
Fläche  IL  Ordnung  liegt,  so  ist  ihm  nicht  eine  Curve  vierter  Ord- 
nung, sondern  ein  zu  ihm  projectivischer  Kegelschnitt  associirt 
Nämlich  der  Ebene  von  2|,  welche  von  irgend  drei  Punkten  A^ 
-ß,  C  von  Ä;2  die  entsprechenden  enthält,  entspricht  im  Gebüsche 
2  eine  Fläche  IL  Ordnung,  welche  durch  Tj2  und  -4,  jB,  C\  also 
auch  durch  ifc2  geht  (Nr.  100).  Und  diese  Fläche  IL  Ordnung  wird 
von  der  Kegelfläche  Yk'^  zum  zweiten  Male  in  dem  zu  Jk*  associirten 
Kegelschnitt  getroffen.  Für  den  Fall,  dass  die  Ebene  von  X;- 
durch  den  Punkt  Fgeht,  ergiebt  sich  der  Satz  aus  dem  folgenden: 

in.  Einer  beliebig  durch  den  Kegelschnitt  j^  gellten  Fläche 
II.  Ordnung  ist  eine  andere,  durch  7,2  gehende  Fläche  II.  Ordnung 
associirt  (Nr.  110),  und  ausserdem  die  Kegelfläche  Yr^^  oder  H^. 

112.  Einer  ganz  beliebigen  Fläche  F^  zweiter  Ordnung  ist 
(Nr.  109)  eine  Fläche  F^  vierter  Ordnung  associirt,  von  welcher  )' 
ein  Knotenpunkt  ist  Die  Tangenten  von  F^  im  Punkte  Y  bilden 
eine  Kegelfläche  IL  Ordnung,  von  welcher  F"^  noch  in  einer  Raum- 
curve vierter  Ordnung  erster  Species  geschnitten  wird;  diese 
Kegelfläche  geht  durch  den  Kegelschnitt,  welchen  F^  mit  der 
Ebene  tj2  gemein  hat.  Alle  übrigen  Tangenten,  welche  noch  aus 
dem  Knotenpunkte  Y  an  die  Fläche  F^  gezogen  werden  können, 
berühren  F^  in  den  Punkten  einer  Raumcurve  vierter  Ordnung 
und  bilden  eine  zweite  Kegelfläche  IL  Ordnung,  welche  auch  die 
Hache  F^  berührt     Der  Kegelschnitt  Tj2  ist  eine  Doppelpunkte- 
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curve  von  i^,  weil  F^  von  jedem  Strahle  der  Kegelfläche  H^  im 
Allgemeinen  zweimal  geschnitten  wird  (vergl.  Nr.  105).  Einem 
beliebigen  Kegelschnitt  von  F^  entspricht  im  Allgemeinen  auf  F^ 
eine  Raumcurve  vierter  Ordnung  erster  Species;  diese  Raum- 
curven  liegen  paarweise  auf  Kegelflächen  IL  Ordnung  mit  dem 
Mittelpunkte  Y, 

113.  Die  Fläche  F^  enthält  im  Allgemeinen  vier  durch  Y 
gehende  Gerade;  dieselben  verbinden  Y  mit  den  Schnittpunkten 
X  von  -F2  uu^  ^2  (Xr.  105).  Jede  Ebene,  welche  durch  zwei  dieser 
Schnittpunkte  Z  hindurchgeht,  hat  mit  F^  einen  Kegelschnitt  gemein, 
welchem  in  F^  ein  zu  ihm  projectivischer  Kegelschnitt  associirt 
ist  (Nr.  110).  Die  Hache  F^  enthält  also  im  Allgemeinen  sechs 
Schaaren  von  Kegelschnitten,  oder  kann  auf  sechsfache  Art  durch 
einen  veränderlichen  Kegelschnitt  beschrieben  werden;  und  zwar 
geht  durch  einen  beliebigen  Punkt  von  F^  ein  einziger  Kegel- 
schnitt von  jeder  Schaar.  Eine  beliebige  Ebene  schneidet  die 
Fläche  F^  in  einer  Curve  vierter  Ordnung,  welche  mit  jeder  von 
den  Geraden  YX  einen  Punkt  gemein  hat  und  im  Allgemeinen 
auf  dem  Kegelschnitt  Tj2  zwei  Doppelpunkte  besitzt;  ihr  entspricht 
auf  F^  eine  durch  die  vier  Punkte  X  gehende  RaumcuiTe  vierter 
Ordnung  (Nr.  108).  Daraus  folgt  leicht:  Die  sechs  Kegelschnitt- 
schaaren  von  F^  sind  paarweise  einander  zugeordnet^  so  dass 
jeder  Kegelschnitt  der  einen  Schaar  mit  einem  Kegelschnitt  der 
zugeordneten  Schaar  in  einer  Ebene  s  liegt.  Von  den  vier  Schnitt- 
punkten dieser  beiden  Kegelschnitte  liegen  zwei  auf  t]^;  in  den 
übrigen  beiden  wird  F^  von  der  Ebene  e  berührt,  weil  F^  von 
der  zu  s  associirten  Fläche  II.  Ordnung  ebenfalls  in  zwei  Punkten 
berührt  wird.  Die  Fläche  F^  besitzt  also  drei  Schaaren  doppelt 
berührender  Ebenen,  und  hat  mit  jeder  dieser  Ebenen  zwei 
Kegelschnitte  gemein! 

114.  Aus  der  Abbildung  von  F^  auf  F^  und  aus  Nr.  113 
ergiebt  sich  sofort:  Durch  eine  beliebige  von  den  sechs  Kegel- 
schnittschaaren  werden  die  Punkte  jedes  Kegelschnittes,  welcher 
der  zugeordneten  Schaar  angehört,  involutorisch  gepaart,  die 
Kegelschnitte  der  übrigen  vier  Schaaren  aber  projectivisch  auf 
einander  bezogen.  Aus  dem  ersten  Theil  dieses  Satzes  folgt,  dass 
die  sämmtlichen  Ebenen  jeder  Schaar  sich  in  einem  und  dem- 
selben Punkte  U  schneiden.  Zwei  einander  zugeordnete  Kegel- 
schnitte, welche  auf  keiner  dieser  Ebenen  U  liegen,  werden  nun 
von  letzteren  projectivisch  geschnitten,  und  zwar  ofi'enbar  so,  dass 

Reye,  Geometrie  der  Lage.    II.    2.  Aufl.  \\) 
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sie  zwei  Punkte  entsprechend  gemein  haben;  dieselben  erzeugen 
deshalb  im  Allgemeinen  einen  Strahlenbüschel  II.  Ordnung  (I.  Abth. 
Seite  114),  und  es  folgt:  Jede  von  den  drei  Schaaren  doppelt 
berührender  Ebenen  bildet  einen  Ebenenbüschel  U  IL  Ordnung ; 
die  Doppeltangenten  von  F*,  welche  in  diesen  Ebenen  liegen,  bilden 
die  von  U  eingehüllte  Kegelfläche  IL  Ordnung.  Wäre  der  letzte 
Theil  des  Satzes  falsch,  so  würden  durch  die  Berührungspunkte  der 
Doppeltangenten  im  Allgemeinen  zwei  Kegelschnitte  von  einer  und 
derselben  Schaar  gehen,  im  Widerspruch  mit  Nr.  113.  Weil  zu 
den  doppelt  berührenden  Ebenen  von  F^  auch  diejenigen  sechs 
gehören,  durch  welche  die  vier  Geraden  Y X  paarweise  verbunden 
werden,  so  enthält  jeder  der  drei  Ebenenbüschel  ü  zwei  von  diesen 
sechs  Ebenen,  welche  einander  gegenüber  liegen. 

115.  Ist  F^  eine  Regelfläche,  so  enthält  F*  noch  zwei  weitere 
Schaaren  von  Kegelschnitten,  die  alle  durch  Y  gehen  und  paar- 
weise auf  den,  aus  Y  an  F^  gelegten  Berührungs- Ebenen  enthalten 
sind  (Nr.  109).  Ausser  den  vier  Strahlen  YX  lassen  sich  dann 
noch  vier  Paar  andere  Gerade  auf  der  Fläche  F^  angeben;  dieselben 
entsprechen  den  vier  Paar  Strahlen  der  Regelfläche,  welche  durch 
die  vier  Punkte  X  gehen,  imd  schneiden  paarweise  die  Geraden  YX. 

1 16.  Wenn  F^  durch  Y  geht,  so  zerfällt  F*  in  die  Ebene  y} 
und  eine  Fläche  dritter  Ordnung.  —  Von  Interesse  ist  noch  die 
Untersuchung  der  Fläche  F\  von  2S|,  welche  einer  Fläche  F^ 
IL  Ordnung  von  2  entspricht  Man  findet,  dass  F\  dieselben 
Eigenschaften  hat,  wie  die  eben  betrachtete  Fläche  F*.  Von 
Nutzen  ist  bei  dieser  Untersuchung  der  Satz :  Die  Fläche  F^  ent- 
hält eine  Raumcurve  vierter  Ordnung,  deren  Punkte  paarweise 
associirt  sind;  nämlich  F^  wird  von  F^  in  dieser  und  noch  in 
einer  zweiten  Raumcurve  vierter  Ordnung  geschnitten,  und  zwar 
liegt  die  letztere  auf  der  Kernfläche  des  Gebüsches  (Nr.  108)- 

117.  Einer  beliebigen  Fläche  L\  zweiter  Ordnung  von  2S|  ent- 
spricht in  i  eine  Fläche  L^  vierter  Ordnung,  an  welche  aus  dem 
Punkte  Y  im  Allgemeinen  unendlich  viele  Doppeltangenten  gel^ 
werden  können.  Diese  Doppeltangenten  bilden  eine  Kegelfläche 
IL  Ordnung,  und  berühren  die  Fläche  L^  in  den  Punkten  einer 
Raumcurve  vierter  Ordnung  erster  Species;  denn  sie  entsprechen 
den  Tangenten,  welche  aus  dem  Punkte  Y^  an  L\  gelegt  werden 
können.  Aus  Y  lassen  sich  ausserdem  unendlich  viele  einfache 
Tangenten  an  L^  legen ;  die  Berührimgspunkte  derselben  liegen  auf 
einer  Raumcurve  vierter  Ordnung,  in  welcher  L*  von  der  Kemfläche 
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des  Gebüsches  geschnitten  wird,  und  sind  deshalb  sich  selbst 
associirt.  Der  Kegelschnitt  r^2  jst  eine  Doppelpunktscurve  der 
Fläche  L*  (Nr.  105),  weil  L]  von  jedem  Strahle  der  Kegelfläche 
Äf  im  Allgemeinen  zweimal  geschnitten  wird.  Einem  beliebigen 
Kegelschnitt  von  LJ  entspricht  im  Allgemeinen  auf  L*  eine  Raum- 
curve  vierter  Ordnung  erster  Species;  diese  Raumcurven  liegen 
paarweise  auf  Kegelflächen  II.  Ordnung  mit  dem  Mittelpunkte  Y. 
Ist  L]  eine -Regelfläche,  so  enthält  L^  zwei  Schaaren  von  Kegel- 
schnitten, deren  Ebenen  durch  Y  gehen  und  die  Fläche  L^  doppelt 
berühren.  Geht  LJ  durch  Fj,  so  zerfällt  L^  in  die  Ebene  r^^  und 
eine  Fläche  dritter  Ordnung. 

118.  Es  ist  nicht  meine  Absicht,  auch  diese  Fläche  L^ 
vierter  Ordnung  eingehender  zu  besprechen,  von  welcher  die  Fläche 
F^  der  Nr.  112  ein  specieller  Fall  ist;  ich  begnüge  mich  mit 
einer  Bemerkung  über  die  Kegelschnitte,  welche  auf  Z»*  liegen 
können.  Einem  Kegelschnitt  k^  von  1'  entspricht  im  Allgemeinen 
eine  Raumcurve  vierter  Ordnung  in  ^  und  nur  dann  ein  Kegel- 
schnitt ÄJ,  wenn  k^  mit  der  Curve  r^^  durch  eine  Fläche  IL  Ord- 
nung verbunden  werden  kann  (Nr.  110).  Im  letzteren  Fall  giebt 
es  noch  einen  zu  k^  associirten  Kegelschnitt,  welcher  ebenfalls 
dem  k]  entspricht.  Drei  beliebige  Punkte  -4,  J5,  C  von  2!  können 
(Nr.  110)  allemal  durch  einen  einzigen  Kegelschnitt  verbunden 
werden,  welchem  in  ^i  wiederum  ein  Kegelschnitt  entspricht;  drei 
Punkte  von  2!j  können  im  Allgemeinen  durch  vier  Kegelschnitte 
verbunden  werden,  welchen  in  2  Kegelschnittpaare  entsprechen. 

119.  Von  einer  nicht  durch  Y  gehenden  Ebene  rp  wird  L^ 
nur  dann  in  Kegelschnitten  getroffen,  wenn  ij  mit  der  der  cp 
entsprechenden  Fläche  II.  Ordnung  von  2S,  nicht  eine  Raumcurve 
vierter  Ordnung,  sondern  zwei  Kegelschnitte  gemein  hat,  also  von 
derselben  doppelt  berührt  wird.  Jede  Ebene,  welche  mit  L^ 
Kegelschnitte  gemein  hat,  ist  folglich  eine  doppelt  berührende 
Ebene  der  Fläche  L^.  Die  Kegelschnitte  der  Fläche  L^  sind 
paarweise  einander  oder  in  besonderen  Fällen  sich  selbst  associirt.  — 
Gerade  Linien  enthält  L^  nur  dann,  wenn  L]  eine  Regelfläche 
oder  Kegelfläche  IL  Ordnung  ist  und  einzelnen  Strahlen  derselben 
Hauptstrahlen  des  Gebüsches  2  entsprechen. 

120.  Der  in  den  letzten  19  Nummern  betrachtete  Fall  des 
i''2- Gebüsch  es  2  schliesst  noch  einen  ganz  besonderen  Fall  in  sich. 
Nämlich  die  sämmtlichen  Flächen  des  Gebüsches  können  noch 
ausser   dem   Kegelschnitt  r^^    einen   Punkt   mit   einander  gemein 
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haben.  Derselbe  übernimmt  alsdann  die  Rolle  des  Punktes  Y^ 
denn  durch  ihn  gehen  alle  Hauptstrahlen  s  des  Gebüsches,  welche 
den*  Kegelschnitt  r^  nicht  treffen.  Die  Punkte  eines  solchen 
Hauptstrahles  s  sind  jedoch  nicht  mehr  durch  Association  involutorisch 
gepaart,  sondern  die  Gerade  s  ist  (Seite  244)  auf  die  entsprechende 
Gerade  Sy  von  ]S|  projectivisch  bezogen.  Gleichwie  diese  Haupt- 
strahlen 8  von  2!  alle  durch  den  Punkt  Y  gehen,  so  schneiden 
sich  die  entsprechenden  Strahlen  Si  von  2Ü|  alle  in  dem  Punkte  Fj. 
Letzterem  entsprechen  alle  Punkte  der  Ebene  r^^  und  ebenso  ent- 
sprechen dem  Punkte  Y  die  sämmtlichen  Punkte  einer  Ebene  r^J 
von  2|  (Seite  245). 

121.    Die  Räume  ^  und  2)|   sind  demnach  so  auf  einander 
bezogen,  dass  die  coUinearen  Strahlenbündel  Y  und  Y^  einander 
entsprechen  und  je  zwei  homologe  Gerade  dieser  Bündel  projec- 
tivisch auf  einander  bezogen  sind,  jedoch  in  der  Art,  dass  jedem 
der  Punkte    Y  und    Yy    eine  nicht  durch   den   anderen   gehende 
Ebene  r^\  oder  r^^  entspricht.    Jeder  Ebene  des  einen  Raumes  ent- 
spricht im  Allgemeinen  eine  Fläche  II.  Ordnung  in  dem  anderen, 
und   alle    diese   Flächen   II.  Ordnung    haben    einen   K^elschnitt 
(t^2  oder  tjJ),   und  ausserdem  einen  Punkt  {Y  oder  Y{)  mit  ein- 
ander gemein.     Ueberhaupt  ist  die  Beziehung  von  2^  zu  ^y  ganz 
dieselbe  wie  diejenige  von  ^|  zu  2),  was  von  den  übrigen  Fallen 
des  F^.QeijQgciies  keineswegs  gilt    Wenn  die  collinearen  Strahlen- 
bündel Y  und  Yy  projectivisch  gleich  sind  und  so  auf  einander 
gelegt  werden,  dass  sie  alle  ihre  Elemente  entsprechend  gemein 
haben,   und  wenn   alsdann  auch   die   Ebenen  r^  und  r^y   auf  ein- 
ander fallen,  so  liegen  die  Räume  ^  und  2!|  involutorisch.    Sie 
bilden  alsdann  ganz  dasselbe  involutorische  System,  zu  welchem 
wir  in  Nr.  108  und  schon  früher  in  Nr.  21  gelangt  sind.     Einer 
beliebigen  Fläche  II.  Ordnung  des  einen  Raumes  entspricht  also  im 
anderen  Räume  eine  Fläche  vierter  Ordnung,  deren  Haupt-Eigen- 
schaften wir  schon  in  Nr.  112  bis  115  erörtert  haben.    Bemerkens- 
werth  ist  noch,  dass  zwischen  je  zwei  ebenen  Systemen  ^  und  Ip 
deren  Träger   in   den   collinearen   Bündeln    Y  und    Yy    einander 
entsprechen,    eine    geometrische   Verwandtschaft   zweiten  Grades 
besteht 
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